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Weitere Beiträge 


zur 


Theorie der räumlichen Gonfigurationen. 


I. Die linearen 'Transformationen der Klein’schen Cf. (60,,, 30,) nach ihrer geo- 
metrischen Bedeutung nebst Anwendung auf regelmässige Gebilde des vier- 
dimensionalen Raumes. 

I. Die Cf. (60,,, 72,) und die ihr zugehörige Gruppe von linearen Transformationen 
nebst Uebertragung auf die Hypersphäre und Anwendung auf die hierdurch be- 


stimmten regelmässigen Gebilde des vierdimensionalen Raumes. 
Von 


Dr. Edmund Hess, M. A. N., 


0. ö. Professor an der Universität Marburg. 


Mit 3 Tafeln. Nr. I—-IM. 
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Einleitung. 


Die beiden vorliegenden Abhandlungen schliessen sich an eine 1890 
erschienene Abhandlung des Verfassers') an, mit welcher sie unter dem 
gemeinsamen Titel: „Beiträge zur Theorie der räumlichen Configurationen“ 
vereinigt sind. 

Die erste dieser beiden Abhandlungen enthält hauptsächlich die 
Ableitung, Darstellung und Bedeutung der linearen Transformationen der 
sg. Klein’schen Configuration Of. (60,,, 30,), welche in der früheren Ab- 
handlung genauer untersucht worden ist. Diese Transformationen sind 
gruppentheoretisch unter Anwendung der Klein’schen Liniencoordinaten von 
W.Reichardt’) und H. Maschke’) behandelt, insbesondere sind auch von 
Beiden die erzeugenden Substitutionen aufgestellt worden. Bei den nach 
folgenden Entwicklungen ist vorzugsweise auf die geometrische Deutung 
und Unterscheidung dieser vollständig aufgestellten Transformationen, nämlich 
der Collineationen und Üorrelationen Rücksicht genommen und die Angabe 
der für diese 'Transformationen charakteristischen Büschel und Netze von 
Flächen zweiten Grades, der Schaaren von linearen Complexen, der Complexe 
zweiten Grades, der Eckpunkte, Kanten und Flächen der Haupttetraeder, 


!) E. Hess: „Ueber die Klein’sche Configuration Cf. (60,;, 30,) und einige bemerkens- 
werthe aus dieser ableitbare räumliche Configurationen.“ Nova Acta der Ksl. Leop.-Carol 
Deutschen Akademie der Naturforscher. Bd. LV Nr.2. Halle 1890. Diese Abhandlung 
soll im Folgenden immer durch A, eitirt werden. 

2) Math. Anm. Bd. 28 S. 84—98. 

3) Math. Anm. Bd. 30 8. 496 fi. 


4 Einleitung. 


sowie auch die durch die auftretenden Geraden bedingten Eintheilungen der 
Fundamentalflächen ins Auge gefasst worden. Es erfahren so die in der 
früheren Abhandlung bereits theilweise abgeleiteten Eigenschaften der Cf. 
(60,;, 30,) vielfache Erweiterungen und Ergänzungen und ergeben eine Reihe 
weiterer wichtiger Configurationen. 

Eine besondere Anwendung dieser allgemein durchgeführten Be- 
trachtungen bildet sodann die Aufstellung der bereits von Vietor und 
Reye auf synthetischem Wege ermittelten Collineationen und dualistischen 
Umformungen der harmonischen Cf. (24,, 18,) und der Hexaeder- 
OÖktaeder-Cf. (12,, 16,). Durch ein bereits in einer früheren Abhandlung‘) 
von mir angegebenes und hier ausführlich entwickeltes Verfahren gelingt 
es nunmehr leicht, diejenigen Transformationen zu erhalten, welchen einer- 
seits die einfachen und doppelten Drehungen, andererseits die einfachen und 
dreifachen Spiegelungen entsprechen, durch welche die drei als Sechzehnzell, 
Achtzell und Vierundzwanzigzell bezeichneten regulären, linear begrenzten 
Gebilde des vierdimensionalen Raumes mit sich selbst zur Deckung gelangen. 
Analoges gilt für die hierhergehörigen eigentlichen und uneigentlichen Corre- 
lationen. Die bei diesen Entwicklungen benutzte Methode der Uebertragung 
einer Figur des dreidimensionalen ebenen Raumes auf den dreidimensionalen 
sphärischen Raum (die Hypersphäre) dürfte vielleicht einiges Interesse be- 
anspruchen. Die einschlägige Literatur, insbesondere die Arbeiten von 
F. Klein, K. Rohn, R. Sturm, Th. Reye, A. Weiler, Clebsch-Linde- 
mann, W. Reichardt, H. Maschke, van Öss, J. Feder, A. Schönflies, 
A. Cayley, E. Study, Cole, Heath, Goursat u. A. sind an den 
verschiedenen bezüglichen Stellen der Abhandlung berücksichtigt und 
genauer angegeben. 

Die zweite Abhandlung enthält die genauere Untersuchung der 
zuerst von mir‘) abgeleiteten Of. (60,,, 72,) und der speciellen in ihr ent- 
haltenen Cf. (5,, 10,) mit durchweg reellen Elementen. Die linearen Trans- 
formationen derselben werden unter den oben bezeichneten Gesichtspunkten 
mit vorzugsweiser Benutzung tetraedrischer Coordinaten aufgestellt und aus 
diesen sodann die entsprechenden 'T'ransformationen erhalten, durch welche 


1) Math. Anm. Bd. 28. 


Einleitung. h) 


die drei übrigen regulären, linear begrenzten Gebilde des vierdimensionalen 
Raumes, nämlich das 600-Zell, das 120-Zell und das 5-Zell in sich über- 
geführt werden. 

Während hiernach die beiden vorliegenden Abhandlungen als Haupt- 
resultat die Aufstellung und Deutung sämmtlicher linearen Transformationen 
ergeben, durch welche die (ganz oder theilweise) regulären Gebilde des 
vierdimensionalen Raumes in sich übergeführt werden, war es bei dem Um- 
fang, welchen die Entwicklungen erforderten, nicht mehr möglich — wie 
in der Vorrede zu der früher erschienenen Abhandlung in Aussicht gestellt 
wurde — auch diejenigen Configurationen eingehender zu berücksichtigen, 
deren Repräsentanten die durch die ganz oder theilweise regelmässigen 
Gebilde des dreidimensionalen ebenen Raumes bestimmten Raumfiguren sind. 
Ich behalte mir vor, bei einer anderen Gelegenheit auf diese Gebilde näher 
einzugehen.') 


I) Vgl. E. Hess: „Ueber gewisse räumliche Configurationen“. Marburger Berichte 
1892. Mai S. 86—98, sowie J. de Vries: „Ueber räumliche Configurationen welche sich aus 
den regelmässigen Polyedern herleiten lassen“. Sitzungsber. der Kaiserl. Akad. d. Wissensch. 
zu Wien. Bd. © Abth. II. Juli 1891. 
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Erster Haupttheil. 


Die linearen Transformationen der Klein’schen (f. (6015, 30%) 
nach ihrer geometrischen Bedeutung nebst Anwendung auf 
regelmässige Gebilde des vierdimensionalen Raumes. 


Sl. 
Recapitulation einiger Haupteigenschaften 
der Klein’schen Cf. (6015, 306). 
Die sechs linearen s. g. Fundamentaleomplexe: 
Rn A en! a) 
welche, wenn piz Plücker’sche Liniencoordinaten bedeuten, durch die 
Relationen: 
1 1 1 
ln, (Pia + Pa), 43 = 5 (Ps + Po) % —=5 (Pıa + Pa3), | 
1 1 1 220) 
MWZOR (Pı2 — Pa), 2 = 9,(Pı3 — Pa) % = 9,(Pıa — Pa), 
und 
Pa—% +72, Ps—=% tt, Pati, | ...(@B) 
Pa —% — 2 LH Pa>% — { In Ps % 2 Kae) 
definirt sind, liegen bekanntlich zu je zweien in Involution (die sechs Ge- 
winde stützen sich nach R. Sturm’s Ausdrucksweise), d. h. sie bestimmen 
15 involutorische Congruenzen (windschiefe Involutionen), deren 15 Direetricen- 
paare e —= (i, k) die Of. (60,,, 30,) eonstituiren.') 


1) Vgl. A, $ 1-4, die Abhandlungen von F. Klein: Math. Anm. II p. 198—226, 
K.Rohn: Math. Anm. VII p. 145—207, die oben eitirten Abhandlungen von W. Reichardt 
und H. Maschke, sowie R. Sturm: Liniengeometrie p. 234—251. — Die Angabe in A, 
S. 111 und 112, nach welcher in jedem der Fundamentalcomplexe fünf Linienpaare e enthalten 
seien, ist dahin zu berichtigen, dass jeder F'-Complex zehn dieser Geradenpaare als Complex- 
strahlen enthält, während jedes der fünf übrigen Paare zwei in Beziehung auf den Complex 
eonjugirte Strahlen darstellt. 


fo) Edmund Hess, 


‚Jedes der 15 Linienpaare e wird von sechs der übrigen geschnitten, 
so dass jeder der 60 Schnittpunkte e (jede der 60 Verbindungsebenen :) 
mit 15 Verbindungsebenen (Schnittpunkten) und mit drei Geraden e in- 
eident ist. 

Die 15. g. Fundamentaltetraeder 7;, deren Eckpunkte, Kanten, 
Seitenflächen bez. die Punkte e, Geraden e, Ebenen e sind, bilden zehnmal 
zu je sechs ein desmisches und das diesem conjugirte desmische System. 
Je sechs zusammengehörige derartige Tetraeder sind in Bezug auf eine der 
zehn Fundamentalflächen F;”, welche durch je drei der Fundamental- 
complexe (jede auf zwei Arten) bestimmt werden, sich selbst conjugirt, 
während die übrigen neun Tetraeder einer solchen Fläche zugleich ein- und 
umgeschrieben sind.') 

Die 60 Fundamental-Ebenen & (-Punkte e) bestimmen ausserdem zu 
je dreien 320 Gerade % und zu je zweien 360 Gerade d, deren Klein'sche 
Coordinaten x; sich in sehr einfacher Weise erhalten lassen.”) 

Die Klein’sche Cf. (60,,, 30,) lässt sich daher nach den von mir’) 
aufgestellten Definitionen als eine vollständige, regelmässige, sich 
selbst reeiproke Configuration bezeichnen und durch das Symbol: 

15 6 3 2 3+16+12 
(0 el sl a ) (8) 
genauer charakterisiren. 

Ferner schneiden sich je sechs der 60 Ebenen & in 480 Punkten f 
(liegen je sechs der 60 Punkte e in 480 Verbindungsebenen x) und je vier 
Ebenen = in 960 Punkten d (liegen je vier Punkte e in 960 Verbindungs- 
ebenen d).') 

Für die folgenden Betrachtungen wird durchweg der durch die 
Gleichungen (1) definirte s. g. Typus I’) der Of. zu Grunde gelegt, für 


1) Vgl. A, $2 und 5. 

2) Vgl. A, $6 I und II. Die Geraden % und d sind dort bez. durch f und g 
bezeichnet. 

3) Vgl. E. Hess: Ueber gewisse räumliche Configurationen. Sitzungsber. d. Gesellsch. 
z. Bef. d. ges. Naturw. zu Marburg. Mai 1892. S3. 

4) Vgl. A, $9 und 10. Die Punkte f (Ebenen x) und d (Ebenen d) sind dort bez. 
durch f (g) und g (x) bezeichnet. 

5) Vgl. F. Klein: Math. Anm. II 8. 205 Anm. K.Rohn: Math. Anm. XVII S. 147 ff. 
R. Sturm: Liniengeometrie I S. 249 — 251. 
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welchen die sechs Fundamentaleomplexe sämmtlich reell sind; mittelst der 
von K. Rohn') angegebenen Transformationsformeln lässt sieh leicht von 
dem Typus I zu den drei anderen Typen II, III, IV übergehen. 


Es sind für diesen Typus 1: 
die sechs Fundamentaleomplexe sämmtlich reell, 
von den 60 F-Punkten (Ebenen) 24 reell und 36 imaginär, 


m. NO@ESNelraedern oe . ed » 
EVER Plächen 2 | I; 
al Geradenze 3al1SY url ö 
a rl) bi k a „ 288 5 
0) > d la .;, „ 288 ns 


die 480 Punkte f (Ebenen x) sämmtlich imaginär, 
von den 960 Punkten d (Ebenen 6) 96 reell und 864 imaginär. 

Die 288 imaginären Geraden % sind sämmtlich imaginäre Gerade 
erster Art (nach v. Staudt's Bezeichnung), von den 288 imaginären Ge- 
raden d sind 144 erster, 144 zweiter Art. 

Von den 480 imaginären Punkten f (Ebenen x) sind 192 Schnitt- 
punkte (Verbindungsebenen) von je drei reellen und drei imaginären Ebenen 
e (Punkten e), dagegen 288 von je zwei reellen und vier imaginären Ebenen 
e (Punkten e). Auf jeder Geraden % liegen sechs Punkte f, auf jeder Ge- 
raden d liegen vier Punkte %, so dass durch jeden Punkt f vier Gerade % 
und drei Gerade d hindurehgehen. Analoges gilt für die durch die Geraden 
k und d hindurchgehenden Ebenen x. 

Von den 864 imaginären Punkten d (Ebenen d) sind 288 bez. 576 
Sehnittpunkte (Verbindungsebenen) je zweier reellen und zweier imaginären 
Ebenen & (Punkte e), bez. je einer reellen und dreier imaginären Ebenen & 
(Punkte ©). Auf jeder Geraden % liegen drei, auf jeder Geraden d acht 
Punkte d, so dass dureh jeden Punkt d eine Gerade % und drei Geraden d 
hindurehgehen. Analoges gilt für die durch die Geraden % und d hindureh- 
gehenden Ebenen d. 

Jede der 320 Geraden % schneidet eine der zehn Fundamentalflächen 
in zwei Punkten f, (enthält zwei Berührungsebenen x, an dieselbe); die 640 


1) \br (e- 


Nova Acta LXXV. Nr.]. 2 


10 Edmund Hess, 


Punkte f, (Ebenen x.) sind durchweg imaginär.') Dagegen schneidet jede 
der 360 Geraden d je zwei Fundamentalflächen F\’, Fi in zwei Punktpaaren 
d, (enthält zwei Paare von Berührungsebenen d,); von den 1440 Punkten 
d, (Ebenen 6,) sind 144, von welchen je 16 einer der neun reellen Funda- 
mentalflächen angehören, reell, die übrigen 1296 sind imaginär.') 

Es gehören also jeder der zehn Fundamentalflächen 36 Punkte e 
(Berührungsebenen e), 64 Punkte f, (Berührungsebenen x,) und 144 Punkte 
d, (Berührungsebenen d,) an. 

Für die im Folgenden zu betrachtenden Collineationen und Correla- 
tionen sind die durch die angegebenen Punkte und Ebenen, welche als 
Eekpunkte und Seitenflächen von Haupttetraedern auftreten, bestimmten Er- 
zeugungsiinien der Fundamentalflächen und deren weitere Schnittpunkte und 
Verbindungsebenen von grosser Wichtigkeit; weshalb dieselben zunächst 


genauer untersucht werden sollen. 


8 2. 
Erzeugende der Fundamentalflächen 
und Schnittpunkte (Verbindungsebenen) dieser Erzeugenden. 

Die 36 einer der zehn Fundamentalflächen angehörigen Punkte e 
(Ebenen e) sind zu je sechs mit zwölf Geraden e ineident, welche der Fläche 
als Erzeugende angehören, so dass auf der Fläche in jedem Punkte e zwei 
Erzeugende, welche je einem der beiden Systeme angehören, sich schneiden 
(in jeder Ebene : zwei solcher Geraden liegen). Durch jeden Punkt e 
gehen (in jeder Ebene & liegen) drei Gerade e, von denen je zwei vier 
Fundamentalflächen als Erzeugende angehören, so dass ein Punkt e zugleich 
auf sechs F-Flächen liegt (eine Ebene © zugleich sechs F.-Flächen berührt). 
Jede Gerade e liegt also auf vier Fundamentalflächen und schneidet dreimal 
je zwei der übrigen F.-Flächen in je einem Punktpaar e (hat dreimal mit 

je zwei der übrigen F.-Flächen ein Ebenenpaar e gemein). 
Die sechs mit einer der 2. 6 Erzeugenden e ineidenten Punkte 
e (Ebenen e) sind Oktaederpunkte (Hexaederebenen) derselben, 


1) Vgl. A, $ 11, wo auch die Coordinatenwerthe für die Punkte fo, do (die Ebenen 
*o, do), welche dort durch fo, 90 (@o, 40) bezeichnet wurden, angegeben sind. 
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da sie drei Paare darstellen, von welchen jedes zu den beiden anderen 
harmonisch ist. Auf je einer Geraden e der beiden Systeme kann das 
Fundamentalpaar (welches bei der Darstellung durch binäre Formen 
den Werthen 2=o, x des Parameters entspricht) beliebig gewählt werden; 
damit ist dasselbe für die übrigen Geraden desselben Systems bestimmt und 
ebenso sind die Elemente der beiden anderen Paare (welche den Werthen 
1, —1, „—i des Parameters entsprechen) auf allen Geraden desselben 
Systems entsprechend einander zugeordnet. Diese Oktaederpunkte e (He- 


xaeder-Ebenen e) sollen auch durch 5 () bezeichnet werden.') 


Es sollen nun auch für jede Erzeugungslinie e, die zu den sechs 
Oktaederpunkten ce, (Hexaederebenen &,) zugehörigen Hexaederpunkte 
(Oktaederebenen) und Kubooktaederpunkte (Rhombendodekaeder- 
ebenen) in Betracht gezogen werden. 

1) Die acht Hexaederpunkte (Öktaederebenen) jeder Geraden & 
sind bekanntlich die vier Punkt-(Ebenen-)Paare, von denen jedes zu drei, 
verschiedenen Paaren angehörigen Punkten e, (Ebenen &,) (und ebenso zu 
den drei anderen Punkten e, [Ebenen &,]) äquianharmonisch liegt; diese 
Punkte (Ebenen), deren es für jede F.-Fläche 8. 12—=96 giebt, sollen durch 


. (0) bezeichnet werden. Je sechs entsprechende (d. h. durch denselben 


Werth des Parameters bestimmte) Hexaederpunkte (Oktaederebenen) der 
sechs Geraden e, des ersten, wie des zweiten Systems liegen auf (schneiden 
sich in) einer Geraden %,, so dass acht Erzeugungslinien %, des zweiten 
und acht des ersten Systems entstehen. Auf jeder der 2. 8 Geraden %, liegen 


(durch jede gehen hindurch) sechs Punkte b (Ebenen Cr welche für 

diese Gerade Oktaederpunkte (Hexaederebenen) sind. Dieselben 
k k) e 

können daher auch durch 5 (#, ) bezeichnet werden. Jeder Punkt Dh, — 

k) e k 

“ (jede Ebene ( — N gehört zugleich den vier Fundamentalflächen an, 


welche durch die zugehörige Grade e, hindurchgehen: es gehen also durch 


1) Der untere Index o bezeichne durchgehends, dass die Punkte, Gerade, Ebenen 
einer Fundamentalfläche angehören. Die Punkte e, Geraden e und Ebenen & können sämmtlich 
den Index „ erhalten. 


Jx 


12 Edmund Hess, 


eo. fl. ME Ol. 
jeden Punkt 5, = (tiegen in jeder Ebene ( 9 ) vier Gerade %k,. Die 


£ x (e)  _(k) (e) (k) 
Gesammtzahl der (durchweg imaginären) Punkte d = Ebenen ( =Y 
= = 0 Ih 0 0 


. 10. 96 - 
beträgt hiernach —; —240, während es 10. 16 = 160 ebenfalls durchweg 


imaginäre Geraden %, (zweiter Art) giebt. 
Auf jeder Fundamentalfläche schneiden die acht Geraden 7, des einen 
diejenigen des anderen Systems in = 64 Punkten (liegen in 64 Ebenen), 


; .(k) 
welche für je eine Gerade %, Hexaederpunkte h, (Oktaederebenen 


(k)\ . : (k) (k i : 
IN ) sind. Diese 64 Punkte h, (Ebenen e ) sind aber nichts anderes, 


als die 64 Punkte f, (Berührungsebenen x,), in welchen (vgl. $ 1) die be- 
trachtete Fundamentallläche von 32 Geraden % geschnitten wird (durch 32 
Gerade % gehende Berührungsebenen hat). Die Gesammtzahl dieser Punkte 


fen (k) € ar 
=D, (Ebenen 2,—(,) beträgt 10. 64— 640, 
c 
2) Die 12 Kubooktaederpunkte (Rhombendodekaederebenen) jeder 
Geraden e, sind die sechs Punkt-(Ebenen-)Paare, deren jedes zu drei solchen 
Paaren e, (&) zugleich harmonisch ist, von welchen das eine eins der drei 


Oktaederpunkt-(Hexaederebenen-)Paare ist, während je ein Element des 
zweiten Paares mit einem des dritten Paares vertauscht ist. Die Zahl 


: ER .(e) / (e) £ 
dieser Punkte (Ebenen), welche durch i ( ) bezeichnet werden sollen, 
0 0 


beträgt 12. 12 — 144 für jede Fundamentalfläche. Je sechs entsprechende 
(durch denselben Werth des Parameters bestimmte) derartige Punkte (Ebenen) 
der sechs Geraden e, des ersten und ebenso des zweiten Systems liegen auf 
(schneiden sich in) einer Geraden d,, so dass zwölf weitere Erzeugungslinien 
des ersten und zwölf des zweiten Systems entstehen. Eine jede dieser 
2.12 Geraden d, enthält sechs Punkte in (Ebenen welche wiederum 


für diese Gerade Oktaederpunkte (Hexaederebenen) sind und daher 


_(d) (d) 1 I h 
auch durch T, (#) bezeichnet werden können. ‚Jeder dieser Punkte 


(dd a) f. (e) (d) se 0 & 5 
Reale (jede der Ebenen ı —=9 ) gehört wiederum zugleich den vier 
0 [2 0 


Fundamentalflächen an, welche durch die zugehörige Gerade e, hindurchgehen; 
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u OSRENTRNERES (m 
es gehen also durch jeden Punkt El, liegen in jeder Ebene ne 


17) 
(1) 
vier Gerade d,. Der imaginären Fläche RB gehören 144 imaginäre Punkte 


.(e) 
( 


en (e) : u : 
(Ebenen L und 24 imaginäre Gerade d, an, jeder der neun reellen 
oO 


( 2 5 r „(e) a (e) 
Flächen F'— 20 je 32 reelle und 112 imaginäre Punkte u (Ebenen u) 
2 0 


und je acht reelle und 16 imaginäre Gerade d, an. Die Gesammtzahl 


i 1.14449 (324119) ,, j 
dieser Punkte (Ebenen) beträgt also r 3) — 360, von denen 72 


reell, 288 imaginär sind, diejenige der Geraden d, beträgt 1. 2449. (16+8) = 
240, von welchen 72 reell, 168 imaginär sind. 

Die zwölf Geraden d, des einen Systems schneiden auf jeder Funda- 
mentalfläche die zwölf Geraden des anderen Systems in 12°?—=144 Punkten 
(liegen in 144 Ebenen), welche für je eine Gerade d, Kubooktaeder- 


.(@) a) 
punkte i, (Rhombendodekaederebenen > ) darstellen. Diese 144 Punkte 


AO NE: 3 . 
[ (Ebenen 2 ) sind identisch mit den 144 Punkten d, (Berührungsebenen 


do), welche die Schnittpunkte der (die Berührungsebenen durch die) 2. 36 
Geraden d mit der betrachteten (an die) Fundamentalfläche (vgl. $ 1) sind. 

Endlieh schneiden sieh (bestimmen) auf jeder Fundamentalfläche je 
eine der acht Geraden %, des ersten bez. zweiten Systems und je eine der 
zwölf Geraden d, des zweiten bez. ersten Systems in je einem Punkte (je 


: e ER : „(k 
eine Verbindungsebene), so dass für jede Gerade 7, zwölf Punkte i 
o 
2 (k) e 
(Ebenen a ): welche Kubooktaederpunkte (Rhombendodekaeder- 


3 ; en (d) 
ebenen) derselben sind, auf jeder Geraden d, acht Punkte h (Ebenen 
oO 
(d) 
( ), welche Hexaederpunkte (OÖktaederebenen) derselben sind, auf- 


0 


treten. Auf jeder Fundamentalfläche sind 12. 16 = 8. 24 = 192 soleher 


h .M) (a) (Ma) 
Punkte \ zu Ebenen L Zi vorhanden; die Gesammtzahl derselben, 


welche durchweg imaginär sind, beträgt 10. 192 — 1920, da jeder Punkt 
(jede Ebene) nur einer F-Fläche angehört. 
Es sind also auf jeder Fundamentalläche sechs Gerade «,, acht 


Gerade 7,, zwölf Gerade d, als Erzeugende des einen Systems vorhanden, 
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welche von den sechs Geraden «&,, acht Geraden %,, zwölf Geraden d, des 
anderen Systems bezw. in sechs Oktaederpunkten, acht Hexaederpunkten, 
zwölf Kubooktaederpunkten geschnitten werden (sechs Hexaederebenen, acht 
OÖktaederebenen, zwölf Rhombendodekaederebenen bestimmen). Die 2. 6 
Geraden &, 2.8 Geraden %,, 2.12 Geraden d, sollen bez. als Oktaeder-, 
Hexaeder-, Kubooktaeder-Gerade der Fundamentalfläche und die durch 
sie bestimmte Eintheilung der Fläche als regelmässige kubo- oktae- 
drische Eintheilung bezeichnet werden. 

Auf jeder (durch jede) der Geraden &, ko, do giebt es sechs Oktaeder-, 
acht Hexaeder-, zwölf Kubooktaeder-Punkte (gehen sechs Hexaeder-, 
acht Oktaeder-, zwölf Rhombendodekaeder-Ebenen), so dass auf jeder 
Fundamentalfläche vorhanden sind: 


6°= 36 Punkte e —, (Ebenen E =) 
0 0 o 0 
k k 
8° = 64 5 f — ) ( >, x En ) 
0 o o 0 
d d 
12° = 144 R | a en ) 
( y ed r a; (4) 
br None oe 
e) d d 
ee ( a, ) 
0 o o o 


£ ‚(k d k) d 
De ao or | u >) 


0 0) 


Durch die jeder F-Fläche angehörigen Punkte, Gerade und Ebenen 
sind folgende Configurationen bestimmt: 


: 36.) Cf.-Punkte ti Cf.-Ebenen a‘ Cf.-Gerade Bo] 
er, ee eo: 
24, 144,,) nenn 
tik, 96, ) 4.800, m Aee Ve 
1a +22 a2 nn, Si el u a 
16, ,+24,,192), ai N u eo} 


1) Vgl. A, 8. 158 unter (44). 2) Vgl. A, 8.159 unter (48). 3) Vgl. A, 8.162 unter (54). 
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Der analytische Nachweis der im Obigen erörterten Lagenbeziehungen 
kann leicht in folgender Weise geführt werden, wobei wir uns auf die Be- 
stimmung der Punkte auf den Graden beschränken können. 


Aus den Werthen für die tetraedrischen Coordinaten der einer Fun- 
damentalfläche F angehörigen 36 Punkte &,, 64 Punkte f,, 144 Punkte d, 
(den bez. Schnittpunkten von 18 Geraden e, 32 Geraden % und 72 Geraden 
d mit dieser F.-Fläche) ergiebt sich, dass je 6 Punkte &, auf einer Er- 
zeugungslinie e,, je 8 Punkte f, auf einer Erzeugungslinie %, und je 12 
Punkte d, auf einer Erzeugungslinie d, je eines der beiden Systeme liegen. 
Die Werthe für die Klein’schen Coordinaten x, dieser Erzeugungslinien 
stellen sich äusserst einfach und übersichtlich dar; die Coordinaten x, 2 ... x, 


irgend einer Geraden: 


e, Sind durch 12 0 000 ee er (;n) 
ko ” ” 1 & a? 0 0) 0 r . . . . . . . . (6;,) 
ah © 10.187\12702 0.0 | (6) 


bestimmt, wobei « eine imaginäre Kubikwurzel der Einheit bedeutet, und 
alle Geraden derselben Gruppe durch Permutation dieser 6 Werthe, ver- 
sehen mit den möglichen Vorzeichencombinationen resultiren. Es giebt hier- 
ze! 1 ale e 6! 

nach Se 21— 30 Gerade &, len 2?— 160 Gerade A, und 31 31 22 — 240 


Gerade d,, da für die Geraden «, eine Multiplication der Coordinatenwerthe 


mit i, für die Geraden %, eine solche mit « und «2 wiederum je eine Per- 
mutation derselben Elemente liefert. Für die einer Fundamentalfläche 
als Erzeugende angehörenden Graden sind, wenn die Gleichung der F.- Fläche 
in Klein’schen Liniencoordinaten'): 


ua,  ohoder Zu, La, Fa. = 0 Ist, 


die Coordinaten &;,, %ia, Ti, (is, Ci, %,) der Geraden des ersten (zweiten) 
Systems sämmtlich Null, dagegen die Coordinaten &;,, is, Tis (Ci, Ta, is) 
der ersten (zweiten) Gruppe für die Geraden «,, A, d, bez. durch die mit 
den Vorzeicheneombinationen versehenen Permutationen der drei Werthe 


1,4, 0; 1, @, 2; 1, 1, <a gegeben. 


1) Vgl. A.. 85. 
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Wenn man nun aus den Klein’schen Coordinaten x, (vergl. Formel 
@3) in $ 1) die Plücker’schen Coordinaten ?;x der Erzeugungslinien &, 
ky, d, einer Fundamentalfläche herleitet, so lassen sich die tetraedrischen 
Coordinaten 
der 12.5 — 16.6 = 96 Schnittpunkte von je 6 Geraden e, des einen mit je 
S Geraden 7, des anderen Systems, 
der 12.12 = 24.6 = 144 Schnittpunkte von je 12 Geraden d, des einen mit 
je 6 Geraden e, des anderen Systems, 
der 16.12 = 24.35 —= 192 Schnittpunkte von je 8 Geraden A, des einen mit 
je 12 Geraden d, des anderen Systems 
leicht bestimmen. Aus den Plücker’schen Coordinaten »;7 ist auch sofort 
zu erkennen, dass 
von den 30 Geraden &, 18 reell, 12 imaginär (der 2 Art), 
„ 240 d, 72 168 


” a 
die 160 „ k, sämmtlich imaginär (der 2‘ Art) sind. 


” ” ” ” ” ’ 


Es ist dann andererseits zu zeigen, dass die auf jeder Erzeugungs- 
linie eo, %o, d, auftretenden 6, 8, 12 Schnittpunkte bez. Oktaeder-, Hexa- 
eder-, Kubooktaeder-Punkte derselben sind. Dies geschieht in be- 
kannter Weise‘) dadurch, dass man zunächst die 3 Punktpaare jeder Ge- 
raden den Wurzeln einer Oktaedergleichung: 

Pe Er On) 
entsprechend nachweist: hierbei sind die Coordinaten ,—=4?%+ &2“, der 
6 Punkte durch die Werthe 


—_ 10, Noosl etae  ee HEN Ne) 


des Parameters bestimmt. 
Die Wurzeln der zugehörigen Hexaedergleichung: 
Herma tel 20% 0% 0%.) 
welche durch Nullsetzen der Hesse’schen Determinante von F resultirt, 
nämlich 


(= 2 1 : 1 
2 — TE) any 2er Berl) Er oo aa ooe (8«) 
S J J 

1) Vgl. F. Klein, Math. Ann. IX 8. 196 fig. — Puchta, Das Oktaeder ete. Denk- 
schriften der Wiener Akademie 1879, 8.58 fig. — Gordan, Math. Ann. XU. S. 41, 42. — 
E. Hess, Einleitung in die Lehre von der Kugeltheilung 8. 393 fg. 
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a al Ze 
wobei j=yi = ya’ ee - (88) 
n__ Eu aaa lan, 
Se ler a „ow. — 2 sin 7, — v3 tgn=V2, a = lg 1g > ,—t8 15 


ist, bestimmen die 8 zugehörigen Hexaederpunkte; und endlich die Wur- 
zeln der Kubooktaedergleichung, welche durch Nullsetzen der Jacobi- 
schen Determinante von F und H resultirt: 


Dre Bun tn 0.2.0... 
H Re N 1 ee ae De a 9 
nämlich: Seh +7 eg, Hg Hi gı Hi - - - 0) 
wo og = V2+l,e —V2—1 A en 7 EB) 


ist, bestimmen die 12 zugehörigen Rubooktaederpunkte. 

Die so erhaltenen Werthe für die Coordinaten dieser 8 und 12 Punkte 
erweisen sich dann in der T'hat mit den oben bestimmten Coordinaten der 
bezüglichen Sehnittpunkte identisch. 

Als Beispiel sind in nachfolgender Zusammenstellung (10«) — (10y) für 
die drei der Fundamentalfläche F) als Erzeugende des einen Systems an- 
gehörigen Geraden, nämlich: 

für die Geraden e, mit den x,-Coordinaten 0 01040 

es 5 Koeln es = 1-0 & 0 720 

Ei 5 iv2 0 70-10 
die tetraedrischen Coordinaten für die 6 Oktaeder-, die 8 Hexaeder- 
und die 12 Kubooktaeder-Punkte nebst den zugehörigen Werthen des 


Wr 


Parameters - angegeben. 


IH 


2 


Nova Acta LXXV. Nr.]1. 3 


... (8Y) 
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Coordinaten der Oetaeder-Punkte 


Parameter- 
a ; 35 der ; . derä@eradenkc® 
werthe für & der ne er en N | er nn e4 
® | Punkte —=f(91) | Punkte (’=H% Punkte [9 = i\) 
, 1 REN 
0 I 0E0 1 % -=-% jß6; IIE7 5 —j 
je Je j J 
1 . : 1 ü 
© 0.0 1 i je =63 2 —1 a = —Y 1 | 
e) (100) 
1 1 1 ee ren. | 
l ı 2 7 ) B ) &g 
| 3 : | 1 ee ER I 
—jl 1: -1- In 3 a —U Je il -eotgz D —rootgz 
; et : 1l . u en IE 
D le v1 | VE wu —ı 1 eotgz —icotgz D | 
5 | 1 h i 5 : 
= a el a. 3a % 1 -185 -itgE —) | 
Parameter- Coordinaten der Hexaeder- Punkte 
werthe für | der Geraden.e,; | der Geraden Äy; der Geraden dh; 
EN Ok) | Punkte Hd) — 3) | ste HU) — i®) 
= ı Punkte h\, I | Punkte $’ —h ?) | Punkte 7 in 
} 2 1 Eee En | /2 vn , RE =. 
Ja 1. 3a wi WAZ il | v3 WV2=-17 a2V 2-7 a) 3: 
AR RLN) ya = EN 
a | 1i a zei | 1-1 02V | V2-i -V3 al/2-i a?y2-i 
| | 
1 | a 3 En ee N FR 
—6, | 1% =, 55 | Aysı 1 1 (Va) av a v3 12% 
In = | | | (108) 
a 1% 7% =, ya | a/2-5 ay2-i -(/2-1) -V3 
1 = en ne = 
Je IR 6, a 17-027 070 V2-i V3 2/27 a 2% 
1 > 
—JC, li 3% j® 1 E00 Zar -/3 Y2-i a/ 2-1 -(a?\/ 2-1) 
1 | ei Ä ER EN =. 5 
<C, Me za yleh 1 0-02 «a lay2 ay2-i -(V2) 3 
J | J 
1 f 1 : ur Er = 
— 6, | Ir u -ja | 0 1 a a2 |ay2-i -(e?y2-) Y3 -(\ >) 


I) Diese 6 Punkte sind die in A, $ 2 unter (28) mit bez. &y7, &ygs E53, E54, &us, Eur 
bezeichneten Punkte. 

2) Den vier ersten Werthen des Parameters entsprechen die Punkte des einen, den 
vier anderen die Punkte des zweiten Tetraeders, in welche das Hexaeder zerlegt 
werden kann, 

3) Vgl. A, $ 11 unter (46). 
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Parameter- | Coordinaten der Kubooktaeder-Punkte 


werthe für | der Geraden %: | der Geraden %y; der Geraden dh»; 
& Punkte (0 — | d Punkte 9 — 0 | Punkte =) 
a era ef |N U L-/2 0 
J | 
B 1 | = Te DE 1/o_,; Oi > 
4 de 5 v3 -W2--(eV2)-(ay/2-9) —1 1 i/2 
A a ; (ayar)-ary/2H) VE Var a a | 
) a 
1.2 ee EL. . = —e u. 
—— nlerz=—Z —] a/ 2-7 a?/ 2 v3 (2) 0 2 1-1 
H) | J ; | 
I 2 TC, I = an a z a AI /Zz 
cotg 8 u D cotgz 0 cotg . v3 —(aeV 2) (e2V 2) Ay 2)| IHy2 1 1y21 | (107) 
-eotg” 1a -eotgs -icotg —(@2]/ 2H)-(/2#) Y3 ayaH |—1 14/2 1 1-i/2 
tes m tg” i t&5 a2 /2-i | 23 | 3 -(e\/ 2-1) 1/21 -(1H/2)-1 
18% 1 -tg7 -itg5 | v3 a| 23H ar 2Hi \ 32H 1-(1-1/2 1-(1+4//2) 
öcotg T 17% cotg” -cotg a? 23H —| /3 e| 2+i V 2H 1 1—i| 2 -(14)/2) 1 
—i cotg = 1 i-icotg” cotg —(| /2-i) —(a/ 2-1) —/3 0 (2 |-(1-/2) 1114i/2 
ig 1 ie ti Van ayaHi -/3 -(eyaHylı 1/2 1-y2 -1 
8 8 8 
i tE 5 Li -itgs t87 (0/2) -V3 (29-2) ıHy2 —1 1 1-i/2 


8 3. 
Zusammenstellung der Coordinatenwerthe für die bisher 
erhaltenen Geraden, Punkte und Ebenen. 

Mit Rücksicht auf die nachher folgenden Anwendungen sind in den 
Zusammenstellungen (11) und (12) die analytischen Ausdrücke für die bis- 
her betrachteten Geraden, Punkte und Ebenen angegeben. 

Die Tabelle (11) enthält die Klein’schen »,-Coordinaten für je eine 
der Geraden &, u, du, k, d nebst der Gesammtzahl derselben, welche durch 
Permutation dieser Werthe und Hinzufügung der Vorzeichen-Combinationen 
hervorgehen. 


1) Vgl. A, $ 11 unter (51). 


v 
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nm 


Gerade x;-Coordinaten | Gesammtzahl Reell | Imaginär 

Ir: ET Dee 

@odere 150000 |,..,2!—= 30 II. 8 12... dd) 
| . | 

IR | 1 2000 | u 22 — 160 | 160 (118) 

“ de 133 7; I \ (11) 
ve Re! Eu f 

d, y211000| ze | 72 168 (11y) 

k il a al aan 32 288 110 

ana en u 
1 ; 0 I S! 37360 2 288 11 
( 1 1 ıı 0) | 3 a ar ar aı Da — 3 72 ee ( €) 


In den Tabellen (12) sind die tetraedrischen Coordinaten der Punkte 
(Ebenen) e oder e, (e oder &), & (%), ds (&), 9 — fi! (19 — y®), 1) — 
5,® (40 = 9,9), Hd — 1) ((9) — u), sowie auch der Punkte (Ebenen) 
£ «) und d (6) nebst der Gesammtzahl der durch Permutation der Coordinaten- 


werthe und Hinzufügung der Vorzeichencombinationen hervorgehenden auf- 


geführt. Die Coordinaten der reellen Punkte (Ebenen) sind mit Rücksicht 


auf spätere Anwendungen mit einem solchen Factor multiplieirt, dass ihre 


Quadratsumme — 1 wird. 


60 Punkte e— 0 (Ebenen &e — g9) (24 reell, 36 imaginär). !) | 


Punkt-(Ebenen-)Coordinaten Gesammtzahl Reell |Imaginär 
= ZROB Fer 7 i 
1000 21 4 
3! | 
ep Sach. #8 
223 4! | 
\ | 
a en 0) Ba 2ı 12 
v2 v2 | 2! 2! 
; | E24! 
3°3 21 — 
1 4! 
1,21 9%. 2% PRSTEPT 23 — 


1) Vgl. A, $ 2. Formeln (2«) und (2). 


(12«) 


—— m 
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640 Punkte 1, —5®) (Ebenen x, — (® (sämmtlich imaginär).') | 


Punkt-(Ebenen-)Coordinaten | Gesammtzahl | Reell |Imaginär 
9 N re En ee 
Ay.aı 3, ° 23 —_ 32 

A 1 | 
En | —.4! 22 — 32 
3 | 
a Ben | | 
ar n 21 ze 128) 
ÜBEL eK 02 4! 22 | 96 | 
PER 4! | 
1 1 ji Je 91 2 — | 96 
RE: ler | | ? 
1 1 9a 3& Or —) | 98 
| | 
1: ja ja 222 u 192 ) 


1440 Punkte d, — i(@) (Ebenen d, — ı(®) (144 reell, 1296 imaginär).2) | 


Punkt-(Ebenen-)Coordinaten | Gesammtzahl Reell | Imaginär 
1 1 on 4 DUERSZEEIEE 
0) —— = = : 22 >— 
v2 2 25, 2! | > 
I Voreysı 4! | 
ee Ve as BB E06 en 
aan alla 21/2, 72,2 2! 
= | ' 
0 «ya 1 1 7 22 — 48 
NE a nf 4! 
1 1 1my2 1-iy2| 1 — 96 
07 va 1 i 4! 22 — 96 | (127) 
Aue Et 
1 3 iWV2+1) zv 2+1) 4! 23 — 192 
EEE fa 
1 5 iy2-1) jly2-1) 4123 — 192 
| A 
1 1 7 7 =, 23 — 96 
1 i ver Züya 4! 93 i 192 
1 0 y2Hl iy2+Hl)) 4! 23 ee: 192 
1 5 Val jyay) Am ne 


1) Vgl. A, $ 11. I. Formeln (46). 2) Vgl. A, $ 11. II. Formeln (51e) — (510). 


22 
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240 Punkte 50 — f() (Ebenen (9 — g®)) (sämmtlich imaginär). 
0 0 0 9 0) 


Punkt-(Ebenen-)Coordinaten Gesammtzahl Reell  Imaginär 
a 2! | - 24 
4! 
10,265 207 0 T — 2 | (120) 
R | 
1 1 JE,  JCa PYET 23 — 48 
3 4! s 
1 1 Je Ja 1 91 23 — 48 | 
: ß 1 l 
1 2 3@ j2 3° 4! 23 | = 96 ] 
360 Punkte i() — (2) (Ebenen ı) — g(®) (72 reell, 288 imaginän). | 
Punkt-(Ebenen-)Coordinaten | Gesammtzahl Reell Imaginär 
ESTER Bi g 
VVSZISWEBR ZI a io en 24 = 
Dr WEHR 2! 
Vva-ı Vvaı We Wa | 4 5 | 4 a 
3 PETE 
En 4! 
a) 70 0 nn — 24 
Ä (128) 


4! 
0 nee ae 24 


en 
SS. 
oO 


4 
— : 4! 
1 1 «(y2+1) 2(V 241) a: 93 = 48 
= — 4! Z 
1 1 0/2-1) üy2-1) „23 — 48 


| 

| 

1 i j 2 19 = 48 
J 

Ä 


1 n y2+l zu 2+1) 
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1920 Punkte a) — 1) (Ebenen (@ — ı®) (sämmtlich imaginär). 
Punkt-(Ebenen-)Coordinaten Gesammtzahl Reell Imaginär 
v3 VY2Hti ay2ri ary2+i') 4! 93 = u 19 
| | 
v3 Y2+ ia) 2+i) i(e2y2H) 4! 23 — 192 
v3 iy2+) ay2+i i(a2/ 24) 4! 23 — 192 
Be ie a | | | 
V3 iy2H) Üley2H) ary 2+i 4! 23 —. ıı 02 
| 
| “ 
1 6, e en) 4! 23 a ee a 
2 r 2 | 
1 2 | | 
1 [A = JE | 4! 23 — | 192 
J | | 
E Val je iyarYe, 41 23 a 
1 Val 3a jV2Hl)a 41 23 = 192 | 
le ah IE 
1 iWV2+Hl) je ; varle 4! 23 — 192 | 
| 
1 iy2Hl) Ja Zv+D 4! 23 = 192 


480 Punkte f (Ebenen x) (sämmtlich imaginär). ?) 


Punkt-(Ebenen-)Coordinaten | Gesammtzahl Reell |Imaginär 
er u u Be 
i Ti a AT gs > 32 | 
3! | 
4! 
ea 2 = 32 | 
4! 
OA HLE ER An! a an 32 | 
(127 
On 4! 2° se 9 | N 
| AU 
OA ee a = 48 | 
Auen: 
0: ei ee | — 48 | 
AN 3. | 
DE ati (a 2 | - 96 | 
2! | 
Se 25 | ) 


e en 


1) Diese Coordinatenwerthe können durch Multiplication mit demselben Faetor noch 
auf verschiedene, für gewisse Anwendungen geeignete Formen gebracht werden; z. B. die- 


jenigen der ersten Gruppe /3 2 a/2-+H «a!/2-+i auf die Formen 
V2-i 3 -tay2-) ay2-i 
oder ay2-i ayaHk -i Y3-y2 
oder ay/2-i —ay2H) Y3+yY2 © usw. 
2) Vgl. A, $ 9 unter (34«) und (34). 
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960 Punkte d (Ebenen d) (96 reell, 864 imaginär). !) 


Punkt-(Ebenen-)Coordinaten | Gesammtzahl Reell |Imaginär 
Ber 9 4! = | 
DE zZ | 22 oe 

vs v3 Va | 3! | 
Bar 1 1 4! 
2/3 — a N - 23 32 = 
2 ay3 2y3 2y3 | 3! 
3 1 4! | 
0 V. u 22 48 er 
30 Zion 2! | 
AS, | 
0 i 1 i ee = 48 
! 
0 ei! 1 = 22 = 48 
2; | (129) 
0 1 2 | 4! 22 zu 
| 4! 
1 1 i 3 7 23 I 96 
| 
4! | 
1 1 142 1-3] a 2° _ 36 | 
4, 
2 2 l+: 1-ı 91 23 — 36 | 
4! R 
1 Bea — 36 
4! 
1 meer 19 — 23 Nas 36 | 
| en | | 
1 Te 2 4! 23 = | IM | 
S4. 


Ferner in Betracht kommende Verbindungsgerade (Schnittlinien), 
Schnittpunkte und Verbindungsebenen. 

Von Verbindungsgeraden (Sehnittlinien) der unter (12) aufgeführten 

Punkte (Ebenen) sind für die folgenden Untersuchungen zu berücksichtigen: 

1) 450 Gerade A, welche je zwei der 240 Punkte 59 — (vgl. 

(126)) verbinden (Schnittlinien je zweier Ebenen (OB g® sind) und daher 

auch durch e® — 49 bezeichnet werden sollen. Die x;-Coordinaten der- 
selben sind durch Ve N a oe ee (dla) 


. . 6! a 
bestimmt, sodass die Gesammtzahl ar . 23 — 480 beträgt. 


!) Vgl. A, $ 10 unter (38) und (42«) und (42). 
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Unter diesen 480 Graden e® — 19 sind 48 reelle mit den Coordinaten 
aa Oenounde error. 2. (Een) 
welche je zwei conjugirt imaginäre Punkte H9 in der Fläche FW ver- 
binden (Sehnittlinien je zweier conjugirt imaginären Berührungsebenen 
(= 9% der Fläche FÜ) sind); die übrigen 452 Geraden h sind imaginär 
der zweiten Art. Durch jeden Punkt I gehen (in jeder Ebene 
(O=g% liegen) 4 Gerade h (ausserdem 4 Gerade 7, und eine Gerade e); 
jede Gerade A schneidet die übrigen 6 Fundamentalflächen in je einem 
Punktpaare, welches den erzeugenden Geraden d, dieser Fläche angehört. 
Ferner schneidet jede Gerade 7 noch 12 Gerade % in je einem Punkte, 


welcher zugleich einer Geraden d angehört (solcher Punkte (h, h, d) (resp. 


Ebenen [A, h, d] giebt es 8.360 — 12. z — 2880) und endlich ausserdem noch 


24 Gerade % in je einem Punkte (h, %) (bestimmt mit 24 Geraden A je eine 
Ebene [A, 7)). 

Die Geraden h werden im Folgenden als Erzeugende (Hexaeder- 
gerade) der 90 Flächen F®) (vgl. $ 7 unter 3) und als Oktaedergerade der 
Flächen F® und F® (vgl. $ 7 unter 6) und 7) auftreten. 

la) Die Verbindungslinie je zweier der 360 Punkte 0 (verg]. 
(126)) (z. B. zweier conjugirt imaginären, der Fläche F') angehörigen Punkte 
19) ist je eine der 240 Geraden d, (vgl. $ 2 unter 2) und 64), welehe noch 
weitere 4 Punkte nn enthält und einer der 10 Fundamentalflächen 


angehört. Die Geraden d, können hiernach auch durch ec) — a9 bezeichnet 
werden. 


2) 960 Gerade I, welche je zwei der 1920 Punkte Oi (vel. 
(129) verbinden (Schnittlinien je zweier Ebenen GO sind) und daher 


auch durch #9 — d®) bezeichnet werden sollen. Die x,-Coordinaten der- 
selben sind durch 


OS VE =1V 2. 1,2 172° 0 ee a 9) 
bestimmt, sodass die Gesammtzahl a . 24 — 960 beträgt. 
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Von diesen 960 Geraden »®—d® sind 96 reell mit den Coordinaten: 


V3 +#iV2+y3 +iy20 +iya und Ya +i/V3+ Ya +iV3+Y2 0,.... (13P) 


sie sind Verbindungslinien je zweier conjugirt imaginären Punkte y ()_ 1% 


(Schnittlinien je zweier conjugirt imaginären Berührungsebenen (0,9) 
der Fläche ro); die übrigen 864 Geraden 7 sind imaginär der zweiten 
Art. Durch jeden Punkt 5% —.W geht (in jeder Ebene Wr liegt) je 
eine Gerade 7 (ausserdem eine Gerade %, und eine Gerade do). Jede Gerade 


! schneidet ausserdem noch 6 Gerade d,, ferner 6 andere Gerade I in je 


einem Punkte, welcher zugleich einer Geraden d angehört: solcher Punkte 


(1, I, d) resp. Ebenen [Z, I, dj giebt es 8.360=6. 3 — 2880, und endlich 


2 


ausserdem noch 24 Gerade ! in je einem Punkte (, ) (bestimmt mit 24 
Geraden 7 je eine Ebene [Z, 7). 
| Die Geraden 1 treten (vgl. $ 7 unter 9, 6), 7)) als Erzeugende der 
Flächen F®, FO, F auf. 
3) 450 Gerade r, welche je 6 der 1440 Punkte », (vgl. (12y)) ver- 
binden (Schnittlinien von je 6 Ebenen d, sind) und deren «,-Coordinaten durch 


A en a ea ern) 
} . . 
(Gesammtzahl n— 935—480) bestimmt sind. 


Die 480 Geraden r sind sämmtlich imaginär, und zwar giebt es 288 
der ersten Art (mit je einem reellen Punkte d,) und 192 der zweiten Art. 


> 


Jede Gerade r berührt 6 Fundamentaltlächen F“) in je einem Punkte d,, 
dureh deren jeden 2 Gerade d,, 1 Gerade d und 2 Gerade r hindurchgehen, 
und schneidet die übrigen 4 Fundamentalflächen in 2.43 Punkten, 
durch deren jeden drei Gerade t (vgl. unter 7) (139) dieses $) hindurehgehen. 

Ferner schneidet jede Gerade r noch 12 andere Gerade r in je einem 
Punkte, welcher zugleich einer Geraden d angehört: solcher Punkte (r, r, d) 


(resp. Ebenen [r, r, d]) giebt es 8.360 = 12. = — 2880. 


Die Geraden r treten als Erzeugende (Kubooktaedergerade) der 60 
Flächen F® (vgl. $ 7 unter 3), der 120 Flächen F®) (8 7, 5)) und der 480 
Flächen F ($ 7, 7)) auf. 
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4) 3840 Gerade p und zwar 

1920 Gerade p' = | &e | — | #06 | 

und 1920 nn: 1,0 | el; 
so dass durch jeden Punkt £, (in jeder Ebene x,) 3 Gerade p‘ und 3 Gerade 
p“ als Tangenten an eine Fundamentalfläche F @) durch jeden Punkt e 32 
Gerade p‘ gehen (in jeder Ebene e 32 Gerade p“ liegen) und durch jeden 
Punkt d 2 Grade p“ hindurchgehen (in jeder Ebene d 2 Gerade p‘ liegen). 
Die z,-Coordinaten sind durch 


Dee a Ei ee en (180) 
aa ri... 30) 
bestimmt, woraus sich die Gesammtzahl - . 5 . 6! 25 — 3840 ergiebt. 


Von den Geraden p‘ sind 24.32 —= 768 imaginär der ersten und 
36.32 —= 1152 imaginär der zweiten Art, von den Geraden p“ sind 2.96 = 192 
imaginär der ersten und 2.864 — 1728 imaginär der zweiten Art. 


Die weiteren Schnittpunkte einer Geraden p‘ mit den 9 übrigen Fun- 
damentalflächen, mit anderen Geraden p, sowie die Schnittpunkte einer 
Geraden p“ mit je 3 Geraden e, 9 Graden d und 15 Geraden k kommen 
für die folgenden Untersuchungen nicht in Betracht. 


5) 720 Gerade gq, welche je einen Punkt e einer Geraden e mit 
je einem von vier Punkten i9 — f(® der eonjugirten Geraden e verbinden 
(Sehnittlinien je einer Ebene &e und einer Ebene a6) —g® sind). Die x,-Coor- 


dinaten sind durch Da REN (130) 


J 
! 2 . c . *_ 0 
(Gesammtzahl : ur 720) bestimmt. Es giebt 432 imaginäre Gerade q 


erster Art und zwar 144, welche je einen imaginären Punkt e und einen 
reellen Punkt i@), 288, welche je einen reellen Punkt e und einen imagi- 
nären Punkt i(% verbinden, und 288 imaginäre Gerade zweiter Art, welche 
Verbindungslinien (bez. Schnittlinien) je eines imaginären Punktes e (einer 
imaginären Ebene &) und eines imaginären Punktes i( (einer imaginären 
Ebene ı‘9) sind. 

Jede Gerade q berührt zwei der sechs Fundamentalflächen FO in 


dem diesen gemeinsamen Punkte e, während sie die vier übrigen in diesem 
4* 
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Punkte e und dem ihr angehörigen Punkte i — f® schneidet. Durch jeden 
Punkt e gehen 12, durch jeden Punkt i9 —f® 2 Gerade g; ferner schneidet 
jede Gerade q sich noch achtmal mit je einer Geraden q in einem Punkte, 


durch welchen auch eine Gerade d hindurchgeht (solcher Punkte (4, 4. d) 


- E 720 . 
bez. Ebenen [g, q, d] giebt es 8.360 =8.- — 2880), und ebenso schneidet 


jede Gerade q sich noch 16mal mit je 2 Geraden q in einem Punkte, durch 


welchen auch eine Gerade % hindurchgeht (solcher Punkte (g, q, q, I) bez. 
720 


Ebenen [g, g, q, k] giebt es 12.320 — 16. 7 — 3840. 

Die durch Verbindung eines Punktes e einer Geraden e mit den 8 
übrigen Punkten i() — f'® der eonjugirten Geraden bestimmten Geraden q,, 
deren x,-Coordinaten sich aus 


00 15 en a ce > 


(Gesammtzahl 1440) ergeben, bieten ähnliche Lagenbeziehungen dar; doch 
kommen diese Geraden q° für die folgenden Untersuchungen nicht in 
Betracht. 


5a) Auch die Verbindungslinien je eines Punktes e mit je einem 


Punkte iO —d,, deren x,-Coordinaten sich aus 


Re TE ale. See (lei) 


(Gesammtzahl 2880) ergeben, und welche in den Punkten d, die Funda- 
mentalflächen F“) berühren, werden bei den nachfolgenden Untersuchungen 


nicht auftreten. 


6) 480 Gerade s, welche je 6 Punkte f verbinden (Sehnittlinien 
von je 6 Ebenen x sind), sodass dureh jeden Punkt f 6 Gerade s hindurch- 
gehen (in jeder Ebene x 6 Gerade s liegen). Die x,-Coordinaten dieser 
Geraden s, welche durchweg imaginäre Gerade zweiter Art sind, werden 
durch DDR NA Ense lan) 


5! . . .. ” 
(Gesammtzahl EL — 480) bestimmt. Die Geraden s gehören zu je 2.4 als 


Erzeugende den in $ 7 4) zu betrachtenden 180 Flächen F® und zu je 4 


D 


als Erzeugende des einen Systems den 120 Flächen F® (87 5)) an. 
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7) 960 Gerade £, welche je 4 Punkte f, verbinden und in denselben 
vier Fundamentalflächen F') berühren (die Schnittlinien von je 4 Berührungs- 
ebenen x, sind), sodass durch jeden Punkt f, sechs Gerade ? hindurchgehen 
(in jeder Ebene f, sechs Gerade ? liegen). Die #,-Coordinaten dieser Geraden 
t sind durch 

al 2 ER phone Wr Er er 17)) 
6! 
2! 2! 2! 
der ersten, 576 imaginär der zweiten Art. 


(Gesammtzahl - ‘ 25 — 960) bestimmt; 384 Gerade ? sind imaginär 


Jede Gerade ? schneidet 6 Gerade d; durch jeden dieser Schnitt- 
punkte gehen noch eine Gerade t und 2 Gerade % (vgl. unter 1) dieses $) 
hindurch. Ferner schneidet jede Gerade t 12 Gerade r (vgl. unter 3)), wäh- 
rend jede Gerade r von 8 Geraden ? geschnitten wird; von diesen 


8.480 — 12. E 0 _ 3840 Schnittpunkten (£#, £, r) (und analog Ebenen 


[f, 4, #, r]) gehören je 384 einer Fundamentalfläche F“) an. Die Geraden t 
treten als Erzeugende (Hexaedergerade) der 60 Flächen F ($ 7 39) und 
der 960 Flächen F® (8 7 9) auf. 

Endlieh schneiden je 2 Gerade t eine Gerade %, sodass auf jeder 


Geraden % sechs, auf jeder Geraden ? vier dieser Schnittpunkte auftreten. 


Da je zwei dieser 6.320 —4. _ — 1920 Schnittpunkte (t, {, %), welche durch 


p (analog der 1920 Ebenen [t, 4,4], welehe durch x) bezeichnet werden 
sollen, als Eckpunkte (Seitenflächen) von Haupttetraedern bei bestimmten, 
später zu betrachtenden sechszähligen Correlationen sich darbieten, so sollen 
deren Coordinaten in nachstehender Tabelle (13) aufgeführt werden, in 
welcher zur Abkürzung, wie früher (vgl. (87) in $ 2) 


T 


£ Eu 
12 a’—1875 u... (89) 


Pe RA 1 0.88 il 
4 2 C08 „een, a—2sinn —tg5n; G2= eotg 


gesetzt ist. 
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Gesammtzahl Reell |Imaginär 


a 2 u 
v2 6 v6 v6 
u & 2a 
2 2/3 2/3 2/3 
[6) [41 C A 
2 2/3 2/3 2/3 
0 4 [#2) 1 
v6 % v3 
0 € (9) i/2 
0 & 1Cy v2 
0 .c 6} v2 
I ER i 
1 v3 G? i i 
1 302 ı i 
v2 v2 C+ic, C—iC, 
2 2 39H ia 
1 1 ala+HiV/2) a(c-i\/2) | 
il ec (+:\/2) a(3-iV2) 
1 1 iala+V2) icala-wy2) 
1 1 iolc+i/2) ic,(o-i/ 2) 
Va ia ara lv 
1 i alc+tiy2) ic, (cı-2\/ 2) | 
1 i ol& +//2) ic, (,—i\/2) | 


3! 
4! 
3! 
4! 
3! 


4! 


4! 
4! 


4! 
4! 
2! 


23 


23 


32 


32 


32 


96 


en 


1920 Punkte p (Ebenen x) (192 reell, 1728 imaginär) 


mm [0 LLLÜUÜÜUDUÜÜII mm 


mm am 


(131) 
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8) Die Gruppiruug der Schnittpunkte auf den (der Ebenen durch 
die) im vorigen bestimmten Geraden, sowie weitere Verbindungslinien und 
Schnittpunkte (Verbindungsebenen) werden sich bei den folgenden Be- 
trachtungen (s. $ 5) darbieten. Hier soll nur noch die Gruppirung der 
auf den Geraden % und d auftretenden Schnittpunkte (und analog der hin- 
durchgehenden Ebenen) bestimmt werden, da sich zumal für die Geraden d 
auch die im folgenden bei den fünfzähligen Collineationen und Correlationen 
als Kanten, Eekpunkte und Seitenflächen der Haupttetraeder zu berück- 
sichtigenden Geraden, Punkte und Ebenen in einfacher Weise ergeben. 

Wenn man die Gesammtheit der reellen und imaginären Punkte der 
Geraden % und d in bekannter Weise als Punkte der Einheitskugel darstellt, 
so lassen sich die auftretenden Punktgruppen, welche sich analytisch bei 
passender Wahl der Grundpunkte durch bestimmte Werthe des Parameters 
ergeben, geometrisch als Eckpunkte von regulären oder halbregulären Poly- 
edern in einfacher und anschaulicher Weise «deuten. 

8a) Wählt man für die Geraden %, für welche sich die Punkte 
nach der Periode 3 gruppiren, die beiden Punkte £,‘, &“ (vgl. 12) als 
Grundpunkte, so stellen die beiden gleich Null gesetzten binären Formen: 

ee ee. 1 20 20..rlexr‘ 
und ee Un ee. (132) 
einerseits die drei Punkte d und die drei Punkte e, andererseits die 6 einer 
solehen Geraden angehörigen Punkte p (vgl. (13%) unter 7) dieses $) und 
die gleich Null gesetzte binäre Form: 


rn 5 — (13-5: cotg? 13) (aa tg? 5) — 0 red) 


die 6 dieser Geraden angehörigen Punkte £ (vgl. (12n)) dar. 
Die folgende Zusammenstellung (13v) enthält für die Gerade % mit 


den &,-Öoordinaten: 1; 1-5 1-i, den »,, Coordinaten: 111; 0 00 die 
tetraedrischen Coordinaten der angegebenen Punktgruppen neben den zu- 
gehörigen Werthen des Parameters n. 

>2 


1) Die Hesse’sche Determinante jeder der beiden binären Formen ist (&, 5,)*, sodass die 
Gleichung (C, &,)? = 0 die vierfach zählenden beiden Grundpunkte darstellt. Jede der beiden 
binären Formen ist die Jacobi’sche Determinante der anderen und der Hesse’schen. Vgl. 
Hess: Kugeltheilung S. 385. 
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Parameter- | 
werthe für Punkteoordinaten. = Punkteoordinaten. = Punkteoordinaten. 
S1 2 Ca 
2 a at a | | | 
a 1 | | | 
| | 
a 1 ee 212 Mine Zee. Sn ER ERT 
a ap N VER | 
02 v3 zu Re. ul ae @ DE U Eee a Tee 
2 2y3 2/3 243 EEE VEIENEENN 
22. |. = _ N 0 | .\ BT N RABEN) a2 12... —(1+20) 1.11 
| 2 2/3 aya 2y3 | 2 2/3 2/3 2Y3 | 
lern I EIER Ze 0 een) 2 | 0 wen rer ee a BE 
| EV 
| RL I ea N I Re ET 
ar ae 2 2/3 2/3 2/3 | | 
Ba A IL TE el na a a ee 
Eee 2 2/3 ay3 2/3 
| | | 1 


Bei der Darstellung auf der Einheitskugel bilden die 3 Punkte d 
und die 3 Punkte e auf dem Aequator der beiden Grundpunkte (im 
Beispiel auf dem Hauptkreise der reellen Zahlen) die 6 Eckpunkte eines 
regulären Sechsecks, mit den Grundpunkten zusammen die Eckpunkte einer 
regulären sechsseitigen Doppelpyramide; die 6 Punkte p bilden die Eek- 
punkte eines zweiten regulären Sechsecks (bezw. diejenigen einer regulären 
sechsseitigen Doppelpyramide), welches aus dem ersteren durch eine Drehung 


IT . . . Er . . . 
von , um die Axe resultirt. Die 6 Punkte f liegen zu je dreien auf einem 


kleinen Kugelkreis und dessen Gegenkreis, deren Mittelpunkte die Grund- 


punkte sind, deren sphärischer Radius H beträgt und deren Peripherie durch 
die 3 Punkte in 3 gleiche Theile getheilt wird. Diese 6 Punkte bilden die 
Eekpunkte eines s. g. kronrandigen (2+6)-flächigen 2.3-Ecks. Die 12 einer 
Geraden % angehörigen Punkte (9, q, 4, %) (vgl. unter 5) dieses $) gruppiren 


sich zu je sechs auf einem kleinen Kugelkreis und dessen Gegenkreis, deren 


£ - E 1 1 al : 
sphärischer Radius sich aus 1859 — tezn tg (= 3") bestimmt u. s. f. 
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Würde man dagegen einen der 3 Punkte e und den durch den ent- 
gegengesetzten Werth des eben benutzten Parameters bestimmten Punkt d 
einer Geraden % als Grundpunkte gewählt haben, so würden die beiden 
anderen Punkte e und 2 Punkte f mit diesen beiden Punkten e und d den 
Eckpunkten eines regulären Oktaeders und vier Punkte (q, q, q, 4) vier auf 
einem Hauptkreise liegenden Punkten des zugehörigen Kubooktaeders ent- 
sprechen u. s. w. 

Sb) Wenn man für die Geraden d die beiden einer solchen Geraden 
angehörigen Punkte e als Grundpunkte wählt, so stellt die Gleichung 

Ga VE. ee (1ER) 
die 4 Punkte d, derselben dar, welche mit den beiden Punkten e die Eek- 
punkte eines regulären Oktaeders auf der Einheitskugel bilden. Die zu- 
gehörigen Hexaeder- und Kubooktaeder-Punkte sind durch die Wurzeln der 


resp. Gleichungen H—=0 und J—0 (vgl. (8) und (9) in $ 2) bestimmt; ins- 
besondere entsprechen den 4 Wurzeln der Gleichung 
EEE EEE 0 asked or 

die 4 Punkte f der Geraden d. Wenn man andererseits zu der durch diese 
4 Punkte f und die beiden Punkte e bestimmten Oktaederform die zuge- 
hörigen Gleichungen H=0 und J=0 bildet, so sind nun die 3 Hexaeder- 
punkte die unter 7) betrachteten Punkte (A, h, t, t, d), vier der Kubooktaeder- 
punkte die Punkte d,, die 8 übrigen die unter 3) betrachteten Punkte (r, r, d). 


Die beiden Gleichungen 


1 
EU nn le ee) 


Un; 


Und ee ee een co, (1801) 


stellen die 8 Punkte d dar, welche zu je vier, den Eekpunkten eines 
Quadrates entsprechend auf einem kleinen Kugelkreis und dessen Gegenkreis 


liegen, deren sphärischer Radius #=— 27 (eo: 27 = — ist; die Gleichungen 
el 
ee a. 2.0 (dm) 
EAN EEE, (1x) 


stellen die 8 Punkte (q, q, d) (vgl. unter 5)) dar, welche die Halbirungspunkte 
der Quadranten auf diesen beiden Kugelkreisen sind; die 8 Punkte (1, 1, @) 
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(vgl. unter 2) liegen ebenfalls als Eckpunkte zweier Quadrate auf einem 


. . Fe . (4 N. 
Kugelkreis und dessen Gegenkreis, deren sphärischer Radius 11 ist u.s.f. 


Die beiden Gleichungen endlich: 


Gt + eotg ip. = re es (11/0) 
uUnde&& Eis Ion —A0h ge N ae er: (130°) 
5-1 
wo 9-2 int, 299-2 EEE) 


ist, stellen 8 zu je vier als Eckpunkte eines Quadrates auf einem kleinen 
Kugelkreise und dessen Gegenkreise vom sphärischen Radius 29 liegende 
Punkte t dar, deren Gesammtzahl 8.360 — 2880 beträgt und deren Lage für 
die folgenden Untersuchungen von Wichtigkeit ist. 

Diese 2880 Punkte t liegen nämlich zu je 30 auf einer Geraden m, 
deren Klein’sche Coordinaten sich aus 


3/51 1 DE u ee ae) 


; BI: rn 
bestimmen, deren Gesammtzahl „,2°— 192 beträgt und von denen sich je 


zwei mit einer Geraden d in einem Punkte t schneiden. Dieselben sind 
durchweg imaginär der 2ten Art. Werden die 30 einer solchen Geraden m 
angehörigen Punkte t als Punkte der Einheitskugel dargestellt, so erweisen 
sich dieselben als den Eekpunkten eines gleicheckigen (12+20)-fächigen 
30-Ecks entsprechend. Die 12 Ikosaederpunkte m dieses sphärischen Netzes 
entsprechen der gleich Null gesetzten Grundform f; = 0, die 20 Pentagondo- 
dekaederpunkte ın der gleich Null gesetzten Hesse’schen Determinante 
H,=0, während die gleich Null gesetzte Jacobi’sche Determinante 
J,;,—= 0 die 30 Punkte t bestimmt.') 

Es giebt 12.192 — 2304 Ikosaederpunkte m, welche als Eckpunkte 
von Haupttetraedern bei den fünfzähligen Collineationen und Correlationen 
auftreten; durch jeden Punkt nm gehen ausserdem noch zwei Gerade n, 
welche je zwei solcher Punkte verbinden und deren Klein’sche Coordinaten 
sich aus: 
ri Ani G6mi Bmi 
N a 2 Keen 


!) Vgl. Hess: Kugeltheilung $ 85. 


- 
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1 e s 5 c 5 
(Gesammtzahl 5.6121 = 2304) bestimmen. Dieselben bilden die beiden 


anderen Kantenpaare der Haupttetraeder und sind ebenfalls sämmtlich 
imaginär der 2ten Art. 

Die 20.192 = 3840 Pentagondodekaederpunkte n sind zugleich Schnitt- 
punkte einer Geraden m mit einer Geraden %,, und zwar schneidet jede der 
192 Geraden m 20 Gerade %,, und jede Gerade %, wird von 24 Geraden m 
geschnitten, sodass die 3840 Pentagondodekaederpunkte ı zu je 384 einer 
der 10 Fundamentalflächen F angehören. 

Der analytische Nachweis für die soeben erörterten Lagenbeziehungen 
lässt sich analog, wie oben erbringen, wenn auch die Rechnungen etwas 
complieirter ausfallen. Beispiele für die Coordinaten der Ikosaederpunkte 
m werden sich bei Untersuchung der Collineationen und Correlationen er- 
geben. Die Uebertragung der Lagenbeziehungen für Punkte in solche für 
Ebenen bietet ebenfalls keine Schwierigkeit. 

Auf die zahlreichen Configurationen, welche durch die in diesem $ 
betrachteten Gruppen von Geraden, Schnittpunkten und Verbindungsebenen 
bestimmt sind, soll hier nicht näher eingegangen werden. 


S 5. 
Lineare Complexe, Flächen zweiten Grades und Complexe zweiten 
Grades, welche bei den Transforımationen auftreten. 


Ausser den 6 Fundamentaleomplexen und denjenigen speciellen line- 
aren Complexen (Strahlengebüschen nach Sturm), deren Axe je eine der 
im vorigen Paragraphen betrachteten Geraden darstellt, ist zunächst noch 
eine Reihe von allgemeinen linearen Complexen (Strahlengewinden) für 
die folgenden Untersuchungen von Wichtigkeit. Diese Gewinde gehören 
einmal zu bestimmten Nulleorrelationen; sodann bleiben dieselben und ge- 
wisse durch sie bestimmte Strahlennetze, Gebüsche bei den Transformationen 
fest, endlich erzeugen dieselben mehrere Gruppen von Flächen zweiten 
Grades, welche entweder als Kernflächen von bestimmten Polarcorrelationen 
oder als festbleibende, bez. in sich transformirte Flächen von Flächen- 
büscheln oder von Flächennetzen bei den Collineationen und Correlationen 
in Betracht kommen. Ebenso bietet sich auch eine Reihe von Complexen 


5* 
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zweiten Grades, nämlich einmal von tetraedralen (Reye’schen) Complexen, 
welche bei den Collineationen festbleiben und ferner von anderen solchen 
Complexen zweiten Grades, deren Singularitätenfläche zwei Flächen zweiten 
Grades oder eine doppelt zählende Fläche zweiten Grades ist, bei den 
Correlationen dar. 

Es sollen im Folgenden die hauptsächlichsten derartigen Complexe 
ersten und zweiten Grades und die Hauptgruppen der Flächen zweiten 
Grades aufgestellt und einige ihrer wichtigsten Eigenschaften angegeben 
werden. Die analytische Darstellung gestaltet sich auch hier meistens am 
einfachsten bei Anwendung der Klein’schen Liniencoordinaten. 


S 6. 
A) Lineare Complexe. 

Die Gleichungen der hier in Betracht kommenden linearen Complexe 
ergeben sich einfach durch Addition und Subtraction der linken Theile der 
Gleichungen der 6 Fundamentaleomplexe: &,=0 W—=1,2,...6) Es ent- 
stehen so folgende Complexe: 

1) Die 6 Fundamentaleomplexe: 

Ca er Fer 0, N ee a ra 


1 


2) Die 6) . 2 — 30 Complexe: 


ERROR ee) 
3) Die (6) . 22? — 80 Complexe: 

Co, Zu Ei Eu er. ly) 
4) Die () .23 — 120 Complexe: 

[OF ee er 0 er (120) 
5) Die 6) . 22 — 96 Complexe: 

CH... .,, 3. 3, Eu, Eu, 0, 2... (14) 
6) Die (6) .2> = 32 Oomplexe: 

ee Sy Be 


In der folgenden Tabelle (15) ist übersichtlich die Anzahl der Ge- 
raden-Paare e = &, k, d, ku, du (vergl. $2 und $S 3) undhl,pngarnstumn 
(vgl. $ 4) angegeben, welche den Complexen C,, als Complexstrahlen an- 
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gehören. Der an die Zahl angehängte und eingeklammerte Index giebt an, 
wie vielen solcher Complexen eine der Geraden zugleich angehört. 


| Gm | 09 | 9 | Ca | Os | Ce 
| | | | 
e=%&| 19 | Sun] 3m | In | = | — | 
k | — | 29,| — ie) op Ih mi 
| 60 | 2 | 18 | I | 1 | 45a 
» 405 | 166 | Sao | Se | 1002 | 208) 
d, om aa 1®caı|ı 10a, [1 = | 
h 80,9) 40,5) I) | a = I! (15) 
1 80 | 6a | | 24) | El — | 
p NN (a | 
q un |, m) | em BEE T 
L er 56) — ET u) | 
a | Be | | 1 | 
— | 89 | 85 | — | — | 309 
u We ml use 6, 
2 ee ln ne) 


Jeder Fundamentaleomplex C,, liegt mit 5 andern in Involution, so- 


dass die bereits erwähnten 15 windschiefen Involutionen mit je einem 
Axenpaar e entstehen, welche ebenfalls durch je zwei in Involution lie 
sende Complexe Co, (z. B. &, + x, = 0 und &, — x, — 0) erzeugt werden. 


Ferner liegt jeder Complex Cs, noch mit 12 anderen solchen Complexen in 
12.30 
2 
Axenpaar d entstehen; dieselben werden auch durch je zwei in Involution 


Involution, sodass — 180 windschiefe Involutionen mit je einem 


liegende Complexe C(,, erzeugt, von denen jeder (z.B. ++ +2, —0) 
mit 3 anderen (Z. B. mit X +2 — 2 — 2,0, um +23 0, U +24 —0) 
in Involution liegt. Jeder Complex Ca (z.B. 1 +%+2;,—=0) liegt mit 4 


. N - - 80.4 5 
anderen (z.B. mit 2, +2, +2,—=0) so in Involution, dass — 160 wind- 
schiefe Involutionen mit je einem Axenpaar % entstehen; dieselben werden 
auch durch je zwei Complexe C«) erzeugt, von denen jeder mit 10 anderen 


in Involution liegt. 


Ausserdem wird noch durch je zwei in Involution liegende Complexe 
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Ciy...C6) eine Reihe weiterer windschiefen Involutionen erzeugt, deren 
Axen zum Theil die bereits in $2 bis $ 4 bestimmten Geraden, zum Theil 
neue, dureh “;; bezeichnete, Geraden sind. Diese Involutionen sind nebst 
den oben besprochenen in der folgenden Tabelle (16) übersichtlich zu- 


sammengestellt. 
Je zwei in Involu- Zahl d.wind-| GAR » n | Zahl und | 
tion liegende schiefen In- Klein’sche Coordinaten eines Axenpaares: | Bezeichnung 
Complexe: | volutionen der Axen: 
On = Co) ° | 120% ax)} 2 1 fi 0) 0 0 240 n dy 
/ 
Ca) » O9 - >40: +4/3 1 1 1 00 | 480 „ h 
CO „ Ca) Be =)| 240 . | u 1 1 1 ıl 0 | 480 m .8 
C „ Co) nu 2 %. z| 4/5 1 1 1 1 1 | 192 „ m 
a a 1... & 1 0 0 000 | a0) 
Sn \» ıs0..| # + een | 
6 6 ja) 240 ..|yatıya Yariy3 2 0 0 01/480 „ Uns] 
nase /sn jan am var arrow | 
5 a) 720... 1/2 1my/2 1 1 0 01140 „ Usa 
ee eye a || (16) 
Ib) 2400..| Zy2 #2 1 1 1 21.4807 „2 nl 
Ca) » On) ---| 960 ..|yary5 yarı/)5 v2 Vazyalro 1920 „ Uns 
Ca» Co -- | 480 ..| ya ya 1 1 1 1/90 „ uns 
s fa) 160... & Hi + 1 1,50). 32005, Rn 
Co) ” Cs) O . a: : 
\b) 720..| 1% 1F + 1 0 01140 „ Ws] 
Ca,» Cy.- | 2880 . |VBEn_ V3+& —. v3 v3 ° 5760 , Usa 
Ca) » Os) | 1920 ..|V3+y5 Vary5 +5 v3 3 V33840 „ ws 
0 C fa) 180-8 U + 1 1 0 0/30 „d] 
a Ina... 5 mi & +4 1 12880 „ Wal 
Ca» Op. -| 1440..| 2tay5 arıy5 2rı/5 2Hi/5 2 02880 „ Mus 
Ca » Oo ---| 1440... yary3 Yatıy3 Yarıya Yarıy3 VY2 22880 „ use 
layer ee iH 6 1#i +5 12880 „ Uss 
Co» Oo -..| 160..| = + +; 1 a ra | 


Die durch je ein Paar conjugirter Geraden %,, p,q,t,n als Axen be- 
stimmten windschiefen Involutionen werden dagegen nicht durch zwei in 
Involution liegende Complexe (1) - - - Cs) erzeugt. So gehören z. B. dem 
Complexbüschel, dessen Axen die beiden Geraden: 


€ 


a —- 2% I, 


an, es liegen aber nicht zwei derselben in Involution; solche zwei in In- 
volution liegende Complexe werden vielmehr, wenn A einen Parameter be- 
deutet, dureh die beiden Gleichungen: 
as TA —-D) 1, —=0 
A—-9)1 +tA+Ds —- 2-9), —0 


bestimmt, sodass z. B. die beiden Complexe (2 = 0) 
a -.—0 
u +3 —- 2, —0 | 


zwei in Involution liegende jenes Büschels darstellen. 


ST: 
B) Flächen zweiten Grades. 

Von den Flächen zweiten Grades, welche durch je drei (nicht einem 
Büschel angehörige) lineare Complexe C,- - - - ©, erzeugt werden, sollen 
die wichtigsten, für die Transformationen in Betracht kommenden Gruppen 
im Folgenden angegeben werden. Zu der Darstellung der Gleichungen in 
x,-Coordinaten sind immer je drei lineare Complexe, welche zu je zweien 
in Involution liegen, verwendet und zwar auf zwei Arten, so dass hieraus 
die hauptsächlichsten Gruppen der beiden Systeme von Erzeugungslinien 
mit Leichtigkeit entnommen werden können. 


1) Die 10 Fundamentalflächen FÜ) (vgl. S 1 und & 2). 
A. 
oder 2 ee Or lei) 
Erzeugende des einen Systemes: 

oo ao ee... a7) 
Erzeugende des anderen Systemes: 

Va Br Are 72%) 
wo d und e je einen Parameter bedeutet. 
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Die Oktaeder-Geraden e, beider Systeme entsprechen bez. den Werthen 
d,2e—=0, ©, +i, 

die Hexaeder-Geraden %, beider Systeme entsprechen bez. den Werthen 
be=+e, +0, 

die Kubooktaeder-Geraden d, beider Systeme entsprechen bez. den Werthen 


de= +1, +i/3, Egg 


ee 1402 
Den Werthen für d (bez. ©): +4, + „» +iV1+6%, + —, + Ur SE 
V1+82 d 1462 


entsprechen 24 zusammengehörige Gerade des einen (und bez. des anderen 
Systemes), deren Coordinaten aus (17x) oder (176) durch die mit den Vor- 
zeichencombinationen versehenen möglichen Permutationen folgen. 

Die Oktaeder-Geraden können auch als Axenpaare je zweier wind- 
a —=0| 


schiefen Involutionen: | 
Ta En 


u. s. f. (vgl. (16)), die Hexaeder-Geraden als 


u 
Axenpaare der Complexbüschel x,— x, — ‚ u.s. f. (vgl. $6 am Ende) 
2, —(0 
die Kubooktaeder-Geraden als Axenpaare je zweier windschiefen Invo- 
2% — ol 
2 — 1, — 0] 


und 


lutionen: u. 8. f. (vgl. (16) erhalten werden. 


Mit Rücksicht auf die häufig vorkommenden Anwendungen sind in der 
folgenden Tabelle (172) die Gleichungen der 10 Fundamentalflächen F® in 


x; und z,_ Coordinaten nochmals zusammengestellt.‘) (Die Gleichungen in 


® 
den Ebenencoordinaten & sind von derselben Form, wie in den Punkt- 


coordinaten z7.) 


m ++ rare erzielt, | 
F,®) .. 2 +02 +22 =0; 2? +22? +2? —=0; 12°2+ 22 — 22 — 2: —(, 
Fr VD)... +22 +22 =0; 22 + 2? + a? =0; 22? 24 22220, 
F,0) 22 +22? +20 —=0; 22? +2? +02 =0; 22? - 22 — 23? + 222 —0, 
2 .22+232+2°—=0; 2? + a2 +22 =0; 2 (2 22) —(, 


FM..22+ 22 + 22-0; 2 + a2 +20; 2 (3 2) |, 
FM... + +02 =0; 22 +22 +2 02 (1 41 2 23)— 0, 
F, DV. + +20; 2-92 taz), 
FV..22+ 22 +? =09; 2 +? + a0; 2 (1 3 +, 2)— 0, 
E08) tat e0; 22 tra 2 ya tzz)—0. 


1) Vgl. A, $5 Formel (15). 


» (17€) 
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Die Erzeugenden &, %,, dh dieser Fundamentalflächen sind in $ 2, 
die Tangenten », p‘ und p“, q und £ derselben in $ 4 unter 3), 4), 5), 7) 
betrachtet worden. 

2) 60 Flächen F®. 

Dieselben werden durch je drei zu zweien in Involution liegende 
Complexe C,,, erzeugt; solcher Flächen giebt es, da die Zahl der wind- 
schiefen Involutionen (vgl. (16):C,,, mit C,,, unter 6)) 180 beträgt, 60, von 
denen 24 reell) und 36 imaginär sind. Diese 60 Flächen F ordnen sich 
in 15 Quadrupel; je vier Flächen eines Quadrupels haben ein Polartetraeder, 
nämlich eins der 15 Fundamentaltetraeder 7, gemein; jede Fläche eines 
Quadrupels berührt die 3 anderen in 12 Punkten e. Die Gleichungen der 
4 Flächen eines Quadrupels in tetraedrischen Punkt- (oder Ebenen-) Coor- 
dinaten setzen sich linear (die auftretenden Faetoren sind entweder 4mal 
+1, oder je 2mal +1 und +:) aus den Gleichungen von vier solchen 
Fundamentalflächen zusammen, zu welchen je eins der 15 Fundamental- 
tetraeder als gemeinsames Polartetraeder gehört. 


Man erhält z. B. 


| — ap ar ap ar A re) 
oder -— +2 +2 + =0 ... 0.0.0. 0. (188) 
Bam -FOÜLFÖOLFVLFUÜ=0.. N, ey) 
Gar - + — 2 —=0. . . (180) 
loder tor + ta +; +)? =0. . . (188) 
Erzeugende des einen Systems: 1ı -1 d -6 + iVl+& Fiyl+e, . . (18) 
5 „ zweiten „ ee are are en) 


Die den Werthen d, e=0, x, +i entsprechenden Oktaeder-Ge- 
raden beider Systeme sind je 6 imaginäre Gerade d (vgl. $ 4 unter Sb)). 

Die den Werthen d, e=+«, +.a? entsprechenden Hexaeder-Ge- 
raden beider Systeme sind je 8 imaginäre Gerade t (vgl. $ 4 unter 7)). 


Die den Werthen ,e= +1, +12, +5 entsprechenden Kubo- 
V 4 


y Die Gleichungen der 24 reellen Flächen in tetraedrischen Punkt- (oder Ebenen-) 
Coordinaten habe ich Math. Ann. Bd. 28, S. 247—249 gegeben. Vgl. auch Th. Reye: Acta 
Mathem. I 8. 97—108 unter 17, wo diese 24 reellen (nieht geradlinigen) Flächen als Ord- 
nungsflächen von Polarsystemen erhalten werden. Vgl. $ 18 B.]). 

Nova Acta LXXV. Nr.1. 6 
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oktaeder-Geraden beider Systeme sind je 12 imaginäre Gerade r (vgl. 
$ 4 unter 3)). 

Die 36 Oktaeder-Punkte, von denen je 6 einer Geraden d an- 
gehören, sind durch 12 Punkte e und 24 Punkte f, die 64 Hexaeder- 
Punkte, deren je 8 einer Geraden t angehören, durch 32 Punkte f, und 
32 Punkte p (vgl. $4, (120) und die 144 Kubooktaeder-Punkte, von 
denen je 12 auf einer Geraden r liegen, durch 48 Punkte d, und 96 Punkte 
(r, r, d) (vgl. $ 4 unter 3)) dargestellt. Analoges gilt für die Berührungs- 
ebenen der Fläche. 

Die Oktaeder-, Hexaeder- und Kubooktaeder-Geraden 
können auch als Axenpaare je zweier windschiefen Involutionen analog 
wie unter 1) erhalten werden (vgl. die Zusammenstellung in (16)). 

3) 90 Flächen F®). 

Jede dieser Flächen wird durch drei zu je zweien in Inyolution 
liegende Complexe Cap 2 B durch 4-3 =09, ı + =09, . +, =0 
oder durch 3, =09, +, =09, x, —=0 oder auch durch zwei 
Complexe Ca) und einen Complex Oo) 2. B. durch = 0, =0, , +, =0 
oder durch = 9, 2, = 0, 3 —y—=0 erzeugt. Die Gesammtzahl dieser 
Flächen beträgt 90, da durch jedes Geradenpaar e 12 solcher Flächen hin- 
durchgehen und jede Fläche 2 Geradenpaare e als Erzeugende enthält. 
Von den 90 Flächen sind 36 reell,') welche je ein reelles und ein imagi- 
näres Geradenpaar e enthalten; von den 54 imaginären enthalten 36 je 
zwei reelle, 18 dagegen je zwei imaginäre Geradenpaare e. Die Gleichungen 
der Flächen in tetraedrischen Punkt- oder Ebenen-Coordinaten setzen sich 
linear aus den Gleichungen zweier Fundamentalflächen F“) zusammen, und 
zwar die reellen in der Form F 2 == FÜ) — 0, die imaginären in der Form 
FÜ) +iF\) —0. Für das oben gewählte Beispiel erhalten wir folgende 
Formen der Gleichungen: 

2 (3 + 2) —- 2 (3 — 2) =0...(19e) oder 4 (GG + 5) — 5 (G— 4) = 0...(19B) 


R+rFr=0. Me SE we (197) 
Go, & FToE Fam tur = 0... 0.222790) 
oder (3 —- + 3 +5) + u —- 2% =0. . . .. 0. 0. (19) 


1) Die 36 reellen Flächen hat auch Reye: Acta Mathem. I S. 97—108 als Ordnungs- 
flächen von Polarsystemen (unter 11) betrachtet. Vgl. $ 18. B. 
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22? +22? + +0) =09... (190) oder 222 +22? +, — %)?= 09... (19) 
örzeugende des einen Systems: 6 +iy#® 0 101 ...... (19) 
h, „ozweibena 4 3 04.00 5. ImepaaHEn U al 9 10. AR) 

Bei Zugrundelegung der Formen (196) und (19e) entsprechen als 
Oktaeder-Gerade beider Systeme den Werthen d, 2e= x je zwei Gerade 
e, den Werthen 6, ce= +i je 4 Gerade d, als Hexaeder-Gerade beider 
Systeme den Werthen 5, e= +1, +iy/3 je 8 Gerade h (vgl. $S4 unter 1), 
als Kubooktaeder-Gerade beider Systeme den Werthen 6, e=0, +i\/2 
je vier Gerade d,, den Werthen 5, e= +(1+iy/2) je 8 Gerade «,,, (vgl. 
unter (16)). 

Legt man dagegen die Formen (19) und (197) der Gleichung zu 
Grunde, so erhält man eine zweite kubooktaedrische Eintheilung der 
Fläche, in dem alsdann als Oktaeder-Gerade beider Systeme den 
Werthen d,2= x je zwei Gerade e und den Werthen 6, 20, +:/2 je vier 
Gerade d, entsprechen; als Hexaeder-Gerade treten alsdann je 8 Gerade 
auf, den Werthen &,2e= +.«y/2, +22 entsprechend und als Kubo- 
oktaeder-Gerade die vier den Werthen d, e= + i entsprechenden Geraden- 
paare d, ausserdem noch 8 Geradenpaare, welche den Werthen 4, 2= + 2, 
+ 2i entsprechen. 

4) 180 Flächen F®, 

Dieselben werden durch je einen Complex C,,, und zwei Complexe 
Co, erzeugt; ihre Gesammtzahl beträgt 150, von welchen 36 reell und 144 
imaginär sind. Die Gleichungen in tetraedrischen Punkt- (oder Ebenen-) 
Coordinaten setzen sich linear aus den Gleichungen von vier Fundamental- 
flächen zusammen und zwar treten dieselben 15 Verbindungen von je vier 
Flächen F® auf, zu denen je eins der 15 Fundamentaltetraeder als ge- 
meinsames Polartetraeder gehört, wie bei den Flächen F'?; bei jeder der 
15 Verbindungen sind hier die übrigen 12 Combinationen der Faetoren 
1, #1, #1, #1 oder 1, #1, +5 +i zu. bilden. 


2.B. F@.. 22 22-22, 2, —0...(200) oder {2 — 52 — 265 5, —=0...(208) 


ya ll ee) 

22: + 5, tu - 0% =0... RE 2200) 

oder 2924 a IH FT) —=0U. 2. .0unlı e. (208) 
Erzeugende des einen Systems: +iy2a1+9) 0 d 1 d—1.... (0) 
r „ ANeIeREE Ooladzo e V—-E NL... - (On) 
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Als Oktaeder-Gerade entsprechen den Werthen d,e=0, x je 
4 Gerade d, und den Werthen d, e=-+i je 2 Gerade d; als Hexaeder- 
Gerade treten je 8 den Werthen d, e= +«, +.«? entsprechende Gerade und 
als Kubooktaeder-Gerade je vier den Werthen 6, e= + 1 entsprechende 
Gerade s und ausserdem noch 8 Geradenpaare auf, den Werthen d, e= +i\/2, 


4 entsprechend. 
v2 


Burdeierne % ®, +:|/2 ergeben sich je 8 Gerade 1 
(vgl. $ 4 unter 2) u. s. f. 
5) 120 Flächen F®). 


Diese Flächen werden entweder durch je zwei Complexe Ca, und 
einen Complex C,,, oder auf drei verschiedene Arten durch je zwei Com- 
plexe C,,, und einen Complex C,) erzeugt. Die Gesammtzahl dieser durch- 
weg imaginären Flächen, von denen je 8 durch eins der 15 Geradenpaare e 
hindurchgehen, beträgt 120. Die Gleichungen in tetraedrischen Punkt- (oder 
Ebenen-)Coordinaten setzen sich linear aus den Gleichungen der vier Funda- 
mentalflächen, welche durch ein Geradenpaar e hindurchgehen, oder auch 
aus den Gleichungen je zweier der 90 Flächen F"), von denen je 12 ein 
Geradenpaar e gemein haben, zusammen. So gehen z. B. durch das Geraden- 
paar (56)...0 000 1--i die vier Fundamentalflächen F,, F,, F,, F,, die 12 
Flächen FO: BR + BR =0, R+B=-9, BHBR—0, B+BR=-0, B+iB—0, 
F,+iF,—=0 und die 8 Flächen F®... (R+FR) +i(BR+F)=0, deren 
Gleichungen in x,-Coordinaten durch +. = +» = + =+x, dargestellt 


werden, hindurch. Für eine dieser 8 Flächen z.B -— =, =», = 
erhält man: 


a (2 -2)+ti2z (1 +2)—=0...(2le) oder 5 (4 — &)— 75 (ı +5) = 0... (218) 


(F, + F,)+i Bm) 0 4 Ä \ ee (217) 
ee een N. Re ea ld) 
oder (& — +23 +2)? + 2(0 +2)? + 2 — 2)’ = | 
oder (a +3 — 23 +24)? +2 (x + 2%)? +2 (04 — 2%)? = ee (eile) 
oder am + - u” +2 (a +29 +2 — 2)? = 
Erzeugende des einen Systems: —ı 1116 +iV4+E. .. (@1d) 
. ” zweiten er a eelgen eo 010, rer (2177) 


wobei 2 +3» +222?+4 + +1= 0 ist. 


Weitere Beiträge zur Theorie der räumlichen Configurationen. 45 


Als Oktaeder-Gerade des einen Systems erhält man dem Werthe 
ö=»x entsprechend 2 Gerade e (5, 6) und den Werthen d=0,2i ent- 
sprechend 4 Gerade s, als Hexaeder-Gerade desselben Systems 8 den 
Werthen d— +2«, + 2a? entsprechende Gerade und als Kubooktaeder- 
Gerade einmal 4 Gerade r für die Werthe d—= +2, sodann S Gerade 
für die Werthe d6= +2, + 2/2. Den Werthen d— +1, +:y5 entsprechen 
5 Gerade m (vgl. $ 4 (119). 

Für das zweite System ergeben sich als Oktaeder-Gerade für 

a—=ti| 2 = —1 | 
»——l|3 =+ti| 3 =+#i 


6 Gerade d, als Hexaeder-Gerade für die Werthenpaare 


die Werthenpaare 


el Er a2 MR er 
» 2 —=n02 


9x € 


& 0, a? 5 —0 &) — 02 


entsprechend 8 Gerade Ak, als Kubooktaeder-Gerade endlich 12 Ge- 
rade ,,, (vgl. unter (16) und unter 3) dieses $), welche für die Werthenpaare: 


./Z ./Z -1+7\/2 _1+F1\/2 
yl a =-Hiy2 |a—=-1yV2 |. = — r a—= Ve: Be, 
a 1/9 jo und —&a—— 3 
= -LHi/2|,—1 vn, 7 2 
3 z 3 
resultiren. 


Diese Erzeugenden des zweiten Systems ergeben sich auch sehr ein- 
fach als Axenpaare je zweier Involutionen aus den Gleichungen (21 e). 

6) 240 Flächen F®. 

Jede dieser Flächen wird entweder durch zwei Complexe C,, und 


(1) 
einen Complex C,,, oder durch einen Complex C,,, und zwei, aber nicht 


As 
in Involution liegende Complexe (,,, erzeugt; en des einen dieser beiden 
letzteren Complexe lässt sich (auf 3 Arten) ein Complex 2x; + xi, + 2,0 
einführen, welcher mit dem anderen Complexe Co, in Involution liegt. Durch 
jedes Geradenpaar e gehen 16 dieser Flächen F“® hindurch, sodass die 
Gesammtzahi 240 beträgt und zwar giebt es 24 reelle Flächen, von denen 
je vier durch eins der imaginären Geradenpaare e hindurchgehen und 216 
imaginäre Flächen. Die Gleichungen dieser Flächen F% in tetraedrischen 
Punkt- (oder Ebenen-) Coordinaten setzen sich linear (die auftretenden Fae- 
toren sind +1,+1,+1 und +1,+1,+;) aus den Gleichungen je dreier 
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der vier Fundamentalflächen F' zusammen, welche ein Geradenpaar e ge- 
mein haben. 


z.B: 22+22?—22? —- 22? —2413 +23,» +23 +22223—=0 . . (220) 
oder &?+&?— 2 —5?— 25, 5 +25,%+ 2% a + Fee =0 .. (22) 
F, — FR,+Fuo= 9 Fe: 5 2 (227) 
(& +23 + 2;)?+ 32? eo Are r. (220) 
oder 320? +2 (0, — 33)? le kl 
oder 2 +3 +5? +62? +3 5”? =0.... (22:) 
oder Beer rn oe i' 
oder (& 4 2% — 22;)? + 625? + 3 (0, — 2)? = 0 
Erzeugende des einen System: ı 0 1 0 1er ei 
® „ zweiten a 1 +i/2(e+e+1) e0 —(l+s) 0 ... (227) 


Als Oktaeder-Gerade des einen Systems ergeben sieh für d= x 
1 Geradenpaar e (4, 6), für d=0, +i/3 2 Geradenpaare h; als Hexaeder- 
Gerade 8 den Werthen d—= -+a)/3, -+«?/3 entsprechende Gerade; als Kubo- 


2 4 Grade I! und für d6—+iy6, +3 8 an- 


oktaeder-Gerade für d— +i| 


dere Gerade 11,0,1 zn +3. für 9 +i, +i//2 resultiren 8 Gerade 
Bas ya: jet 2 


Ir 50° s10, 1 Wera) u. 3.8. 
Die Oktaeder-Geraden des zweiten Systems erhält man für 
e—0, &©,—1als 6 Gerade d,; als Hexaeder-Gerade ne sich für 


e=a, a? 2 Gerade Ak, und ferner 6 Gerade für e=1, —2, —:; die 12 Kubo- 


oktaeder-Geraden sind 12 Gerade u,,; (vgl. (16)), welche für 


e=+i, —(l+I), —— resultiren. 

7) 480 Flächen F"). 

Diese Flächen werden durch je einen Complex Ca), Co, und Cr), 
welche zu je zweien in Involution liegen, oder durch 3 Complexe C,,, er- 
zeugt, von welchen aber zwei nieht in Involution liegen; für den einen 
dieser beiden letzteren kann wiederum (auf drei Arten) ein Complex 
22; +2, +2,= 0, welcher mit dem anderen in Involution liegt, eingeführt 
werden. Durch jedes Geradenpaar d, gehen vier dieser Flächen hindurch, 
sodass ihre Gesammtzahl 480 beträgt; 48 dieser Flächen sind reell, die 
anderen 432 sind imaginär. Die Gleichungen dieser Flächen in tetraedrischen 
Punkt- (oder Ebenen-) Coordinaten setzen sich linear aus den Gleichungen 
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von je 6 Fundamentalflächen #) oder aus den Gleichungen von je 3 Flächen 
FÜ) zusammen, von denen je drei durch ein Geradenpaar d, hindurchgehen. 


z.B: — 22 +22 +23 +34 43 taat2ı14=0 . . . . . (230) 
oder — ++. HH +5 Its tr . .. . 23) 
B—-R)+B-B)+tEt+F)=09.. 0.0.0.0. 0. .@y 
2m u u +3 m +0... (230) 

oder 3(&, +2)? +4 + 23)? +4 + 2%)? —t@ı +23) @ı ne 
oder 3m +2)? +33 — a)? + em) 0. nn. (239) 


oder 3 tu +3 ++ @ +2; 5’ —=0. 
oder 3(&, +2)? + 3 + 2)? + & — 23 + 2%)? = : 


Erzeugende des einen Systems: —ı1 d1 6 1 +iV3+28® . . . (3) 
” ” zweiten ” ae 1 & 0, -| 

; (23) 
wobei &2 + € + &2 + ıı il) 1St. | 


Als Oktaeder-Gerade des einen Systems ergeben sich für d=0 zwei Gerade 


h, für d= x zwei Gerade d, und für d= zil/® zwei Gerade /; als Hexaeder- 
Gerade 8SdenWerthend= + al/® es @|/? entsprechende Gerade und als Kubo- 
oktaeder-Gerade 3.4 Gerade für die Werthe d= + N +iy3 und 


er Den Werthen d— +1 entsprechen vier Gerade m, den Werthen 


d= +i vier Gerade %, den Werthen d= +ij/2 vier Gerade r u. s. f. 
Die Oktaeder-Geraden des zweiten Systems sind 6 Gerade d, 
Ein +i 


os D &1 = . 
welche für die Werthenpaare er 73 resultiren; 
& — mi 9 = = 
- \ . .. EN— 09 € ı\ . N 
als Hexaeder-Gerade ergeben sich für ( Sl a? zwei Gerade 
9g=&Xx 9 
k, und 6 Gerade für = zit la = +i |a=3=+i 
v3 v3 v3 
& = -F i &9 — zie 2 2 ’ 
v3 v3 
endlich die 12 Kubooktaeder-Geraden entsprechen den Werthenpaaren: 
2. 5 il 1 a 
Ei — mw la —=j, > & —;y2 a4—=-i/2 4=I |& 75 & iR 41=-) 
a] a o 2 1 : ; a2 
& =ıiV2 9. =—\/2 9 =-,79|& =)J, --7 9 = -: et 9 =]I > 
2 j Er j 2 j 2 J 2) Da 


a H x 1 = 
aus welchen die Coordinaten: J 1 ei liya 9 u.s.f. folgen. 
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8) 320 Flächen F®. 
Die erzeugenden Complexe dieser Flächen sind je ein Complex Cs), 
und zwei nicht in Involution liegende Complexe C,,; der eine dieser beiden 
letzteren kann wiederum (auf 3 Arten) durch einen Complex 2; + x, + 2, = 0 
ersetzt werden. Es giebt 32 reelle und 288 imaginäre solcher Flächen. 
2.B. 32? — 2? — 2? — 2? +43 4 +3,33 +23)=0: - - . (24a) 
oder 35.2 2— I? — 6? +4, tu t+oo)=0 . . . (248) 
PR+B+F)+B—-F)+(B—K)+Fo—-F)=0. (24y) 
2; +4 +? +3; 5? + 2m tm t+5?—0 | 
oder 2! ++ %) +3 (5; —a) + (& —2%+%;)?—= 0 (240) 
oder 2 (& + L4 + %)? + 3 (x — 23)? + (& + x, — 2%,)? —z0u | 
2 + +? +3 m + 2m +9 +9) 0 | 


oder 2( +23 +25)? +3 (0 — a) + (a — 22, + %) = (248) 
oder 2 +5 +)? +3 (a zz” + a +2, — 2%). 
Erzeugende des einen Systems: —(d +4) 1 dd 11 .. (24) 
L „ zweiten ® I (ats), a en, ein) 


wobei 22? +4 +69) +3=0.. (249) und 2(? +41» +2) +3—=0... (24) 
Die Oktaeder-Geraden beider Systeme sind je 6 Gerade I, welche 
den Werthenpaaren für 


3 3 
d, oderg, = +il/? 0 +il/? 
entsprechen; die Hexaeder-Geraden je ein Geradenpaar iu, den Werthen 


{) : R % B 
()» ()- @, «@? entsprechend und je drei Geradenpaare, welche für die 


Werthe 4=d _ Er u di dr —=ti | +iy2 
1m v2 v2 % 
d, oder —=H+tiy2 | HiV2 


resultiren; die 12 Kubooktaeder-Geraden entsprechen den Werth- 


combinationen für 


Z 3 / H / . 3 . 3 3 
vs | vs 1192 Vilvev2l v2 |V31 ;V; 


ST) a3 ‚\/: 11 /3 er By 11 /3 IE ;\/3 
esirs /2-V> Var-Vsl v3 |-;V al zVal3V5 


Für das Folgende kommt insbesondere der Flächenbüschel in Be- 
tracht, dessen Basis das durch die beiden Geradenpaare 7, bestimmte Vier- 
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seit ist; diesem Bischel gehört ausser einer Fläche F® noch eine Funda- 
mentalfläche F") an. Diese beiden Flächen sind sich selbst entsprechende 
Flächen für die Correlationen, welche in $ 14 unter B) untersucht werden. 

9) 960 Flüchen F). 

Dieselben werden durch je einen Complex C,,, und zwei nicht in 
Involution liegende Complexe (,,, erzeugt; ‘der eine dieser beiden letzteren 
kann (auf 3 Arten) durch einen Complex 

2, +5), tt) tr @, 3%) 0 
ersetzt werden. Solcher Flächen giebt es 96 reelle und 864 imaginäre. 
zB. 32? +22 +22? +22 183 412 +23) =0. . . (250) 
32 +++ AGs te) =0 . . 25P) 
3H +R+KBR+PM)+2( 5 -B)+2(KR —-F)+2(H —-F)=0 . (5) 


Erzeugende Complexe: 


tm ts + +, +0 = Ol ‚u. ty u +5 u —0 25 
U I, — U —L, —% j anal a tt» =51%=-% 1%- | 253 
Gleichungen in «,-Coordinaten: 

a tra t23 +2 +2, +00) 4+ 2a ar) + (a) + ro]? + 3a ad u)? — 0 
oder 2 + +23 +24 +2; +2)? + [a — 2) 20 — 2) + (&, — 0)? +3 1a; —) a) = 0 | (259 
oder 2a + +23 + 2142; +2)? + [a —a) + 9) — 2; ao)? + 3a —a) a? 0 
oder (x — m +3 — u + — x)? + 2 +2) + a +0) + +)? +3 2) —-& tz)? = I 
oder Ar m +3 —y +, —x)? + | +) —2(&; +) + +) +3 +) at? = 09 (259) 
oder 2m —a + +2, — 25)? + [@ı +) + a +2) — 2 +) +3 [a +) ta)? — 0. 


Von den Erzeugenden beider Systeme genüge es die beiden Ge- 


radenpaare £ (vel.$ 4) (139)) 


nn H Be: ae 2 02 a 
a a a—a? | A art | zu erwähnen. 
| l1lo oe ao] 


1 —1 a —a® a— 
Diese beiden Geradenpaare bestimmen ein Vierseit, welches als Basis eines 
Flächenbüschels bei den in $ 21 B) zu untersuchenden Correlationen in 
Betracht kommt. Je eine Fläche F® und eine Fläche F® sind für diese 


Correlationen sich selbst entsprechende Flächen. 

10) 360 Flächen F” und 360 Flächen F, 

Diese beiden Gruppen von Flächen werden bez. durch einen Complex 
Cj, oder einen Complex Co, und je zwei Complexe erzeugt, deren Gleich- 


ungen sind: 


| 


/2 z; dr (0) 
a ii: EU, 26a) 


| 
+V2 &, +3, o| 


Nova Acta LXXV. Nr.l. T 


E%, 
37 Li, 


| 
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Je zwei Flächen der ersten und der zweiten Gruppe gehören dem- 
selben Büschel an, dessen Basis ein windschiefes Vierseit mit zwei Kanten- 
paaren q ist, dessen Eckpunkte (Seitenflächen) je 2 Punkte e und 9 — 
(je 2 Ebenen e und 0 — g'®) sind. (Vgl. $4 5) und $2 2) und (109). Die 
360 Flächen FÜ" sind durchweg imaginär, von den 360 Flächen aD 
sind 72 reell und 288 imaginär. Im folgenden Beispiel sind durch ihre 
Gleichungen die beiden Flächenpaare FÜ” und FÜ” dargestellt, welche 
durch das Kantenvierseit der beiden Geradenpaare q: 


Ei - =‘ mit den Eekpunkten (Flächen): 
Iı 9 ENTER er a: 
J less le) 0 —i 
u em ol 10, 20 WyarıaBoR 0 | @6n 
O2 100 1 BSR 10) 
Iı —j #4 —=-0 o| 3 v 
hindurchgehen. I Gleichungen der beiden Flächen FD werden: 
Ver +) Aa +233 —-2)=0.. . . . . . (264) 
Var +I HR HEHE - II... 0. 0. (2680) 
VA + FR -iRBR—-B+rFroa—F)=0 ... . . (66) 
422 ta Ya tm +2 + ts Va —=0 . . (al) 
oder Ar + a2 + Fa? + m nV 2-09 . - (269%); 
und | 2a? He) Fi? +23 a) —=0I . . . 0. (260%) 
ra +HIÄR+LEE-N=0 .... 0. . (266) 
Ve A+P)+i BR —-B+mM—-PF)=09 .... . (@66)) 
40: + (0/2 +22 +2)? + (& — 23/2 a =0. . (267%) 
oder 4%? + (x, V/ 2 + ta? +m +2 v2 — a? — 1260): 
Die entsprechenden Gleichungen der beiden Flächen FU“ werden: 
Var +) +23 3-2) =09 .. 0.0.0. 0. 260) 
v2 + I H+2 25 d—=0 2... 0. (268) 
VAR +F)—R—-BR+F—-F)=09 ...0. 0. (266%) 


2 (5 —x? + V2 +22 +2)? + + 2/2 — 2)? — 0 (267) 
oder 2, +? + a VY2 +. + + am a /Y2—a)?=0 . (2699); 


und |, 2(a? et (er Tona 22) 0 0026) 
\ 2 (&? +.9)+&+2& G3;— 532) = 0 ar ar es Bel Reue (268) 
Ve aA+RH)+BR-B+Hu-H)=% ... a .. (26C“,) 


2a a2 tt)? de ae . (267%) 
oder 2 (5 + %)? +(Y2 + +2)? + + V2 —-u)=0. . (269%) 
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Von Erzeugenden dieser Flächen kommen nur die oben erwähnten 
beiden Geradenpaare q für das Folgende in Betracht. Das durch 2 Ge- 
radenpaare q bestimmte Vierseit und der Flächenbüschel, dessen Basis dieses 
Vierseit ist, wird bei den in $ 15 A)B) 2) und $ 19 A) B) 2) zu unter- 
suchenden Collineationen und Correlationen auftreten. 

11) 1152 Flächen FÜ), 

Je zwei dieser durchweg imaginären Flächen gehören einem Büschel 
an, dessen Basis ein windschiefes Vierseit mit zwei Kantenpaaren » (vgl. 
$& 4 137)) ist, während das dritte Kantenpaar durch 2 Gerade m (vgl. $ 4 
130)) gebildet ist. Die erzeugenden linearen Complexe einer solchen Fläche 
sind ein Complex C,,, oder ein Complex C,,, (diese beiden Complexe be- 
stimmen ein Strahlensystem mit dem Axenpaare m) und je zwei specielle 
Complexe, deren Leitgerade je eine Gerade » ist. Statt dieser beiden spe- 
eiellen können zwei allgemeine lineare Complexe, welche untereinander und 


mit dem ersteren in Involution liegen, eingeführt werden. So gehen z. B. 

durch die beiden Geradenpaare n 

( :) OmE E ere  e ) 

g=ßAR ee | a 
| De ee 27 (27) 
10, u Were ei | 

folgende beide Flächen Fl) hindurch (vgl. $ 4 © unter 8b)): 


Q 
bi) 


€ 
€ 


10 


2 1 I 
1022+ E + (+ zu) tg P— (x, + 5) eotg a + @ 2) In + (4 —%;) FR | U rl (2100)) 
oder 
2 p) 1 1 12 
2 atat Hatan| + | tastadeotep-He tasten | an) EZ — (24 — 25) | — ra) 
und 
2 1 il 1% 
102,?+ ? 2 — (3 + Ü)eotgpy+ (+ S)tg | ie BE cos p UN) sing — Üe 1 (218>) 
oder Ü 
? 2 1 2 
IE +23 +2%4+%; +2, + rt tadtep—ieı Hanne | = @ —&)n r + (a B) os ] —=0...(27%) 


Die Gesammtzahl dieser Flächen beträgt 1152, da die Zahl der 
Geraden », von denen je zwei Paare Erzeugende sind, 2304 ist. Der 
Flächenbüschel, dessen Basis das durch zwei Geradenpaare » bestimmte 
Vierseit ist, wird sich bei den in $ 16 A) B) zu betrachtenden 10-zähligen 


-x 
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Correlationen und 5-zähligen Collineationen darbieten; je zwei einem solehen 
Büschel angehörigen Flächen F“ sind sich selbst entsprechend. 

Die Kernflächen dieser und der unter 8) bis 10) erwähnten Corre- 
lationen werden sich einfach bei den bezügl. Transformationen ergeben. 


S 8. 
C) Complexe zweiten Grades. 
I. Tetraedrale (Reye’sche) Complexe. 

Die tetraedralen Complexe, welche für die im Folgenden zu unter- 
suchenden allgemeinen Collineationen (die den besonderen Collineationen, 
z. B. den involutorisch-geschaarten, den geschaarten und den axialen Colli- 
neationen entsprechenden Ausartungen sind leicht zu erledigen) in Betracht 
kommen, ergeben sich bekanntlich‘) sowohl als der Ort der Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte und der Schnittlinien entsprechender Ebenen 
der beiden collinearen Räume, wie auch als Ort der Geraden, welche ihre 
entsprechenden schneiden. Für eine Collineation, welche der Substitution: 

wat, 
Cwy = om, | Te SR ER ER: (121209) 
[02 a‘ — 6%, 
entspricht, ist der zugehörige tetraedrale Complex durch die Gleichung: 

2 my tan, t+t--.-- +68, =09. - . . . (288) 
dargestellt. Die Wurzeln der Gleichung 6ten Grades, welche durch Null- 
setzen der Determinante von 2+»P entsteht (wo P=Xx} ist) sind in 
diesem Falle?) drei Paare von Doppelwurzeln », — »,, 1, —»,, v,—»,. 

Die 6 Kanten des Haupttetraeders entsprechen den Wurzeln der 
Gleichung 6ten Grades in o, welche aus dem System: 

oy—=4:%, ) 


6m—nr, | 


ee NR eh nr as ee Er 
= 


(= 
!) Vgl. Th. Reye: Geometrie der Lage. 2 Abt. Vortrag 18 (2. Aufl.) — R. Sturm: 
Liniengeometrie I 8. 342. — Clebsch-Lindemann: Vorlesungen II. 1. 8. 393, 

?) Vgl. A. Weiler: Ueber die verschiedenen Gattungen der Complexe zweiten Grades. 
Math. Ann. Bd. 7 8. 169 unter 5. (Fall [(11) (11) (11)]. 
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resultirt. Wird das Haupttetraeder als Coordinatentetraeder gewählt, so 
ist die Collineation durch 

Ta aan 34.4 (280) 
dargestellt. Für 

O0: DS ü a Per3259) 
d.h. für den Fall einer eig chen, len mite schen) Collineation werden 


alle Complexe des Büschels 


Jen + o' Pos = 0 oder IE + z' X =) . . . . . . (285) 
und alle Flächen des Büschels 
Z Z; + ze Za Z3 — 0, . . . . . . . . . . . . . (287) 


welche durch das entsprechende Kantenvierseit des Haupttetraeders hindurch- 
gehen, in sieh transformirt. Die Gleichung des tetraedralen Complexes 
wird alsdann durch 

vu Pa Pı tw P3s Pe ty PıPs=0.... . . (289) 
oder dureh », (X? + X) +9 A? + XP) +V, A? +XNN)=0 . (289) 
dargestellt, wobei die X; selbstverständlich der Identität >> X?=0 genügen 


müssen und 


y—=a ta; & | 

v, =d 03 +0 & EN 0: a 6 (280) 

v;, =0ı u 4 & 0 
ıst. Ist zugleich 

es Ca En a Se ee Tel, (23E) 
so erhält man einen zweiten Beebüschel 

In enel an el) 
und einen zweiten Flächenbiüschel 

DELETE ea (287%) 
dessen Elemente durch die Substitution (286) in sich transformirt werden. 

Wenn aber «& & = —a; a, und ausserdem | (28x) 
a = —@ (oder &; = — «,) ) 


ist, so liegt eine uneigentliche Collineation (zweiter Art') vor; dann 
existirt ein Netz (Gewebe) sich selbst entsprechender Flächen: 
k Z2+1Z2+2m Z, Z, =... (282°) (bez. k' Z2+ 1 Z2 + 2m! ZZ, =)... (284°) 


1) Vgl. R. Sturm: Ueber Collineationen und Correlationen. Math. Ann. Band 26. 
S. 471 unter III. 
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und ein Gebüsch sich involutorisch entsprechender Flächen (welches das 
Netz umfasst): 


kZ2 + VI Z27 2m Z, 27 = VI 2222880) 
bez. k‘ Z3? + [5 Z% + 2m’ Zı Z; + 2m‘ Z; Z; — le ao (28u”) 


Von Complexen bleiben nur die 6 speciellen fest, deren Leitgerade je eine 
der 6 Kanten des Haupttetraeders ist. 

Alle diese Fälle werden sich im Folgenden darbieten. Hier sollen 
nur die auftretenden Haupttetraeder nebst den zugehörigen tetraedralen 
Complexen übersichtlich zusammengestellt werden. 

1) 45 tetraedrale Complexe: 


2 er. 
2%, 1%, x, 


2, = ee RE I) 
„=1, ,——1l. Das Tetraeder ist eins der 15 Fundamental- 
tetraeder, zu deren jedem drei solcher Complexe gehören. Z. B. zu dem 


vi — 08 2 


Fundamentaltetraeder 7,,,') dessen Kantenpaare 


Ko une Ken sus E55, Er N 
Ks und K» oo (15) Bee ıl 0 (0) 0) +i 0 Fear Kellafne ae (298) 
Ks und, ı. .,(46).....0.0 20.30 el 


dessen Ecken und Seitenflächen die Punkte e;; — e,, und die Ebenen &;—&o 
sind, gehören die 3 tetraedralen Complexe: 
—ı2? tE x? _ %3- — 15? —.() | 
zr — X + 0? — 2 = 0 a er oe CR) 
— 1? — 13? + x + X? == 
Wird das zugehörige Tetraeder zum Coordinatentetraeder gewählt, so er- 
halten die Gleichungen der Complexe die Formen: 


»ı — 0, vo, = IE. v; =—|... (X32 + X?) — (X? + X?) =( | 
ee ee 5. 5) 
yly=-—1lv,=0... X? + XI) —- A2+X9)=0 
2) 180 tetraedrale Complexe: 
= x” + X, SE 2%, x, N A (30«) 
v»=0, 3 =1, v,——1l. Das Tetraeder hat zu Kanten ein Geradenpaar 


e und zwei Geradenpaare d,, zu Ecekpunkten (Seitenflächen) zwei (zugleich 
reelle oder imaginäre) Punkt-(Ebenen-)Paare i9 —f® («9 — gD) (vgl. (12) 


Weitere Beiträge zur Theorie der räumlichen Configurationen. 99 


in $ 3); zu jedem Tetraeder gehört ein Complex, dessen Gleichung auf das 


Tetraeder bezogen wird: X? + XI) —-A2+X9)=0 . . . . (80P). 
Z.B. Eekpunkte Z; und Flächen 2: 
5 1 
zZ RT 7 2 | 
5 DER 2 | 
Z; a —ı N) Zr er? 7,3 | (307) 
3 1 F 
Zur ie ee Zu | 
1 
ee ; = 7 
Z, Ü j E: L | 


Kantenpaare Kr: 


Ko und Ay... 0 0 A ı 0 de e 
Ra 10:0, 1... (300) 
ES N EEE | 
Tetraedraler Complex: —x?+ 2? +2. =09... ... . (808) 
3) 90 tetraedrale Complexe: 
Bleu nu a Bla) 
»=0,,=1,v,,—=—1. Die Kanten des Tetraeders sind je ein Geraden- 


paar e und zwei Geradenpaare d; die Eekpunkte (Seitenflächen) sind je zwei 
Punktpaare e (Ebenenpaare e), welche zwei verschiedenen Fundamental- 
tetraedern zugehören; zu jedem Tetraeder gehört ein Complex: 


(X32 + X,2) — (X? +4 X32) == 0 . . . . . . . . . . (315 
1 1 
2. B. Z lan 0.0 —= >= Egon. zZ, 
v2 y2 
Z: e 0.0 1 ! Z | ) 
2 14 ee €4 27 (315 
v2 v2 | . 
Z; 7 1 9 0 Ei ». Z, 
Z, ae [57 a! —i 0) 0% 0 Dorn Z; 
Kunde Rn 100 0 e | 
Kız n Ka ARE 0 0 1 —l +i +i An. d ine . D (310) 
Ku ” Kos Aare 0) 0) 1 1 +i 4 Yao d 
Metraedraler Compler wre rn a ur... @ld 


4) 360 tetraedrale Complexe: 
B> (+ x, u)t+%?— u, = ee le.) „1320) 
wobei das Zeichen + (bez. —) unter dem Summenzeichen bedeutet, dass für 
_die vier, eyelischen Vertauschungen entsprechenden Glieder der Summe 
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die positiven (bez. negativen) Vorzeieheneombinationen gelten; », — 0, 
»,—=1,»v,—=-—1. Die Kanten der 360 Tetraeder sind je ein Geradenpaar 
d, von denen jedes 2mal, und je zwei Geradenpaare s (vgl. $ 4 unter 6)), 
von denen jedes 3mal auftritt; die Eckpunkte. (Seitenflächen) sind je 4 
Punkte f (Ebenen x, vgl. $ 3 unter (12,)); von diesen durchweg imaginären 
480 Punkten f (Ebenen x) tritt jedes Element 3mal auf. Zu jedem Tetra- 


eder gehört ein Complex: + X) —- A2+XY—0 .. . (82) 
Be u 1020, SZ a Te 10 

ZA-...-dA49)1 —1 0° .2..-049)1 —1°0°\ Er 
Zora Zr 2027) 
Ze Zr VE AZ ar ZH) 
ts anal Mena A al = VO dl 
en a TR 720 st 2 2.(380) 
ne AB | 


Tetraedraler Complex: mt tu y +, um —2%+%—=0... (828) 
5) 360 tetraedrale Oomplexe: 
DH ZA AL N ee (33«) 
v»=0, 3» —=1l,»,=—1l. Die Kanten der 360 Tetraeder sind je ein 
Geradenpaar d, von denen jedes 2mal, und je zwei Geradenpaare r (vgl. 
$ 4 unter 3)), von denen jedes 3mal auftritt; die Eekpunkte (Seitenflächen) 
sind je 2 Punktpaare d, (Ebenenpaare d,, vgl. $ 3 unter (12y)); jeder dieser 
1440 Punkte (Ebenen) tritt einmal auf. Zu jedem Tetraeder gehört ein 


Complex: A? + X — X2+X9=0 ... . . (@83P). 
1 
A A | 
ar 2 | 
1 1 1 | 
Z5 - ——0 =...Z £ 
2 a I een 
0 ea Z,| 
Z; .. —1 0 —iy2l e enfe Z; ) 
NE vl er oo Ba Va 
a a Vor ve) uf: 880) 
Kan Ras... 1 1 +i/2 +iy2 | | ; 
Tetraedraler Complex: a» +9» +, u -—y u +25 =0... (838) 


6) 360 tetraedrale Uomplexe: 
Se N Fa en) 


Weitere Beiträge zur Theorie der räumlichen Oonfigurationen. 57 


»=—-1l,»=1,,—=+j2. Die Kanten der 180 Tetraeder sind je ein 

Geradenpaar e, von denen jedes 12mal, und je 2 Geradenpaare q (vgl. $ 4 

unter 5)), von denen jedes einmal auftritt; die Eckpunkte (Seitenflächen) 

sind je ein Punktpaar e (ein Ebenenpaar e) und je ein Punktpaar 0) — 9 

(ein Ebenenpaar «9 —g®). Zu jedem Tetraeder gehören zwei Complexe: 
— (KHK +AÄE HN LU2E RE HN) — 0 . . . (848) 


Zen 2 un...) 2.2, 
25 sicelte 2 Fe 1 0 0 Ü 0,00 5 cry ou Z: 
2 635 6 3 y (34y) 
Zs ro do 1) 0) — Bo ORATOEOO Z | 
Zu oe oe) 0 oıetz, 
Ko mal Korn 6 © De e 
1 
a ee 07010: 10 
12 j J | 
= 1 
x. . 1 I Ten 0.0 | 
de a ee Re grG (340) 
1 a! 
A: Ve 
h i 
K. I Rs a) 500 
Lo Takt 


Tetraedrale Complexe: -y» +23 +22; + 24% + (%? +29) =0.. (348) 
7) 180 tetraedrale Complexe: 
3(—a;, BR) Üben at. 25 (800) 
v» —=0,»=1,»,=—1. Die Tetraeder sind dieselben wie unter 6), wenn 
man in der Bezeichnung Z,, Z,, Z, bez. durch Z;, Z,, Z,, also X,,, Xas durch 
Kı,, K;, ersetzt. Zu jedem Tetraeder gehört ein Complex: 


BREI ee) 
welcher für das Beispiel die Gleichung: 
— a re N nn n.. .(858) 


hat. 
8) 240 tetraedrale Complexe: 
Ste, erde nn... (860) 

wobei wiederum das erste Symbol bedeutet, dass für die drei, eyelischen 
Vertauschungen entsprechenden Glieder der Summe die positiven Vorzeichen- 
combinationen gelten; », = »=1,,»—=-—l. Die Kanten des Tetraeders 
sind je ein Geradenpaar %, (vgl. $ 3 unter (11)), je ein Geradenpaar e und 
h (vgl. $ 4 unter 1); die Eekpunkte (Seitenflächen) sind 4 Punkte (Ebenen) 
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= (MP) (vgl. $ 3 unter (126). Zu jedem der 240 Tetraeder 
gehört ein tetraedraler Complex: 
107 7 2; R aLX 
3 KH KN —- AH XD)—=0.. . . (86) 
oder 32 + XI) HZ +0. . .. 0.0. 0.0.0. (868) 
Z. B. (vgl. (126) in $ 3 und unter 7) in $ 4). 


: 1 - 
Zı Re ? ja IC. 2% Z, | 
Be | 
ZA... 1 -i —ja wei 
ß J ...(867) 
Z; | D ——6g je 3 Z, | 
| 
. - 1 
Z; ... 1 —ı Ja ES Res Z j 
Ka left ehe Plertene 1,0 0) \ 1: | 
oe 1% 10,022 10, 0) 60 2) 2 368 
el“ ) 
N RN, 
Tetraedraler Complex: ny +3, +50. +2 — a? —u=0... (86) 
9) 240 tetraedrale Complexe: 
(ta, z,) +? —= MEILUNDHE- GES NA 1B7E) 
DE = »»—=0,»,——1. Die Tetraeder sind von derselben Beschaffenheit 
wie unter 8); zu jedem Tetraeder gehört ein Complex: 
Dart NR 7 er 
3 (ERS 2) 1 OXE 22 X) (au) 
Oder" 32 PX GE KO re) 
welcher für das Beispiel die Gleichung: 
— N Hrerargel 25 8 12 05 95 8. A 


erhält; die Coordinaten der Elemente des Haupttetraeders, welches diesem 
Beispiele entspricht, sind unter III) 5) dieses $ in den Formeln (539) und 
(53:) angegeben. 


10) 480 tetraedrale Complexe: 


3 F 
2 x, %;,) +2 2, Mi Te 0) fe (38) 
1 c 7 c ® - 
=>, »=1,»,—=—l. Die Kanten des Tetraeders sind je ein Geraden- 


paar %,, je ein Geradenpaar d, und je ein Geradenpaar ! (vgl. $ 4 unter 2)); 
die Eckpunkte (Seitenflächen) sind 4 Punkte y® = i® (4 Ebenen (9 = ®) 
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(vgl. & 3 unter (129). Zu jedem der 480 Tetraeder gehört ein tetraedraler 
Complex: 
X 242 + (X + 89) — (Az2+X,2)= 0 oder 3(X,?+X39) + 4X? X,)—=0.. (383) 


En 


ZB. 7... evaaeral2 alaa VE...Z 
Zara ZV3...Z | 

. / - /9 - Fz [So f (387) 
Dun. Varna Krajfa, ıVE .....Z | 
Zee =ya...z) 


(Kia... —1 ar] 

Im RE eo 9% 

Kos under 50 1 0) —1 +iyV2 dh 

ee 3 va 0....) 
Tetraedraler Complex: - a + —, 0 +2» u —?=0... (88) 

11) 960 tetraedrale Complexe: Bi %)=0: - .» » . (890) 
»»=0,»=1,»,=—1l. Die Kanten des Tetraeders sind je ein Geraden- 


7 
Auf 80) 


paar % (vgl. $ 3 unter (11)) und je zwei Geradenpaare p‘, p“ (vgl. $ 4 unter 
4)); die Eekpunkte (Seitenflächen) sind je ein Punkt e und ein Punkt » (je 
eine Ebene e und eine Ebene 6) und je ein Punktpaar f, (ein Ebenenpaar 
%) (vgl. $ 3 unter (125)). Zu jedem der 960 Tetraeder gehört ein Complex: 


(Ban) RI Ne) =) A); 
Zu Zu) 
1 1 1 
0 So er N A 
Va y3 3 le) 
Ten nen A | 
Yuroaa hy sus oO IE ae er  / 
Ka und Kzı al +? 1 +? 1 +i k | 
RT Era) —o p' | 
er na Tue ze 1 ii a ca Ei .p" . . (390) 
N + la -äa — p' | 
ee ET ai 9.0) 
Tetraedraler Complex: 
u Rt: m LT, m - ya —=0I . . . (898) 
12) 1152 tetraedrale Complexe: 
(+) 0 a ed ges e 74.5 8 A0R) 
= — 005, sinn, BAER und ae sin In, v9 = —cos 7, „or 


u LE IE 1 7 il 4 
wobei sin n = zts p und co, —=35 cotg p ist (vgl. $ 4 8b) unter ©). 


+ 
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Die Kanten eines Tetraeders sind je ein Geradenpaar m (vgl. $ 4 
unter (130)) und je zwei Geradenpaare n (vgl. $ 4 unter (137)); die Fekpunkte 
(Seitenflächen) sind je 4 der in $ 4 unter 8b) bestimmten 2304 Ikosaeder- 
punkte m (-Ebenen «). Zu jedem der 576 Tetraeder gehören zwei tetra- 
edrale Complexe: 


IT 


— (X, 2+X22) cos” + &? + X) sn n+ A? +X)—=0... (408) 
oder (X + NN) + A + X) tg p — 0 
und (X? +22) sin + &2?+X9) cos; + 022%) — 07.2089 


oder (X? +) + (X? +X42) cotg?p — 0. 


ZB. Ze 11839 cotg, g—1 1—itg (i-39) w(4-3P) —y 
1l 1 il : el 
De: (1-50 )1e 9 (+ ezo)er 5 py—i l1—itg-@ 
1 1 1 ee 
Z3 ... (I+Htege)iso (1-tsg)iso = ite59) wzy ht? 
Ta Ar cotgn 11834 — (4 39)+ ) 1+ (1 59).| 


Die Coordinaten von Z; gehen aus denen für Z; durch Umkehrung des Vor- 


zeichens von i hervor. 


a und ara a5 1 et m | 
Ks OSB were ee | | 
Kay On ee | . (406) 
Kız TEN. | = 
Ka 0 el ve de es) 
Ini 
wo .e=e5 ist. 
Tetraedrale Complexe: 22 + 3 + y +u +, u +u a =0..... (40 &') 


und: x? + xy %4 + X%y%e + X %z + %z X + 2,0 = OR: (408 5) 


II. Complexe zweiten Grades, deren Singularitätenfläche eine doppelt zählende 
Fläche zweiten Grades ist. 


Bei den im Folgenden zu untersuchenden Correlationen kommen 
ausser den ganz speciellen Fällen der Polarcorrelation, der Nullcorrelation 
und der Correlation mit Axen nur die allgemeine Correlation und derjenige 
Fall’) in Betracht, in welchem die beiden Kernflächen zusammenfallen, 


1) Vgl. R. Sturm: Ueber Collineationen und Correlationen. Math. Ann. 26. S. 482 
unter 24. — Clebsch-Lindemann: Vorlesungen II, 1. S. 408 unter Nr. 5. 
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ohne dass Polarcorrelation stattfindet. In diesem letzteren Falle einer Cor- 
relation gehen durch dieselbe die linearen Complexe eines „Netzes“ in sich 
über, dessen „Grundregelschaar“ die (zusammenfallende) Kernfläche bildet; 
andererseits bleiben ein linearer Complex und zwei specielle Complexe fest, 
welche ebenfalls die Fläche 2ten Grades erzeugen. Die Flächen 2ten Grades 
aller Büschel, deren Vierseit durch die beiden „Leitgeraden“ der Strahlen- 
gebüsche und je zwei Gerade des anderen Systems gebildet wird, sind in- 
volutorisch zugeordnet, indem die Kernfläche und je eine bestimmte Fläche 
sich selbst entsprechen. 

Der Complex zweiten Grades 2‘, welcher der Ort der Geraden ist, 
welche von den zufolge der Correlation ihnen entsprechenden geschnitten 
werden,') hat zur Singularitätenfläche die zusammenfallende Kernfläche. 

Die Wurzeln der Gleichung, welche durch Nullsetzen der Deter- 
minante von 2'+»P entsteht, (wo P= 2} ist), sind in diesem Falle 
v., nr, 1, =v,—»,; die Gleichung des Complexes zweiten Grades wird, 
wenn ein Tetraeder, welches durch eins der erwähnten Vierseite bestimmt 
ist, zum Coordinatentetraeder gewählt wird: 

X? K2+ NN t Kr X2+HNd=0. . . (de) 
Diese Gleichung kann mit Benutzung von >> X2=0 auf eine einfachere Form 


ll, » —0 


gebracht werden. Für die hier auftretenden Complexe ist »,— 
1 1 Be ; 
oder 3 oder os sodass für „1, ,—2, ,—=3, ,=4 5—=5,4—=6 die Gleichung 


die einfache Form erhält: 


X? + Xp? + = X? Ds 0) . . . . . . . . . . . (415) 
— ’y 
Die Gleichung der Singularitäten- (der doppelt zählenden Kern-) Fläche wird: 
X? + X? + X2—=0 oder 2 + X? + X2=0... . (dy 
ode 4, - 3, Z=0 od 4 4, -32=0 ..... (Ay) 


Von den Erzeugenden des einen Systems bleiben nur die beiden 
Leitgeraden der erwähnten speciellen Complexe, dagegen sämmtliche Er- 
zeugende des zweiten Systems fest. Die Correlation ist durch die Gleichungen: 


!) Vgl. Clebseh-Lindemann: 1. c. 8. 404. — Weiler: l.c. $S. 168 unter 4. 
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t Z’=BPı Z oder 0 X, —(Pı’+ß, | oX,'=v,XA,+im'X, 
t Z' = —Bı Z3 (416) 0X — (Bi? — B32) Xı+(ßı? +32) Aal oX—=-iv/ X,ı+2,X, 
t 2. — Z; OSB: k2 X, | ee | 
t u 2, X —2P X, X, | 
1 BREI DIL BEREIT IE 
t DK ri Fi: ” zirr2 a a3 > 
z Bass | oK—29 N, J oo ——X, 
1 
t Aa, A 
1 AL) 
IB IR 727 Z, 
Pr 
IA — : Z 
eh dargestellt, wobei 
Ber a 3 Ba? — DRS: De ET) dns 
RETTEN Te a en 
ist. Die Gleichung des Netzes der linearen Complexe ist: 
A Nas 0 Ha 0, ee Beer All) 
(ie Gleichung des in sich übergehenden linearen Complexes: 
er 0 x ee el) 
während die beiden apecrellen, festhleibenden Complexe: 
X + =und Kb =0 ... Alte) 


die Kanten X, und K;, des Tetraeders zu Hieitgänaden haben. 
Die hier in Betracht kommenden derartigen Complexe 2ten Grades 
2‘ sind im Folgenden übersichtlich zusammengestellt. 


1), 60 Complexe 2’... 2.2220 nie ld2e) 
= 0; ne 
22a Eoder: + U, E20 7. (42P) 


d.h. eine net nn nahen F®. Die Leitgeraden der beiden speciellen 
Complexe sind zwei Gerade e; als Coordinatentetraeder ist ein Fundamental- 
tetraeder mit diesen beiden Geraden als Gegenkantenpaar zu wählen. Die 
Gleichungen des Complexes, der Singularitätenfläche, des Netzes u. s. w. 
nehmen dann die in (418), (417), (41e) u.s.w. angegebene Form für », = 0 an. 


2.B. 2!...2232? +22? +22 —=0, FÜ) ... 2 +22? +22 = 0 
Netz... +2 +a,% = 0; Festbleibender Complex ...x23=0, (42y) 
Specielle Complexe: x, +i2; = 0. 


Vgl. auch I 1) dieses $ unter (293). 
2) 180 pl 
ee Sen) 


- (418°) 
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»,—0. Singularitätenfläche: 
2,22, e, +9) 0 oder 2,?+2,°+(&, —-%”=0 . - . . (439) 
d. h. eine der 90 Flächen F) (vgl. $ 7 unter 3)). Die Leitgeraden der 
speeiellen Complexe ... 2, +i®,—0 sind zwei Gerade e; als Coordinaten- 
tetraeder ist z. B. ein Tetraeder mit diesem Geradenpaar e und zwei Ge- 
radenpaaren d, zu wählen. 

Z. B. (vgl. unter I 2) dieses $ (307) und (306) 
DI 72.22 + 9272 2 —0: FO... 222 7222 + +2)=0 
Netz: ... a0 +92 +a,(&, +2,)=0; Festbleibender Complex: x,—x; — 0 (437) 
Specielle Complexe: 2; +12; — 0. 


= & 5) 
3) 360 Complexe: 2°... =(+ u) tut —I - . . (440) 
an B .. x 5) 5) 
»»—=0. Singularitätenfläche: > +?) +42? +4’=0 ... .. .. (448) 
1 


d.h. eine der Flächen F® (vgl. $ 7 unter 5)), deren jede dreimal auftritt 
Die Leitgeraden der beiden speciellen Complexe sind zwei Gerade d, das 
Coordinatentetraeder hat z. B. dieses Geradenpaar d und zwei Geradenpaare 
s zu Gegenkanten. 

Z. B. (vgl. unter I 4) dieses $ (317) und (316)): 


2!...— +. Sy +0 +2? + 2% = I 
TO (& — X —&Xy, + 2)? + 425? + 40? —=0 oder | 
&ı +9 2 —- 2) + 2& + 3) + 2.2 +2) —=0 l 4 
T . In ern an Zen (447) 
Netz: a, (z X &Üz E= 4) _ d; X; + dg Lg = 0; t 
Festbleibender Complex: &, + » — 2, — 2, = 0 | 
Specielle Complexe: 3 +? +23 HF ia, =. 


Für diese unter 1)— 3) betrachteten Complexe werden die Gleichungen: 
XN?+X2+2X?=0 (vgl. (41ß) für v, — 0). 


4) 80 Complexe 2... > 7%) u 0° 0u°=0 ... (40) 


Singularitätenfläche: 
u tar —0 oder +? +? —0... (45P) 


S 
17 
w|m 


d.h. eine der Fundamentalflächen F®, deren jede 8mal auftritt. Die Leit- 
geraden der speciellen Complexe sind 2 Gerade A%,, welche z. B. mit je 
einem Geradenpaar e und h ein Coordinatentetraeder mit vier Eekpunkten 
99 = (vier Ebenen (9 —g®)) bestimmen. Die Gleichung des Complexes 


q & 1 
2' nimmt dann die Forn(vel. (406) für » = 2): X2+X2+4X,2—=0 an. 
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Z. B. (vgl. I unter 8) dieses $ (36) und (360). 
2... +02 + 2% — 2 — 2 — 0 —=0 
F® -.. 2 4 22 4 2,20 0der 22 22 2 22 —0 


4 
Netz: 9,2, + a,24 + a x; = 0. Festbleibender Complex: z; +2, + 2, —=0 | (457) 
Specielle Complexe: , ta +? 2, —=0 und nn tt, te, =0... 
5) 240 Complexe 2... 2(+2,2,)t2? +20 .... (460) 
1 - a: e 
»»——;. Singularitätenfläche: [%, + (@,+z;,)? +3 ?+3%;?= (468) 
oder [— 22; +(,+2;,)? +3(&,—2;,)? +62; 2=0,] 


d.h. eine der 240 Flächen F® (vgl. & 7 unter 6)). Die Leitgeraden der 
speciellen Complexe sind wie unter 4) 2 Gerade %,, und als Coordinaten- 
tetraeder ist bez. dasselbe wie unter 4) zu wählen. Die Gleichung des 
Complexes 2‘ erhält dann die Form (vel. (41) für 5): 
3X? +) +42 —0. 
2. B. (vgl. (86) und (366) unter I S) dieses $). 
2... 23% + %,% —%2 + 2? 420 
FO... (1 +23+ 25)? + 3242 + 3252 —0 oder (— 22, +2, + 2;)?+3(&3 —x;)? + 623?= el 


Netz: a, ES +23 +2) + a2 + 0,2% 0. Festbleibender Complex: x, — 0 
Specielle Complexe: z, +a23, + @22,—0 und a, ++ ax, —0. 


(467) 


6) 480 Complexe 2... 3(+ a) 2,5, u) 09 20. (870) 

1 
»» ——;. Singularitätenfläche: 2[2, +(@,+®;,)P +3 (®i +60 | er 
5 oder 22, +(&,+%,)? +3(&, Fi, +3, +), j = 


d.h. eine der 480 Flächen F” (vgl. $ 7 unter 7)). Die Leitgeraden der 
speciellen Oomplexe sind wiederum zwei Gerade %,, welche mit je einem 
(eradenpaar d, und Z ein Coordinatentetraeder bestimmen, in Beziehung auf 
welches die Gleichung des Complexes 2‘ (vgl. (418)) die Form: 

3X? + X) +4X2—0 
erhält. Z. B. (vgl. (387) und (386) unter I 10) dieses $): 


2... U H 2 0%, —% 0 — 2% 0% 420g — 0 ) 
FM... 2 +3 +2 +3 (m a)? +62 —= 0 | 
oder ?y + +2; +3 —;)? +3 ( + x)? = 0 1(47y) 
Netz: 4 —&ı +23 4+%;) + 0, (&%—x;) + 4, 2; —=0; Festbleibender Complex: &, + x, = o| 
Specielle Complexe: taz + ,—=0 und a +, tax, —. J 
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III. Complexe zweiten Grades, deren Singularitätenfliche durch zwei Flächen 
zweiten Grades, welche ein windschiefes Vierseit gemein haben, gebildet wird. 

Diese Complexe 2“ treten bei den allgemeinen Correlationen als Ort 
derjenigen Geraden auf, welehe von den ihnen zufoige der Correlation ent- 
sprechenden geschnitten werden.') Die zugehörige Singularitätenfläche wird 
durch zwei Flächen zweiten Grades, welche das sog. Hauptvierseit der 
Correlation gemein haben, gebildet; diese beiden Flächen werden durch die 
Correlation in sich selbst übergeführt, während die übrigen Flächen zweiten 
Grades, welche durch dies Vierseit gehen, sich involutorisch in der Corre- 
lation entsprechen.?) Zu diesen Flächen gehören die beiden Kernflächen 
und die Ebenen-Punkt-Paare, zu welchen die sich selbst entsprechenden 
Flächen, als Doppelelemente der Involution, harmonisch sind. 

Ferner bleiben zwei allgemeine lineare Complexe €‘, C“ bei der 
Correlation unverändert; denselben ist das „Strahlennetz“, welches die Dia- 
gonalen des Hauptvierseits zu Leitgeraden hat, gemein, und alle übrigen 
Gewinde, welche dies Strahlennetz gemein haben, entsprechen sich zu je 
zweien involutorisch. 

Die Gleichung 2£*+»P=0 hat in diesem Falle’) als Wurzeln 
vy =, 93 —=2,»,=—»; wird das Haupttetraeder der Correlation als 
Coordinatentetraeder gewählt und sind einmal ,=0,=0 .. . (48«) 
die beiden festbleibenden Complexe, so ist die Gleichung des Complexes 
2“ durch: 

» Ar ++, AH) +, A —-KN)=0 ... (48B) 
dargestellt, während die Gleichungen der beiden festbleibenden Flächen 
G,, 65, d.h. der Singularitätenfläche von 2“ in der einfachen Form: 


G, -- - X? + X2 + %,2—0 oder X? + X? + X = 0, (48 
oder 7 AZ 008 7, ZZ Zi 0 I 

Gy ..- 2 + X2 + X2—=0 oder X? + X? + X? —0] 48 
oder Z 3, Z=0 ode Z Zu —-Z, Z, = 0 Much (487) 


erhalten werden. Aus der zweifachen Darstellung dieser Flächen in den 
Coordinaten X; ist auch die Erzeugung durch je einen der beiden Complexe 
(48«) und je zwei specielle Complexe, deren Leitgeraden je eins der Seiten- 
paare des Hauptvierseits sind, sofort zu erkennen. 


1) Vgl. Clebseh-Lindemann: Vorlesungen II. 1 S. 404. 
2) Vgl. R. Sturm: Math. Ann. Bd. 26 8. 477. 3) Vgl. Weiler ]l. ec. Fall 3). 
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Sind dagegen zweitens unter übrigens gleichen Voraussetzungen: 
N X 0, 0X X OP Mar AR) 
die beiden festbleibenden Complexe, so erhält man fir =», 1» =», 


v,'——»,' als Gleichung von 
EL RE v (X? + X32) + v5 (X3? + X) + 2 Di X, X — N) N 7 (48°) 
während für die festbleibenden Flächen die Gleichungen: 
G, Em (X? + X92) — (X? + X?) + 2 RG X — (0 oder zZ, Zu -H iZ5 Z; —( oder yA Z,—iZ,; Z; —( .(48Y,‘) 
G; au (X? + X?) — (X32? + XD) — 2X, X —=0( oder 2 Z, —i Z3 Zs —0( oder zZ Z; + i Ze Z; —=(. (487;‘) 
resultiren. 
Die bei den folgenden Correlationen auftretenden Complexe 2“, sowie 
die Flächen @,, @, sind unter 1) bis 6) kurz zusammengestellt. Die Corre- 
lationen selbst sind allgemein durch die Formeln ausgedrückt: 
ER oder 0 X —=vı Xı— im‘ Na 
t Zu — 03 Z3 | (480) 6 Xy=iviXı tv x| 
t Z3' — 032 Zs GER 5 Na — tivg X4 (48 
t ZN = (ren Zı [77 Xy=ipv; X3 + v3 X N &) 


4 4‘ 1 6 N, — X, 3# i v5. X 
t Zı In ER ) a WW a Ve @ 
4 [0] Xe =ıv; X, — v; X, 
Du YR% = ] 3 | 
EN 
ı . } ass) 
(% VEN = Z 
a32 
1 
t Di — 1 
a4 
wobei vı = Cs A933 + Az Ayı vi = Au 023 —d32 Ay | 
© —— — (a14 32 + 23 Ay) Dr —(@14 @32 —Q93 Ayı) (482) 
| Yy — Au Aaı + As Aa2 v5 — Qı4 Qyı —A2 02. | 
Die beiden Kernflächen: X, (Polfläche), X, (Polarfläche) haben die 
Gleichungen: 


Kı... (aut au) Zı Zı + (a2 + @32) VASEN a re (48n7,) 
Ks eo... 093 d32 (east «4ı) Zı Zi + Qı4 Aa (&33 + &32) Za Z; = 0; ee, (4873) 
der zu der Correlation gehörige tetraedrale Complex der Wechsel- 


strahlen &.') wird durch die Gleichung: 


DO, v2 (KENT) 0. . 2... (489) 
dargestellt. 

Für den ersten der beiden oben unterschiedenen Fälle ist 

a da aan dh er (3) 


1) Vgl. R. Sturm: Liniengeometrie I 8. 360. 
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und man erhält: 
IK... (a4 + a4) ZA ZıH+ (23 on 32) de 5 rk) 
RR... (au ta) AZ ZAtles teen) aZB—=0. . . . . (48%) 
a4 


Ist speciell auch noch »’—=0 d.h. m_- 


2 a 50 fallen die beiden Kern- 
23 32 


flächen in eine zusammen (vgl. unter II. dieses $). Denn die beiden Be- 


dingungen 
u. —0, w—0 


ergeben adı — a’», woraus entweder die Gleichheit au — an — au — a», d. h. 


der Fall der Polarcorrelation, oder Me folgt (vgl. (449)). 
len 05 9 
Im zweiten Falle ist: au aan =—asas» d.h.» —=0,.. .. . (48) 
und man erhält: 
Kr... (aut as) Zı Atlas + 02) aZ=0. . . . (48%) 
1. Na Bo ARE 0 2.2 a) 
Wenn in beiden Fällen speeiell: 
ln ae om 6. AR 21:7) 
ist, also im ersten Falle as ag2—=1, im zweiten «3 «9» = —1, ausserdem 
= —n—ay + a2, vr —=v)— aa — as, Wird, so zerfällt der tetraedrale Complex 
der Wechselstrahlen (489) in die beiden speciellen linearen Complexe: 
IE EV el N I ee 37) 


Ausserdem werden in diesem Falle durch die Correlation nicht nur die 
beiden Flächen @, und G@, und zwar auf die erste Art, sondern ausserdem 
noch »! Flächen 2ten Grades auf die zweite Art in sich transformirt.') 
Die Gleichung dieses Systems sich selbst auf die zweite Art entsprechender 
Flächen wird: 


1 
Ze Ze EN... . (d8R) 


23 032 
Im ersten Falle u=au=1, as aa—=1 erhält man also (vgl. 1)—3) im 
Nachfolgenden): 


72-2 Z2+ io AA=0, .»....20.2020.20. 0. (480) 
im zweiten Falle «u=au—=1, a3 aa —=—1 dagegen (vgl. unter 4): 
Z12—0? Z2+2 Q el oe (480‘) 


Die unter 5) und 6) aufgeführten Complexe 2“ und Flächen 6, & 
entsprechen Correlationen, welche zu dem ersten, allgemeinen Falle ge- 


1) Vgl. R. Sturm: Math. Ann. Bd. 26. S. 485—-486. 
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hören. Sämmtliche hier auftretenden Correlationen sind 2m-zählige, für 
welche die Coeffieienten &;; gleich bestimmten Einheitswurzeln werden. 


6 


3 ; 
1) 320 Complexe 2“... (+, )-2(t,u)=0 . . . (490) 
> 1 I oe Eee ee) 
G:..- +? tr —0 oder u? +? +2 —=0 . . . (499) 


G-..2(, +2,43) +3 ,—-%, +0 22, +35,+%)—=0| 
oder 2, +, +%,”?+3@,—- 2,” +(-2%,+2%,+%,)= 0 j ar) 
d.h. die Flächen @, sind die 10 Fundamentalflächen, von denen jede 32 mal 

auftritt, die Flächen @, sind die 320 Flächen F®) (vgl. $ 7 unter 8)). 
Die beiden festbleibenden Gewinde sind: 
gg 2) 0, AM Sei se) 
d.h. zwei Complexe Cs) (vgl. $ 6 (14Y)); sie bestimmen ein Strahlennetz mit 
einem Leitgeradenpaar k, 4‘; die beiden Kantenpaare des Hauptvierseits sind 
zwei Geradenpaare /,, sodass die Ecken (Seitenflächen) des Haupttetraeders 
durch 4 Punkte f, (4 Ebenen «, (vgl. $ 3 (123)) gebildet werden. Die 
Gleichung von 2“ wird alsdann (vgl. (483)) 
DEE ER FOER ER FAR ERI =, FARO) 
während die Gleichungen von 6, und 6, die unter (487) angegebene Form 
annehmen. 
Z.B. 2"... 8 +5 +51) mu ta +8) =0 . . . . (495) 
Ge act aa 05 08 Ca et ns OF REe r E (Aa) 
Eekpunkte Z; und Flächen Z;: 
(Die Coordinatenwerthe sind mit passenden Factoren multiplieirt). 
m 1 1 1 


nel v6 v6 ee Zl 
Zr u Me Z 
eo. AD» 0,0 Dr SR a7 . x ee 3 
u ie I (497) 
Ze ee z. | 
Fo 0% My 00.0 v3 v3 v3 .. KH +. 2 | 
a aa Sn 
Zu sLis fo ae ? 3 6 v6 v6 . Ko) + « Zı J 
Kantenpaare des Haupttetraeders: 
Ku und Kos I ALLAN fi 1 fi ar k, k' 
Kıa , . . » u 0) [4 0 a? (0) 
Ku - ou al oo | ....(498) 
ee Or 5 x | 
I en (ea De 9 J 
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GG... A 4+23 Z=e22 22 +2 2 =6 4 or’ > n’+ 2324 2,? 
= +2 + =0... (49) 
G&...2, 43-233, =32?—- 22 —-23?—22? +4, 4442423) = 
30.2 — 2 — 22 — [2 +45 +. ao +5) = (491%) 
2 + + +3 +2 + +9) = 
2 +3 + +3 + 2m ty ta? —0. 


Kernflächen: 
K, RO 227, Z, — 2 Z, = == zZ Z,—22Z; Zei Zt 2% 23 + 2 ae—— 
SEE se es Br rast) 0. . (49 x) 
RK... 4, 4,2233 =242,-33 =2? Ne At 2 ala) 
er 24% rat —=NI.... (49x) 
2) 960 Complexe &*...24u,m)=0 ........ 60) 
nz elhhelat ei : s ra (EN) 


Grete +, Al = 0) 
odr (, 7? +&,-%)+ (0,2%, = 0 | 
G..:2, +, +, +5, rt) +20, ) tr) + 
nl u) 
oder 28, —,+%,—%,+ + 2, ti) tr, r)r 
+, +35) +3[@&,+%)- @, +)? > I 
d.h. die Flächen 6, sind die 60 Flächen F®) (vgl. $ 7 unter 2)), von denen 
jede 16mal auftritt, die Flächen @, sind die 960 Flächen F (vgl. $ 7 
unter 9)). Die beiden festbleibenden Gewinde sind: 
(Be tra, ta, ta, tu, +, I 2 (0772) 
©... +, 5,4. —0.. .. . 0. 60% 
d.h. 2 Complexe C«e) (vgl. 6 (14£)); sie bestimmen ein Strahlennetz mit einem 
Leitgeradenpaar %,%‘. Die beiden anderen Kantenpaare des Haupttetraeders 
sind 2 Geradenpaare t (vgl. $ 3 unter 7)), sodass die Eckpunkte (Seiten- 
flächen) durch zwei Punkte f, (2 Ebenen x,) und durch 2 Punkte p (2 Ebenen 
a) (vgl. $ 4 unter (134) repräsentirt sind. Die Gleichung des Complexes 2‘ 
wird von derselben Form wie unter 1) (490). 
ZB» DU a rear rt 22 I 22 2800) 
CC... rt» + ty + + —=0, 0"... - m +3 a, +; —%—=V0.. . (508) 
Eckpunkte Z; und Flächen Z:: 


N Ve 
De EEE 2 6 ” Ve 


(505) 


(508°) 


6 
20 en Z 
Deo Aue Ya v3 v3 . «Kg.» 3 L 
ae (50%) 
Z; Er: 0 7 v3 v3 : %o . Z 
1 1 1 
Zy . p = IT . Zı 


I oa: 


ae 
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Kantenpaare des Haupttetraeders: 
Kuala... Et, ERaemer Se 


19 1 Vs 2 EG 
Kay I ern oe | e (50n) 
PR i E | 
5 1 


—eG —o 08 SE 
—lo? —o? a —a 


le 2 Z, +2; Zs nee —z?+2?+2°’+2? = (2, +25)? + (2, + 2,)?+ (2, + 2,)? = 0 N; (509) 
AL Z32 ...32?+2? +22 +22 +2(3 23, +2,24 2,2) = 


=2 +m +3 +2,42 4%)? + 2 — 2%) + (3 — 2) + (a — a)? + 
+3 2) a 0... 20.6059 
Kernflächen: 
24, 2 —- 3, =24 4, 23, =—2?+33 +32 +23 =0?+02+6?+02— 
—2rrertoe)—=NI... (50%) 


. Z, Z4—2 Z5 ZZ =2Z, ZZ; Z; = zı°+ 22?+23?2+ 24° — 2(z; 24 +24 23+ z3 z;) = 


=? +5, +. bh to =0... (604°) 
3) 360 Complexe 2"... Sa; ) tw -u)—=0 . . . Bla) 
a EV Var, Bee k5le 
Die beiden Flächen @, und 6, sind zwei zusammengehörige Flächen UN: 
deren Gleichungen für das hier zu betrachtende Beispiel bereits in $ 7 
unter 10) in den Formeln (266,’—8,) und (266,’—#,') aufgestellt wurden. 
Die beiden festbleibenden Gewinde sind 
Or 0, MOUSE ZU EN PER) 
dieselben bestimmen ein Strahlennetz mit einem Kantenpaare e; die beiden 
Kantenpaare des Hauptvierseits sind zwei Geradenpaare q, sodass die Eck- 
punkte (Seitenflächen) durch ein Punktpaar e (ein Ebenenpaar e) und ein 
Punktpaar i{9—f(® (ein Ebenenpaar «9 —g®) gebildet sind. Die Coordi- 
naten dieser Elemente sind für das Beispiel in $ 7 unter 10) in (268) und 
(267) angegeben. Zu jedem Hauptvierseit gehören zwei Complexe 2“, deren 
Singularitätenfläche dieselben beiden Flächen 6, und @, sind. 


Z.B. 2" 2... 2122 4 X X —X3 %ı + % xı + 25? — %% Nr (a1y)) 
2"... Um + m — Ru + Ma — at —=(,... (51y") 


deren Gleichungen in Beziehung auf das Haupttetraeder die Form: 


(X? + X?) (X3? + 42) ss v2 (X3?— X?) =Ü . Te eäly (517) 
erhalten. Die Gleichungen der festbleibenden Gewinde sind: 
ee Ge. ee er (le) 


Das Kantenpaar X,,, A;,, ist das Geradenpaar: 
(56) 122 010.000 ee se 
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Die Gleichungen der beiden Systeme von Kernflächen (vgl. (47%) und (47x“)) 


werden: 

R.2..9$5ZAA+ ZR= AA WR z2t 220125232 +222)— 
2A EHE) ON nn 

Br .. AZA+R AZB=NnAZz+ Z= 2(z1?+4 22) —i(22?—23?4+2222;) | = 
= + Ri +25) 0 
Kı"...R A A—-AZ=Zz ZA -RZZ=z?’+ z2 —i(z2?— 23? +2 2,2) = 
=2(4?+ 59) —i(2— I2+2&&)—= 0 
Ka“ DIE Zı Z4—V2 Za Z3 — v2 Zı Zu— Zu Z = 2(z12?+222) Hi (z2?— 23? + 2 232) 
42 +2 432 52 +25) —0. 
4) 360 Complexe Do. Sei, ) +2, u, >09 - - - . (620) 

= +if2, 3» = Fiy2, »—2... (520) 

Die Gleichungen der beiden Flächen @, und @,, nämlich zweier zu- 
sammengehörigen Flächen F"” sind für das hier zu betrachtende Beispiel 
in $ 7 10) in den Formeln (266,“— 91") und (266° — 9,*) aufgestellt worden. 

Die beiden festbleibenden Gewinde sind zwei Complexe Co), nämlich 

(I ala 9 75 — ER re (528°) 

EEE U VE er (528%); 
das durch dieselben bestimmte Strahlennetz hat dasselbe Leitgeradenpaar e 
wie bez. im vorigen Falle unter 3); auch ist das Haupttetraeder dasselbe. 


ZB. 9"... u BB a Fa 255 =0. . ... 02 
Ko 2.2. X%1% + 09 0% — 03 04 + X Cı — 25 6 — 0 No a (92y“ 
deren Gleichungen in Beziehung auf das Haupttetraeder die Form: 
( 1? + X?) — (X? + X2) +1 v2 X; X — 0 Me (520) 


annehmen. Die Gleichungen der beiden Systeme von Kernflächen werden. 


Io okelleile v2 A ZtiZ Z=iz, Z+RAZ=sn:+ 2? — 2? +22 +22, = 
— aa 52 632 278,277276 5,0 

|# 9000 in Zu — v2 Z> Zs —=y? Z Zu—i Z3 ZB = 221? + 22? — z3?+2 247° + 22323 = 
=?+&—-3°+52+2.65—0 

De .. v2 Zı Zu—i Z Z=i1Z ZA—V2 Za ZR=z?—z2+2?+ 22? — 222253 = 
=2%°- +62 +22 2:50 


In 


|... 142404 A=Vi 4 KH 242 ++ = 022) 
=? —-2+62 +02 — 2660. 
5) 240 Complexe 24... >, 4) ==2=0. .. . 2.1... 680) 
vs =0, v3; — —l, weg (53%) 
Gi... Gt, 4%? >0 oder Peak BC En u ee aaa) 
|... 2 @& tn Pr23@21%2)0 Ka 
\ oder [—22;, + (&, +)? +3@,—;,)? +62 ?=0 | ' 22) 
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d. h. die Flächen @, sind die Fundamentalflächen F", deren jede 24mal 


auftritt, die Flächen @, sind die 240 Flächen F® (vgl. $ 7 unter 6) und$ 8 


II 5). Die beiden festbleibenden Gewinde sind: 


EEE ETF FE EN RE EEE) 
CH...,—0 Mr a ar De et 372 (6) 
d.h. ein Complex O,,, und ein Complex C,,; das durch dieselben bestimmte 
Strahlennetz hat ein Geradenpaar h zu Leitgeraden. Das Haupttetraeder 
ist von derselben Beschaffenheit, wie für die unter 1 8) und 9) dieses $ be- 
trachteten tetraedralen Complexe. In Beziehung auf das Haupttetraeder 
erhält die Gleichung des Complexes 2“ die Form: 
NR NE KR X 0. ER X530). 
Bei der zugehörigen Correlation ergibt sich der tetraedrale Complex 2&, 
der Wechselstrahlen (vgl. (489)), welcher bei den Fällen ı) bis 4 in 
zwei specielle lineare Complexe zerfällt, durch die Gleichung 
BAER DER AK RE)  Di a aan 
dargestellt; d. h. es ist derselbe tetraedrale Complex, welcher unter I 8) 
(368) für die Collineationen mit demselben Haupttetraeder auftrat. 
DB OUE TI a Ds 05 5 or ea Re Er) 
(Oo en en N eV 30 mar. (We) 
Eekpunkte Z; und Flächen 2:: 


1l R 2 
| Zı Eee 1 , [a1 —yfa —? .n. Zı 

n ıl 
| Zs > Cı y) = ıCı Re Z; 
J a 20029) 
| Z; 5 [a1 = J —iCı ö Zs 

Y 

: ıl ! 
| Zu | —JICı wi Q 80 Z 


Kantenpaare des Haupttetraeders: 


Kor klein ld ee 
|Kız Se nee 1 0 —a? 0 [24 0 | A 
Veen = Ve ee) 
Kos ander 0 17720 +i 0 OS 


Gı >35. Zı Zt 2/32 >80 z? +22? + 2? + =? +? +? er? +02 +00 re, Wa F® god (33x') 


Gr. . 


w Zı ID Re ale z? — 2? — 27? +22 + 2 zı22+ 2 21 23 —2 2324422 NE 
= (1 —23+25)?+ 3(022+22) = (2 05 +8)? + 3(& +8)? +602—=0.. FO=F®+F,®+F,®| 


) 


..(53x*) 


. een . Fr . pn . af 
Weitere Beiträge zur Theorie der räumlichen Configurationen. [25) 


Kernflächen: 
Kı... A4 - A B=A2Z- 0? A Z=—- 22-2324 2122 — 23244 21254 24 re | (882.) 
= tere 5er —t| 
BE 7,07 7,7, u OT ea Sur zs un | . (532%) 


= en SU INT EU LASER | ; 


6), 1152 Complexeso > ze 2 00... 0.2% . (640) 
1 
1 1 
a, Dr en tg p, VD — — 608 er en cotg p, v0 —=1 
10 2 5 2 
(543) 
N ERRLUeN g nee, va 


Die Flächen @, und @, sind zwei zusammengehörige Flächen F! 

(vgl. $ 7, 11), deren Gleichungen für das zu betrachtende Beispiel unter 
(278)—(27y) bereits aufgestellt sind. Die beiden festbleibenden Gewinde sind: 

el Ge 0 na Lu (547) 
d.h. ein Complex 0 ,, (vgl. $ 6 (142)) und ein Complex €. Das durch die- 
selben bestimmte Strahlennetz hat ein Geradenpaar m (vgl. $ 4, (130)): 
==, =, =+ti/)5..- . . . . (4) 
zu Leitgeraden. Die Kanten des Hauptvierseits sind zwei Geradenpaare » 
(vgl. $ 4 (137)); das Haupttetraeder hat wie in I 12) vier Eckpunkte m (vier 
Seitenflächen «) vergl. $ 4 Sb)). Die Gleichungen der beiden zusammen- 
gehörigen Complexe 2“ werden alsdann: 


DEE) sin 5 — (Xs24+ X) cos N 52 
OR) cos + (>) sin 7 RD 0 (58) 


Die beiden tetraedralen Complexe 2u,, 2, der Wechselstrahlen sind 
dieselben, wie bei den Collineationen I 12), deren Haupttetraeder dasselbe 
ist. (Vgl. (409%, (408) und (408), (408). 


2.B. 2%... a? +98 + u tu tw ts a =0 : . . (545 
2"... ar tn u tms ts +9 5 5a =0. . . (54°) 
Gear ann... (4m) 
Cu ET NE NAME OR IEN (47) 


Die Coordinaten der Elemente des Haupttetraeders sind in I 12) unter (40y) 
und (406) angegeben. 
Die Gleiehungen der beiden Systeme von Kernflächen werden: 
Kl... 141290. =AArete9g.>AZ=0 | 
RT Zu 21 ee — Ta te) 01. ZZ ON | 


Nova Acta LXXV. Nr.l. 10 


.. (549°) 
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Na 0 0 0 MW) ze Fa tg 9.AZ=0 | (549°) 
ER. . E Da tg 9. Z=ZLA—otgpg. 3 —0, | 2 

da im ersten Falle 

n 1 37 1 

— 2 —— 9 29, = —— —— - 

a4 + Ga + c0S7 En &93 + &32 + 208 10 ge (ot) 
im zweiten Falle 

In 1 a TC sa! Ey 
cut cn—=H+ AICOE + a @s3+ da = #2 ey + I: ; (54) 
wird (vgl. (48n)). 

s9. 


Specielle und allgemeine hier in Betracht kommende 
Collineationen und Correlationen. 
I. A) Specielle Collineationen. 

1) Die Identität: 

uU 1023) und ER RT (emo er(55) 
Alle Elemente des Raumes bleiben fest; Wurzel —1 vierfach, o—= 1 sechsfach. 

2) Geschaart-involutorische Collineationen. 
Für ein Coordinatentetraeder, dessen eines Gegenkantenpaar (X,, und X,,) die 


Axen sind, werden die Formeln durch 


BZ U Zi —= Zu 0 X —Xı 
T Z5 = 23 R 2 $ 12 Z5' = Z3 Er 6 Xy' = Xa 
ee, (56«) oder durch ZZ: | (56«‘) und ee | en 
T Zi“ = 4 T In = — 71 Ö X = X4 | 

[07 X‘ —=—X, 


en 
dargestellt; der tetraedrale Complex zerfällt in die beiden speeiellen Com- 
plex 8—X—=0 und 8 +iX=0. Die Wurzeln der Gleichung in 6 
sind 1, 1, 1, , —ı, —1, der Gleichung in :1, 1, —1, —l oder si, —, —; 
im ersteren Falle sind die Axen reell: hyperbolisch-geschaarte In- 
volution; im zweiten Falle imaginär: elliptisch-geschaarte Involution. 
Alle Elemente der beiden Axen, wie alle Geraden der durch die- 
selben bestimmten Congruenz bleiben fest. Alle Complexe des „Strahlen- 
Gebüsches“: 
Toı X 1 Ko Ro 1 es Ks a KO (567) 
welche die beiden Axen als „Grundgerade“ gemein haben, ebenso alle 
Complexe des Büschels: 
I Ks FA RN ET I en Eee (060) 


Weitere Beiträge zur Theorie der räumlichen Configurationen. 75 


welches zu dem Gebüsche in Involution ist, und endlich die »>-Flächen 
2ten Grades: 
In Z2 + 12 Z2 + 15 Z2+ u Z2+2 u Z 4, 425 aZ=0 . . . (568) 

werden bez. in sich transformirt. 

Als Axen werden im Folgenden die 15 Geradenpaare e, die 180 
Geradenpaare d und die 120 Geradenpaare d, (vgl. $ 3 unter (11)) auftreten. 

3) m-zählige axiale Collineationen,') wobei m—3,4 (im 
zweiten Haupttheile auch —5) ist. Die Transformationsformeln werden für 
ein Coordinatentetraeder, dessen eines Gegenkantenpaar (X, und X,,) bez. 
durch die Reihenaxe und die Büschelaxe gebildet wird: 


LA Z = Zı 


2 k 2% a DE 
Re 6 Xı' = Xı 608-— — X, sin — | 
2m m m 
ı ZZ =e" 2 E sa 2igE = 27 
2 5 \ (576) und 6 Xy'— Xı sin — + X, cos — 
_wi | m m 
RE m 0) 5) 
T —u + an RR 2 
? 2 | 0 Ka) = X, 008-- -F X, sin= (57B) 
1 VRG= 7: ) m m | 
= DT, n 2n 
0 Xu ——-Xssin—- + X4 008 — 
m m 
[07 X‘ = Rr 
[77 ER = X D ) 


Ist die Kante X, Büschel-, die Kante X,, Reihen-Axe, so werden 
die Transformationsformeln: 


Zmi | 
= MH = A | 
15 Za° == Z5 
2 2 { } 
T if u DR ( (37.«‘) 
mit || 
ı Zi =e 7, 


während in den Formeln (578) nur die dritte und vierte sich in 


= = 2x IE 
6 X3' = X; c08 Fr — X, sin — 


a4 
N NEUN ZIT & 27 ee) 
0. Ka — X sin== EX co8= 
Mm Mm 
Ini Ari 
ändern. Die Wurzeln der Gleichung in z sind 1, 1,e®,e m, 


ri mi Ini Ini 
der Gleichung in 0: 1, ,eR,eM ce Me m, 


1) Vgl. über die Bezeichnung „axiale Collineation“ F. Schur: Math. Ann. Bd. 19, 
S. 431. — J. Feder: (Math. Ann. Bd. 47, S. 347 ff.) nennt nach Reye’s Vorgang diese Col- 
lineation planar. 
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Auch hier zerfällt der tetraedrale Complex X? + X? —=0 in zwei 
specielle lineare. Fest bleiben ausser den beiden Axen alle Strahlen der 
beiden Strahlbüschel, deren Mittelpunkte die Punkte &, und &, und deren 
Ebenen die Ebenen E, und E, sind. 

Die Complexe der beiden „Gebüsche*: 

Ta, FIX) GEIL. 
d.h. alle Complexe, welche je einen der beiden erwähnten Strahlbüschel 
gemein haben, ebenso, alle Complexe des Biüschels: 


Rs X, En ke >. ZAY0MAR, ae Se oa ri DEE (570) 
und ebenso die &® Flächen 2ten Grades: 
hı Z1 + [PR Z2 —_ 2 ER Zı Zı —_ 2 las Za Zs ——() S = n 3 . (578) 


werden bez. in sich transformirt. 
Als Axen der dreizähligen axialen Collineationen treten im Folgenden 
die 160 Geradenpaare %, als Axen der vierzähligen die 15 Geradenpaare e auf. 
4) m-zählige geschaarte Collineationen,') wobei m—3,4 (im 
zweiten Haupttheile auch =5) ist. Für ein Coordinatentetraeder, dessen 
eines Gegenkantenpaar die beiden Axen der geschaarten Collineationen sind, 
werden die Transformationsformeln: 


el =Z ] Be oX=Äı | 
ni ee z AIR, 
T Da em zZ, ni | 5 X’ = X; | 
ri | (58a) oder RE RG 
a 2 (580) (588) 
7 GI em, ni 1 x. e ag . 20 
6 X, = X; cos — + X; sin — 
ET, Ei a0 I, | 2 7) Fr 
ni X Ksi > X 2rX 
en 6X = X; 5in 1 Necos—: 
Ben z € z El 
ri mi ni a 
die Wurzeln der Gleichung in x sind: 1,1,e®, ec” oder e ®,e m, em em 


Zi 2mi 
diejenigen der Gleichung in 6 sind: 1, 1, 1, Le” ,e m, 


Der tetraedrale Complex X+X”?=0 zerfällt auch hier in zwei 
specielle lineare. Fest bleiben bei der Collineation die beiden Axen und 
alle Geraden der durch sie bestimmten Congruenz. Alle Complexe des 
„Gebüsches“: 


') Vgl. R. Sturm: Math. Ann. Bd. 26, S. 174. Der Ausdruck „Collineation mit Axen“ 
statt „geschaarter Collineation“ scheint mir nicht geeignet, da er zu Verwechselungen mit 
der „axialen“ Collineation 3) nach Scehur führen kann. 


1 
| 
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kı Xı+ ka Xo+kz X; -+kı K=0, a NL a en 3 FAR I En (58y) 
welehe die beiden Axen als Grundgerade gemein haben, und die beiden 


speciellen Complexe: 


N; =E d X = 0) . - . . D = = 5 5 . . 5 . 5 2 - (580) 
werden in sich transformirt; jede der x® Flächen 2ten Grades: 
lıa Zı Zs -H lz4 Zs Zi + lıs Zı Zs + las ZA Z3 — 0, 5 . . ° 5 (588) 


welche durch das Axenpaar hindurchgehen, geht in sich (auf die erste Art) 
über. Als Axen der geschaarten Collineationen treten für die dreizähligen 
die SO Geradenpaare A, ($ 3 (11), für die vierzähligen die 15 Geradenpaare 
e auf. Für m=2 resultirt ebenso wie bei 3) die involutorisch-ge- 
schaarte Collineation 2). 

5) Centrisch-involutorische Collineationen. Die Transfor- 
mationsformeln werden für ein Coordinatentetraeder, dessen einer Eckpunkt 
(&,) das Centrum, dessen gegenüberliegende Seitenfläche (E,) die Ebene der 


centrischen Involution (Homologie) ist: 


rt Zi —= 2 | o X = -X 

13 Zu == Zn . Ö X =-NX} 

rg | er | 

t Zi! = Zı ee | (59$) 
oX—=-X | 
GENRE —IXE l 


Die Gleichung des tetraedralen Complexes wird hier eine Identität. Die 
Wurzeln z sind —1, 1, 1, 1, die Wurzeln oc: —1,1,—1,1,—1,1. Alle Strahlen 
des Strahlenbüschels mit Mittelpunkt &, und alle Strahlen des Strahlen- 
feldes der Ebene E, bleiben fest; es werden x® Flächen zweiten Grades, 
für welche sich &, und Z, als Pol und Polarebene entsprechen, nämlich die 
Flächen: 
(59y) . . . lu Z2 + la ZP + ls; Z2 + lu Z2+ 2 14 Z5 Z+ 2 le Z Z+ 2 le a za — 0 

in sich (auf die zweite Art) transformirt. 

Die hier auftretenden Punkte &, und Ebenen E, sind die 60 Punkte 
e und 60 Ebenen e, welche die 15 Fundamentaltetraeder constituiren. 


IB) Allgemeine Collineationen. 


Die sämmtlichen hier auftretenden Collineationen sind m-zählige, 
wobei m = 4, 6, 8, 12, 5 ist (vgl. $ 8 unter I, Formeln (28)). 
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1) Vierzählige Oollineationen. 


Für das festbleibende Tetraeder als Coordinatentetraeder werden die 
'Transformationsformeln: 


Ag N oXr —Xo 
c Z3' — —j Z3 T Zu —-Z; N {7} X = —Xı 
Zu — in 60 re et 608 
T2z3 an 22 «) oder ZW =-iZ, OR g‘ ) 
’ 1 | DENE RG 
Ten u 
die Gleichung des tetraedralen Complexes 2 wird (vgl.$ 81 1) bis 5): 
BR Re O7 ne, le. 0.60) 


Die Wurzeln z sind 3, 7; 5 oder 1, 1,%, i, die Wurzeln 0: 41,7, 171, 
i, -i oder 1, —1, ü, —i, i, —i. Die zweite Potenz dieser Substitution ergiebt eine 
geschaart-involutorische Collineation mit dem Axenpaar X,, und Ku, während 
die dritte Potenz die Substitution liefert, für welche in den Wurzelwerthen 
für < und o das Vorzeichen für : das entgegengesetzte ist. 

Die vierzähligen Collineationen S, 5? besitzen die ausgezeichnete 
Eigenschaft, dass sie einmal, da die beiden Bedingungsgleichungen (vgl. $ 8 
unter (28°) und (28) na = g = —i und 1 = &—=i erfüllt sind, auf 
zwei Arten eigentliche Collineationen sind, durch welche die Complexe der 
beiden Büschel (282) und (285°) und ebenso alle Flächen zweiter Ordnung der 
beiden Büschel (287) und (287%) in sich transformirt werden; andererseits sind 


sie aber, da die Bedingungen (23) a& = — «4 = —l und gleichzeitig 
“= —-1lundg=—«=i erfüllt sind, auf zwei Arten uneigentliche 


Collineationen, durch welche die beiden Netze (Gewebe) sich selbst ent- 
sprechender Flächen (282) und (282%), wie auch die beiden Gebüsche sich 
involutorisch entsprechender Flächen (284) und (284°) bestimmt sind. 

Die Kanten, Eckpunkte und Seitenflächen der Haupttetraeder für 
die hier in Betracht kommenden vierzähligen Collineationen sind ing$8I 
unter 1) bis 5) angegeben. 


2) Sechszählige Collineationen. 


Dieselben sind entweder auf zwei Arten eigentliche oder auf eine 
Art uneigentliche Collineationen. 
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a) Auf zwei Arten eigentliche sechszählige Collineationen. 
Die Transformationsformeln werden für das festbleibende Tetraeder 
als Coordinatentetraeder: 


T Zi = 4 | 6 ee /3X2 | 

{9 Zn = In 2 2 

T Z3' aZs3 (610) l 1 

were X’ —=--V3Xı + =, 

T Das — 00 £ =. A 618 
Dee X, is P) 
[7] Er 
{7} X,’ = X; | 
[7 X —= X b) J 


wobei @—= 1 ist; die Gleichung des tetraedralen Complexes 2 wird (vergl. 

$ 8 I unter 8) und 10), Formeln (36%). und (38): 
RHEIN = 0. 2... Ci) 

Die Wurzeln z sind «ai, —ai, —a2i, «ai oder 1, —1, —a, «a; die Wurzeln o: 

1,1, —1, —l, «a a2. Den Potenzen einer solchen Substitution entsprechen 

folgende Wurzelwerthe für x und o: 


Wurzeln für r: Wurzeln für o: 
Ss 1 -—-1 —a & il > ae Zee ZA 020082 
8° 1 1 a? a? je 1 1 02 | 
S3 1-1 —1 1 1 al il A il) 
54 N A Ca cr ul 1 IE 202002 | 
85 1 —l —o2 02 i N a al ed 


S und S5 ergeben die beiden zusammengehörigen sechszähligen Collineationen; 
dieselben sind auf zwei Arten eigentlich, da die beiden Bedingungen ($ 8 
(288) und (289) ua =&a und ı&=asa, erfüllt sind; S? und S* liefern 
zwei zusammengehörige dreizählige geschaarte Collineationen (vgl. 
unter 4) dieses $ für m = 3), deren Axenpaar die Kanten X, und X;, sind, 
und 53 ergiebt eine geschaart-involutorische Collineation mit dem 
Axenpaar X, und Ä,.. 


Die Kanten, Eckpunkte und Flächen der Haupttetraeder für die im 


Folgenden auftretenden derartigen sechszähligen Collineationen sind in $ 8 
I unter 8) und 10) angegeben worden. 
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b) Auf eine Art uneigentliche sechszählige Collineationen. 
Die Transformationsformeln sind: 


ZI’ =Z | 6 X’ —-Ag 
3 3 en Ve 
eh o-3VEn-, X 
ER WER I 
oy—,K+,V5X t (628) 


= en re 
© N — 5 v3 X; 3 X 
ee 5%, 
6 ana Si 
die Gleichung des tetraedralen Complexes (vgl. $ 8 I unter 11), Formel (39$)) 
ist: HM) A2+X9)—=0.... DENE (627) 


Die den Potenzen einer solchen Substitution entsprechenden Wurzel- 
werthe für x und o sind: 


Wurzeln für r: Wurzeln für o: 
Ss 1 la & 1 —l a —a a? —o? 
Se A 1 a2 & il U ae | 
Se a Era kn en I a eo) 
54 1 1 a a? 1 I ee a? 
85 1-12 a...1 1 &2—02 a —o. 


S und 85 liefern die beiden zusammengehörigen sechszähligen Collineationen, 
welche auf eine Art uneigentlich sind, da die Bedingungen ($ 8 (28%)) 
4@®—=—9% und a ——a erfüllt sind; S? und St ergeben zwei zusammen- 
gehörige dreizählige axiale Collineationen (vergl. unter 3) dieses $ für 
m— 3), deren Axenpaar die Kanten X, und X;, sind, und 53 ergiebt eine 
centrisch involutorische Collineation (vgl. unter 5) dieses $), für welche 
die Ecke &, der Mittelpunkt des festbleibenden Strahlenbündels, die Ebene 
E, die Ebene des festbleibenden Strahlenfeldes ist. 

Ueber die Elemente des Haupttetraeders für die hier in Betracht 
kommenden derartigen sechszähligen Collineation vgl. $ 8 I unter 11). 


3) Achtzählige Collineationen. 
a) Auf eine Art eigentliche achtzählige Collineationen. 
Die Transformationsformeln sind: 


T Zn = Zı | 

1 
Erd = | (63«) 
DA 


| 
1A Dear ) 
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1 
X — (A+X 
6 Xı v3 (Xı + X) 
are ent 
DEN — v2 Kı— X:) 
% 1 = = 
6 X‘ ie (X3— X,) (63P) 
1 
u —=—-— (X + X) 
0X; ya‘ 3 4 
o X = —X; 
6X =—X:; 


die Gleichungen der beiden tetraedralen Complexe 2 werden (vergl. $ 8 I 
unter 6) (348)): 

Be OR N VER) G, .ujai anl, (637) 
von denen der eine zu den den Substitutionen S und $’, der andere zu den 


den Substitutionen S® und 85 entsprechenden 'Transformationen gehört. 


Die den Potenzen von S angehörigen Wurzeln für x und o sind: 


Wurzeln für z: Wurzeln für o: 
ui By 77 
1 7 7 1l 1 
Ss Bee 4 = 4 —l 1 ıl — u Be 
82 1 — Ü 1 a 
_3mi PX En 
83 1 ee a 1. al Zee, 4,9 
S4 1 —l —l 1 1 1-1 -1 -1 -1\ (630) 
Bu ri nn 
55 1.42 .e* ei a! 
Ye! 
86 1 i — 1 Te 
ze un De 
Se le, nen e ! = a ee 
) 


S, 5’ und 83, S5 ergeben die zu je zweien zusammengehörigen achtzähligen 
Collineationen, welche, da sie die Bedingung «ı « = «, « erfüllen, auf eine 
Art eigentliche sind; S? und S® liefern zwei zusammengehörige 4zählige 
axiale Collineationen (vgl. unter I A 3) dieses $ für m=4), deren Axen 
das Kantenpaar X, K, sind und endlich St bedeutet eine geschaart- 
involutorische Collineation mit demselben Kantenpaar als Axen. 

Die Elemente des Haupttetraeders für die hier auftretenden Colli- 
neationen sind in $ 8 I unter 6) angegeben worden. 


Nova Acta LXXV. Nr.]. 11 
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b) Auf eine Art uneigentliche achtzählige Collineationen. 
Die Transformationsformeln sind: 


1A Zı‘ = Zı [07 X = —X5 
t Zi’ = -Z 0 A — Xı 
He oXi = (GtX) 
T pre ze Z4 vn 
DER "% (Ks— X) ! (648) 
= 1 = 
0X — ya (&— X) 


0X, — et (Xs-+X6); 
v2 


die Gleichung des tetraedralen Complexes 2 wird (vgl. $ 8 I unter 7) (352): 


XENON A ER BELA (64y) 
Die den Potenzen von S entsprechenden Wurzeln für z und o sind: 
Wurzeln für z: Wurzeln für o: 
1 1 
Se el 3 er 
) J A J J 
S? 1 a 9 iA —mü 
1 1 
See ln I 
Fi J 93 ED 
S4 u te en el Lo) 
1 Tal: 
s5 eu a Te = 
J u u] 
Sr N erde Eu Net 
8 1 I! 
SR er ln = 
J u J J a 


Die Potenzen S, 8’; S°, $5 ergeben die vier zusammengehörigen achtzähligen 
Collineationen, welche wegen «& & = —« « und & = — a (vgl. $ 8 I Formel 
(28x)) uneigentliche sind, S? und S* liefern zwei zusammengehörige vier- 
zählige axiale Collineationen, deren Axenpaar das Kantenpaar X, 
K,, ist und endlich St bedeutet eine geschaart-involutorische Colline- 
ation mit demselben Axenpaar. 


Die Elemente des Haupttetraeders für die hier auftretenden derartigen 
Collineationen sind dieselben, wie für die eigentlichen achtzähligen unter 
3a) (vgl. $ 8 I unter 7)), wobei in der Bezeichnung Z:, Zs, Zı bezw. durch 
Zu, Ze, Zs, also Ku, Kos durch Kr, Ku zu ersetzen sind. 


. . @L: 
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4) Zwölfzählige Collineationen. 
Dieselben sind nur auf eine Art eigentliche; die Transformations- 


formeln werden: 


1 1 1, 
= 21 Zu 21 © Xr —-zXı +53V3 X3 
ı Z’=-iZ ze zZ 
(65«) 

g za = 23 6 Xy ee > Van 2 

t Zu —-iaZı A 20% (658) 
oXN——Aı 
6 De = X 
BEER, 
6 Xo = X F) 


die Gleichung des tetraedralen Complexes wird (vgl. $ 8 I unter 9) 873): 
a RE RER —0 la 


Die den Potenzen von S entsprechenden Wurzeln für x und o sind: 


Wurzeln für z: Wurzeln für o: 
SI li id || 
5? 1-1 02 -02 I. Sul Sl 02 % 
83 1 il i I ee 8 
S4 ls Te 02 1 Val A 70 
8°? 1 -ı 0 ie? ee 
Se a Ge) 
Si TE: Va Eee 
83 IL 1. I AA 0: 
Se Te ee ee 
Se 1 a 
ae Rz 10% ne Mr 0.0. 


Die Potenzen S$, St; 85, S’ liefern die vier zusammengehörigen zwölf- 
zähligen Collineationen, welche wegen «ı u —«s.«, auf eine Art eigent- 
liche sind, S? und S!° ergeben zwei zusammengehörige sechszählige 
Collineationen, welche auf zwei Arten eigentliche sind (vgl. unter I 2a) 
dieses $) und für welche das Haupttetraeder dasselbe ist, wie für die zwölf- 
zähligen; S3 und S® ergeben zwei zusammengehörige vierzählige, St und 
5° zwei zusammengehörige dreizählige geschaarte Collineationen (vgl. 
unter I A 3) dieses $), deren Axenpaare bez. die Kantenpaare X, Ka» und 
Kr, K;, sind und endlich S$ bedeutet eine geschaart-involutorische 
Collineation mit dem Axenpaar Kr, Ka. 

Die Elemente des Haupttetraeders für die hier in Betracht kommen- 
den zwölfzähligen Collineationen sind in $ 8 unter 8), 9) Formeln (36) und 
(37) angegeben. 

11* 
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5) Fünfzählige Collineationen. 
Dieselben sind nur auf eine Art eigentliche: die Transformations- 
formeln werden: 


el =Z = = TE N 
IM [07 Xr = —Xı cos —E sın 5 
7 „u eWr7 E E14 a x 
ä RE in— —X; — 
hm (66«) 0 X X, sin z X» e0s = 
TR er . 2 Da og, 
Ami 0X = X eos 4 sin. (668) 
ıZt=e°’Z & a 3. 27 
ö z oX’= X; sin = + X, 608 — 
5 5 
[07 D. = X; 
ONE Ne; 


die Gleichungen der beiden tetraedralen Complexe 2, von denen der erstere 
zu den den Substitutionen S, S*, der andere zu den den Substitutionen S2, 83 
entsprechenden 'Transformationen gehört, werden (vgl. $ 3 I unter 12) (409%) 


(408°): 


£ 2 EL er u en 
= (X1?-+X32) Se -H (X3?+X42) m + (X32-+X42) ——0) a (66y‘) 
77 708 T 7 TT 7 a 
Xr+X32) sın 70 AP+X2) a z -} (X52+X2) — HE er: (667°) 
Die den Potenzen von S zugehörigen Wurzelwerthe für z und o sind: 
Wurzeln für r: Wurzeln für o: 
mi _4mi Ami ni ni dmi Ami 
Sl (ey Porto fo 1 Be 1 Boxö en oe eo 
ii ri mi ii Ani ii mi 
SZ el Fee oe x 
Ari mi Mi Ai im mi mi ( (9 
SS a a 17 Se WSTfensne Drehle> 
2ni Ani _ 4m _ mi 2ni dni Ani 
STR a ea 


Die Potenzen S, St und 52, S? liefern die zu je zweien zusammen- 
gehörigen fünfzähligen Collineationen, welche wegen «a «=««; auf eine 
Art eigentliche sind; die Elemente des Haupttetraeders für die hier in Be- 
tracht kommenden fünfzähligen Collineationen sind in $ 8 I unter 12) auf- 
geführt. 

II A) Specielle Oorrelationen. 
1) Polareorrelationen. 

Die hier auftretenden Polarcorrelationen werden in Beziehung auf 
ein Coordinatentetraeder, welches hinsichtlich der Basis sich selbst conjugirt 
ist, durch die Formeln: 
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t FAK — + Zı 
t !=-+Z 
t Z3' —— 3E Zs 2) 
t is _— SE Zs 
die Basis durch +22 +Z22 + ZI + Z2=0... 0.0. 0.000067 
eder durch _ 522 22-22 u 20 0, 2 nennen 1 (678%) 
dargestellt. Für die vier positiven Vorzeichencombinationen, z. B. 
Berge Zr) 
werden die entsprechenden Formeln in X;: 
6 Xı' = Xı 
o X" —=-X5 
6 X‘ = —X3 
ee. a2 
Ö su = — X 
‚ eo N —=X; 
die Gleichung der Basis wird: 
a2 Ku RD ee enge (670) 


oder N HF X FI = MN Nenn. (676°) 
Diese Basis bildet die „Grundregelschaar“ der beiden Netze von Complexen: 


dı Xı nu di4 Xu + Ad; X ——0) | 
Bo ta X ta, X =0, | a 
welche durch die Polareorrelation in sieh transformirt werden. Für die vier 


. (67%) 


negativen Vorzeicheneombinationen, z.B. — + + + ....(F%) erhält man: 
[77 Xı — X9 
{7} Xy — 2. 
ers) 
[7] X = Xa3 
oX —X 
[07 X — N; 


und als Gleichung der Basis: 

KL) + B—- X + X—=0. .. 0.0.0.0. (670) 

oder (a ER TO EIERN —0 0. 2 une. (670) 
(Vgl. (186) und (182) in $ 7). 

Diese Basis bildet die „Grundregelschaar“ der beiden Complex-Netze: 

au Ki FR) ta BB FI) + FN)—=0, . . . . (678% 
welche dureh die Correlation in sich übergehen. Z. B. in Beziehung auf 
die Fläche FV ... Z?+ 224 Z24+Z2—0 als Basisfläche wird die Fläche 
(679: FÜ... Z2+ Z2— Z2—Z2—0, welche mit FÜ) ein Vierseit (35), (46) 


gemein hat, in sich auf die erste Art, dagegen die Fläche (672): 
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F® ... — Z2+ Z2+ 2324 Z2—0, welche mit F) eine conische Berührung 
hat, in sich auf die zweite Art transformirt. 

Wählt man dagegen als Coordinatentetraeder ein solches, dessen 
beiden Kantenpaare zwei Geradenpaare der beiden Erzeugungen der Fläche 
sind, dessen Eekpunkte und Seitenfläche also der Fläche angehören (ein 
sog. Polartetraeder besonderer Art), so erhält man für X,, X, und XK,,, K, 
als Erzeugende: 


a =“ | und als Gleichung der Basis: 
ze z. un EIER ae (a) 
DEZ Zn | oder ZAAt+y2Z—0 ee (679, ‘) 
el 
{7} X — Xı 
{0} Xp‘ — X 
ee ” und X? + X92 + X = 0 oder X? + X? +X2—=0... (679) 
exe x, (6772) resp. X X HN —0 oder X HXE RE =0... (679) 
oX’— FA, 
OR — +Xs 


Die Netze von Complexen, deren Grundregelschaar diese Fläche 
ist, haben zu Gleichungen: 
ah ta + u —0 | 


aha +; K—0]| a A 
dz X3 —_ dt4 X4 + ds X; —() | (679; ) 


(Bra) und 3X + m N + —O0.| 
Die hier in Betracht kommenden Correlationen haben zu Basisflächen 
die 10 Fundamentalflächen F'), die 60 Flächen F®, die 90 Flächen F®) 
und die 180 Flächen F®) (vgl. $ 7 unter 1), 2), 3), %)). 
2) Nulleorrelationen. 

Es treten hier nur die Nullsysteme auf, deren zugehörige lineare 
Complexe die 6 Fundamental-Complexe C,,, und die 30 Complexe C,, (vgl. 
$ 6 (14«) (148)) sind. Für einen Complex X, = 0 lauten die Transformations- 
formeln in Bezug auf ein Teetraeder, dessen Gegenkantenpaar X,,, K;, ein 
Paar hinsichtlich des Nullsystems conjugirter Polaren ist, während die vier 
übrigen Kanten Complexstrahlen darstellen: 


t 271 = Z> | 0 X — —Xı 

t Z=-Zı x OR, 
U | 2 X — Ks | .ggg 
t Dh DV oX—=NX ' 


a a 
- 
SaRs 
- 
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Alle Complexe des „Gewebes“: 
ta trau tu ta K—0, . .  . » (6 
zu welchen der Complex X; =0 in Involution ist, werden in sich trans- 
formitt. 
Für ein Nullsystem, dessen zugehöriger linearer Complex ein Com- 
plex Co)... ©, +2,09 ist, kann diese Form leicht durch Coordinaten- 
transformation erhalten werden. 


Für eine Correlation Z5; = 3 Bir Zu 6 k=1, 2, 3, 4 liefern bekanntlich 


die Wurzeln der biquadratischen Gleichung, welche durch Nullsetzen der 
Determinante entsteht, deren Diagonalglieder #;; (@—1) sind, während zwei 
symmetrisch liegende Elemente durch 0 — Pr und 0% —Bir dargestellt sind, 
die vier Werthgruppen Z;, welche die mit ihren entsprechenden Ebenen 
ineidenten Punkte bestimmen. Die Wurzeln dieser biquadratischen Gleichung 
werden bei einer Polarcorrelation oe —=1, 1, 1, 1, bei einer Nullcorrelation 
ee, eh al, le 

Die Gleichung 6ten Grades in so, deren Wurzeln die bei einer Corre- 
lation festbleibenden Geraden und linearen Complexe bestimmen, hat für 
den Fall einer Polarcorrelation (vgl. (677)) die Wurzeln 6=1,1,1,—1,—1,—1, 
für den Fall einer Nulleorrelation (vgl. (68%)) die Wurzeln 6=—1,1,1,1,1,1. 

3) Correlationen mit Axen. 

Bei einer derartigen Correlation sind die beiden sich involutorisch 
entsprechenden Axen g,, 9 dadurch ausgezeichnet, dass zwei bestimmte durch 
9, gehende Ebenen 77,, 7, bez. mit den ihnen entsprechenden Punkten ®,, ®; 
von 9 ineident sind und dass die Punkte von g, in incidente Ebenen von 
9, übergehen, während den Ebenen durch g, (ausser 77, und 7A) nicht inei- 
dente Punkte von g, entsprechen. Es bleiben also die Geraden der beiden 
ebenenStrahlbüschel ®,, 77) und (®;, IR) bei der Correlation fest; der Com- 
plex 2‘ zweiten Grades zerfällt in zwei lineare Complexe, welche sich durch 
die Correlation vertauschen, während zwei andere, demselben Complex- 
büschel angehörige lineare Complexe in sich transformirt werden.') Die 
durch die Correlation in sich transformirten Flächen 2ten Grades können 
auf die erste oder zweite Art in sich transformirt werden; wir unter- 
scheiden hiernach Correlationen mit Axen von der ersten oder zweiten Art. 


1) Vgl. Clebseh-Lindemann: Vorlesungen. S. 411 unter 11). 
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Für das Folgende kommen nur vierzählige Üorrelationen mit 
Axen und zwar von der ersten und der zweiten Art in Betracht. Wird ein 
Tetraeder zum Haupttetraeder gewählt, dessen Kanten X, und X;, bez. gı 
und 9, sind, während 77,, Il, die Ebenen E,, E,,®, und ®, die Eekpunkte €; 
und €, repräsentiren (durch einen auf g, gewählten Punkt € sind dann E,, 
€, und E, bestimmt und die vier Kanten X;, Ki, Ks, Ka, entsprechen sich 
selbst), so wird die vierzählige Correlation mit Axen der ersten Art 
durch die Formeln ausgedrückt: 


t Z'=-Z 6 REINE 
t Zu = Zı ö RS: — — X, 
23 x 69 = = 22 
EZ’ =iZ, er eK —= X; (693 
t Z'=iZ, 6X —=—X, a 
ka © Re —— —X, 
oO —X,. 


Das Quadrat dieser Substitution ergiebt eine involutorisch geschaarte 
Collineation mit den Axen g,, 9, die dritte Potenz wiederum eine Correlation: 


t YAR — 7, | [0] Ru ER 
t 7% = Z, 1 {0} RN — —X, 
t 7 = Zu (69«‘) 6 ISCH =, X. (698% 
Bee EN b 
eK —=-X, 
oX—=-A,;. 
DIR KA ER) OEL (697) 
Die beiden Complexe: =, —=-0 .......... (69) 


werden in sich transformirt; die durch die Correlation in sich transformirten 
Plächen’z.B. E70 14 (FO) und 4 3+3Z4=°... (FÜ), gehen 
auf die erste Art in sich über. 

Eine vierzählige Axencorrelation der zweiten Art wird dagegen 
für dasselbe Haupttetraeder durch die Formeln charakterisirt: 


t Zu | ö IN 
t Z,' —— Zu Er 0 X, = Xı 
t 7: 4‘ == Zn (70e) 6 Xa' — — X, (70 N 
Zi = 2 | oX—=X 
6 X,‘ =N, 
ö Kr = —A,. 


Das Quadrat dieser Substitution ergiebt wiederum eine involutorisch ge- 
schaarte Collineation mit den Axen 9, 9, die dritte Potenz wiederum die 
Correlation: 
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t Zu 225 {7} I — 2 
t Zi —— —Zı [7] X‘ = X, 
- OÖ 4 = = 
t ZZ —=Z, | m ohy—NX, | (70°) 
t Zu — Z3 Ö X — — 3 | 
oh =-% 
{7} Du = RE 
BEE 0... 27 SM 5 (| 
Die beiden Complexe: + =0, U B—=0 ... . . (700) 
werden in sich transformirt; die in sich transformirten Flächen z. B. 
Z>+2Z2+22+Z2=0... (FÜ), 224 22—Z2—Z?—=0...(FV) 
Z2—22+ 22-220... (FW), 22-22 -2Z2+2Z2—=0...(FÜ) 


gehen auf die zweite Art in sich über. 

Die Wurzeln go der charakteristischen biquadratischen Gleichung 
(vgl. 2) am Ende) werden für beide Fälle e= 1, 1, —1, —1; die Wurzeln 6 
werden c—=1l, —L 4, —, —i. 

Die im Folgenden auftretenden derartigen vierzähligen Axencorre- 
lationen sind einmal solche erster und zweiter Art, deren Axenpaare die 
Geradenpaare e und bei welchen die Haupttetraeder je eins der 15 Funda- 
mentaltetraeder 7; sind, ausserdem noch solche zweiter Art mit je einem 
Axenpaar g, bei welchen die beiden Punkte ® und die beiden Ebenen 7 
zwei verschiedenen Fundamentaltetraedern als Eckpunkte bez. Seitenflächen 
angehören. 

4) Correlationen mit zusammenfallender Kernfläche. 

Ueber diese Correlationen ist bereits in $ 8 unter II) das Nöthige 
gesagt und eine Zusammenstellung der im Folgenden in Betracht kommenden 
Complexe 2ten Grades, der Singularitätenflächen, der festbleibenden Com- 
plexe (unter (41«) bis (41:)) gegeben worden. Die Wurzeln der charak- 
teristischen Gleichung in e (vgl. (416)) und (412) werden eine Doppelwurzel 


nz , = — (m +») und eine Doppelwurzel e = — an — (#2); die Wur- 
zeln der Gleichung in o (vgl. (41.%)) werden: 
G—=m4+V, =, „da —vy' ar 1, 1,1, —|. 
a) Für die vierzähligen im Folgenden auftretenden derartigen Corre- 
lationen ist: ee Gr % ange 
5 Bi Ba 
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die Transformationsformeln werden also (vgl. (416) und (41e‘)): 


a [0] VS) | 
a | oN—-X | 
Ä a oXy—N, | 
t Zı ne: | (71e) ee (718) 
Ne OERSE IRE 
DEE 0X —=—X, J 
2 Z’=Jj2Z 
E Z=-j2 
il 2 = X?+X2+2 X —=(, . . . (71y) 
D De —=—— 2: 7 u 
3 j Y (71e‘) 
} 1 | 
bo Zi==Z | 
J 


also  g=i, i, —i, —i 


0=u —y 1, % 1% = | y 9 


Die 2te Potenz der Substitution ergiebt eine involutorisch geschaarte Colli- 
neation mit dem Axenpaar X, und XK,,, die 3te Potenz die zugehörige vier- 


zählige Collineation, für welche in den Formeln (71a) und (71e‘) j und ; 


mit einander zu vertauschen sind und in (718) die beiden ersten Formeln 
{7 2.0 = — X, 
an lauten. 

Für die drei hier in Betracht kommenden Gruppen von vierzähligen 
Correlationen sind in & 8 II unter 1) bis 3) die zugehörigen Complexe 2‘, 
die Singnlaritätenflächen, die festbleibenden Complexe u. s. w. angegeben 


worden. 


 b) Bei den sechszähligen derartigen Correlationen sind zwei 
Fälle zu unterscheiden: 


e) Erster Fall: 


® =ntVY=—a, = = | 
j \ nn . (726) 
B, = 1, — 9 —=—q}, vy' (20) == v3) 
Die Transformationsformeln werden: 
DEZIEE 0875 Zen 0274 
Zt lea De... lan 


t Zu = 027, t I zZ 
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ER dla e. 
oe X'—;X+3V3X, 
- 1 
vu Ayvsx4lx| 
ö X —= X, | (72y) 
AR 
BREI 
oX —= X 
=XN?+X2+4X2=0 .... 20) 


ve Ste Potenz dieser Substitution er ieh die zugehörige sechszählige 
Correlation, für welche in den Formeln (728) und (723) « mit a? zu ver- 
tauschen ist und in den beiden ersten Formeln (72y) die 3 das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen erhält, die 2te und 4te Potenz repräsentiren dreizählige 
geschaarte Collineationen (vgl. Formel (589) für m = 3), deren Axen- 
paar X, und X,;, ist und endlich die 3te Potenz der Substitution ergiebt eine 
Polarcorrelation, deren Basis die Singularitätenfläche X?+X?+ X? = 0 
ist. Es kann dies Verhalten sofort aus den Werthen für die Wurzeln o, 
welche den Potenzen von 5 entsprechen, geschlossen werden. 

Man hat nämlich: 

Wurzeln o: 


5 —&, —a 1, 1,1 —1 | 

IS Er, TE ECT CT: 
Be, Sa 2 
Des: Alsrsihre; DE aaa.) 1 
SB. —a, 1.1. 1, —1 ) 


Die Complexe 2‘, die festbleibenden linearen Complexe u. s. w., 
welche bei den nachfolgenden, diesem ersten Falle entsprechenden, sechs- 
zähligen Collineationen auftreten, sind in $ 8 II unter 4) (Formeln (45)) 
angegeben. 

ß) Zweiter Fall. 


ß, 1 
Bm Paulanı— 0, en 
x 1 E ; (73e) 
u =='U 9 — v5" = a2, Day — (a—.«a?) = >V3 
Die 'T'ransformationsformeln werden: 

t Z, — IE ZI, WI 0274 
AR 10,027: 

- 0 (738 > ® © (738% 
a A 
Z Zi =-a?2Z, 1 Zn 0 zZ 


92 Edmund Hess, 


. Ve nee 
6 X'—=-5X—zV3%,;| 
ö X,‘ — ya X, &. X, | 
2 Kuss 

hm | 739 
DRG RG | 

DEREE —IRE 

re 

2! == X? + Xy? + : X? = . . . . . . . . . . . (730) 


Auch hier ergiebt die 5te Potenz dieser Substitution die zugehörige sechs- 
zählige Correlation, für welche in (738) und (739) « mit a? zu vertauschen 
und in den beiden ersten Formeln (737) der 3 das entgegengesetzte Zeichen 
zu ertheilen ist, ebenso liefern S? und S! dreizählige geschaarte Col- 
lineationen (vgl. Formel (583) für m = 3) mit dem Axenpaar X, und X,,, 
dagegen ergiebt die 3te Potenz S® eine Nulleorrelation, deren zugehöriger 
linearer Complex X,=0ist. Man hat nämlich: 


Wurzeln o: 


Se ee el 

2 ner RO, Ka 
See el | (738) 
SA ee zer aa To ale | 

To A ee 7 a le 


Für die beiden Gruppen der im Folgenden auftretenden, diesem 
zweiten Falle entsprechenden sechszähligen Correlationen sind in $ 8 II 
unter 5) und 6) die Complexe 2‘, die festbleibenden linearen Complexe u.s. w. 
aufgeführt worden. 


II B) Allgemeine Correlationen. 


Von allgemeinen Correlationen kommen hier nur die bereits in $ 8 
unter III (Formeln (48)) charakterisirten 2m-zähligen in Betracht und zwar 
für die Werthe m =3,4, 6,5. Die Wurzeln o der charakteristischen 
Gleichung werden (vgl. (480)): 


du Ga Gy Os 
=) re 
ar Aı 9 


während die Wurzeln o der Gleichung 6ten Grades werden (vgl. (488)): 


n 4 D 
o=vı Ep, Vz ED3, Y, —D;. 
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1) Sechszählige Correlationen (vgl. $ 8 IH unter 1) und 2)). 
Die Transformationsformeln werden: 


ie 1 an 
Zu Ze | a a 
= = 5 (74«) 1 1 
| EN 
: z, r Z, Ö 2 5 V j 2 | 
‘ 4 > — 1! z > 
zu, | oXı tl x, cas) 
b: Zu — a? Z; (74«‘) 2 1 # 1 
[7 RN (275) 6 X=—;V3X,+5X, 
Ü 2 —=Z : 5 
{0} Re — X, 
ocX = —X ) 
v, = 1; 2 I Vor— 2 \ 
z 2 
vy—=ıy=i v3 nn 
Wurzeln o=1,1, a, a2; (746) 
B oc=l,—-1,0,—a, a2, —a2. | 


Die 5te Potenz dieser Substitution S ergiebt die zugehörige sechs- 
zählige Correlation, für welche in (74«) und (74) « mit «? zu vertauschen 
und in (749) der 3 das entgegengesetzte Vorzeichen zu ertheilen ist, die 
2te und 4te Potenz repräsentiren dreizählige axiale Collineationen 
(vgl. unter I A 3) dieses $), deren Axenpaar durch X, und X, gebildet 
wird, die dritte Potenz der Substitution endlich ergiebt eine Polarcorre- 
lation, für welche die Basisfläche die Fläche Z, 3, + 32 = ist. Diese 
Beziehungen folgen sofort aus den Werthen für die Wurzeln so, welche den 
Potenzen von S entsprechen. 


Für die beiden im Folgenden auftretenden Gruppen von je 640 und 
1920 derartigen sechszähligen Correlationen sind in $ 8 III unter 1) und 2) 
die Elemente der Haupttetraeder, die Gleichungen des Complexes 2“, der 
beiden auf die erste Art festbleibenden Flächen @, und @,, der festbleibenden 
Gewinde u. s. w. angegeben worden; der tetraedrale Complex der Wechsel- 
strahlen (vgl. $ 8 unter (489) und (484) zerfällt hier wegen »,‘=»,‘ in die 


1 speei 1 » x 2 | —0 | 
beiden speciellen linearen Complexe ee: 


der beiden Kernflächen sind in (49x‘) u. (49x“), die Gleichung des Systems 


Die Gleichungen 


der sich auf die zweite Art entsprechenden Flächen ist unter (489) an- 
gegeben. 


94 Edmund Hess, 


2) Achtzählige Correlationen. 
a) Die beiden festbleibenden Complexe sind X, =0, =0 
(vgl. $ 8 III unter 3)). 
Die Transformationsformeln sind: 


t zZ‘ — Zu (je, es 1 
mr oX, 7% (Xı+ X) 
R 1 75@ = 1 = - 
t Z; 7 2, u oXy = sea 
t Zu = Z, = 1 y _ 
0% —= (N X, (75 
"DZ, 3 ya‘ 3 ), (758 
N) ae 1 DE 1 Yv 
"2 =, Z; (756°) oX—= v3 (X3-+X,) 
RE E RE RE ) 
Dan oX—=—NX, 
el a Es (757) 
»“ — Dy‘ — Ei i/25 
Wurzeln 0 = 1,1, — 
MR Ser I Po: (756) 
n I = 1; 1, , a RR) 7 
5 a, 


Die Potenzen S, S’ und S®, S> der Substitution ergeben die zu je 
zweien zusammengehörigen achtzähligen Correlationen; in S und S7 (vergl. 
Formeln (48:) in$ 8 III) haben », und », das obere, »\‘—=»,‘ bez. das obere 
oder untere, in S? und S5 haben », und », das untere, »,‘—»,' bez. das untere 
oder obere Vorzeichen. Die Potenzen S? und 5% ergeben zwei zusammen- 
gehörige vierzählige axiale Collineationen (vgl. unter I A 3) dieses $), 
deren Axenpaar X,, u. X,, sind und endlich St repräsentirt die geschaarte 
involutorische Collineation mit demselben Axenpaar (vergl. I A 2)). 
Aus der folgenden Zusammenstellung der Werthe für «4, &s, &32, @ und 
der Wurzeln für o, welche den Potenzen von 5 entsprechen, sind diese 
Beziehungen sofort zu entnehmen. 


Werthe für a, a3 2 ag: Werthe für die Wurzeln o: 
& l EP] E 1 
Se N Er N el 
Ä u | 
A De en Ei 
1 1 a | : 
83 lee 1 ——n 1 Se eig, far J 1l- —l 
J j J J 
8 1.,—1. 1 .-1\, -14, -1,-1, 1 1 N (758) 
gi! 1 1 | 
55 1-43 -— 1 1 Ba | 
J J J 
56 1-1 N 1 a a a Pi el 
2 1 il 1 
Sr 1: 1 ee 
J / /] } J . 
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Die Gleichungen der Kernflächen sind (vgl. (48x,) und (48x,)) 
füristundS VER V2 ZZ + ZZ, = 0] 


er . (759) 
K, . . . BZ) Zi |] 

für 8 und $: & ..:..1RZALH-33=0] . (750% 
K; v2 zZ 4, — ZZ—=0|) 


Die Gleichung des Systems der sich auf die zweite Art entsprechenden 
Flächen 2ten Grades ist unter (480) angegeben. 

b) Die beiden festbleibenden Complexe sind: 
XK—X—=0, 8 +X — 0 (vgl. $ 8 III unter 9). 

Die Transformationsformeln sind: 


sn x 1 
FR e sA=- (X +X%;) 
t A (76 ) Kr 
& pe #5 : 
Ba X 8%) 
Dr en | 2 1 e 
Zu X; a . (76ß) 
t Zi = 72 | (760) x. 1 K+X 
& VAN —— le 
2; Z | 4 v2 3 4) 
4 u 6 EIG 
A oN—=X, ] 
tl nr no 764) 
v'—ı y—+y2, v,—2 | 
Wurzeln: 9 —=1,1,, —i 
RI 1 1,1760) 
o—|], —, er EEE 
ee N 


Hinsichtlich der Potenzen dieser Substitution gilt dasselbe wie für 
die unter a) betrachtete Substitution, wie dies auch aus folgenden Werthen 
für &4, &s, @3, @u, welche den Potenzen von $ entsprechen, zu erkennen ist. 

Werthe für: «, aa O9 Ay 
1 


Ss Dee 1 —- 7 1 
J z | 
SU 1 —i i 1 
SE -- 1 
SER —1 -1 1 | (76€) 
1 
85 . . . . 1 =: — 1 
j J 
SE 1 Ü —i 1 
5! 1 I 1 
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Für die beiden den Fällen a) und b) entsprechenden Gruppen von 
je 720 derartigen achtzähligen Correlationen sind die Elemente des Haupt- 
tetraeders, welches bez. für beide Gruppen dasselbe ist, die Gleichungen 
der Complexe 2“, der festbleibenden Flächen @,, @,, in $ 8 III unter 3) 
und 4) angegeben worden. Die Gleichungen der beiden Kernflächen für 
Sı und S’, S® und 5° sind unter (52°) und (52e“), die Gleichung des Systems 
der sich auf die zweite Art entsprechenden Flächen 2ten Grades ist unter 
(480) angegeben. Für beide Fälle zerfällt wegen »‘=v,' der tetraedrale 
Complex der Wechselstrahlen in die beiden erwähnten speciellen linearen 


Complexe. 
3) Zwölfzählige Collineationen (vgl. $ 5 III unter 5)). 
t 21: = ajZı [7] X . — X, ] 
t Z' — «2 Zz [0] xy‘ — 2° | 
1 er 
t Z; = 07 Zn | (77) Ö De —.X, + y 3 X, 
A ER | (778) 
t Zi = a2 | 6 Nun) Bo 
ER ON-R, 
t 7 = ("- Zı | 6 = J 
Dez \ (77%) 
J 
t Za' = —a? 7 Z 
t Zr = a) zZ 
I — 0, v; — —e A —2 | (777) Wurzeln ee = ai, —an, ai, —aı | (776) 


ah 2 —= —iV3, v.'—0| | 
Den Potenzen der Substitution S entsprechen folgende Werthe für 
die Coefficienten «;; und die Wurzeln o: 


Werthe für &ı a5 0» Bann Werthe für die Wurzeln eo: 
e a 5 1 1 ; - 
Se 0, 0, rn u a nl 
J 7 
2... di aM, -ai el 1, oe 
1 1 Ä = A L 
SS... =, 5, J ei, 7, 
3 ) J 
> & a2, & a? 1, Esasal:> 1 
u) 1 1 9) 
>> 027, 09 u 5 eat Zi 
RL irn A i 2, en (778) 
N We © h 
S' ea 0=, -0), 07 ee 
k J J 
88 a2, & a2, c 1.4 More 
1 1 3 
89 7 7 —— re De 1 1 1 —1 
] J 
S10, ai, oA, -ai, a“ a 
al 1 : 
pas -07-, —-0-, 09 [27] —1 ER 1, —l J 
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Aus dieser Zusammenstellung ist zu entnehmen, dass die Potenzen 
S, 85, 87, St! die vier zusammengehörigen 12zähligen Correlationen, S? und 
5! zwei zusammengehörige sechszählige Collineationen (vgl. unter 
I B) 3) a) dieses $ und $ 8 I) unter 8)), deren Haupttetraeder dasselbe ist, 
wie für die zwölfzähligen Correlationen, S® und S° zwei zusammengehörige 
vierzählige Correlationen mit zusammenfallender Kernfläche (vergleiche 
unter II A) 4) a) dieses $), 5: und $S° zwei zusammengehörige drei- 
zählige geschaarte Collineationen mit einem Axenpaar % (vgl. unter 


I A) 4) dieses $) darstellen, während 5% eine involutorisch eeschaarte 
5 ) Fe) 


Golli S ER 1205080, 0 RER: 
‚ollineation mit dem Axenpaar |1-40000[ repräsentirt. 


Für .die im Folgenden auftretenden 960 derartigen zwölfzähligen 
Correlationen sind in $ 8 III unter 5) Formeln (53) die Gleichungen des 
Complexes 2“, der festbleibenden Flächen @,, 6,, der festbleibenden Com- 
plexe und des tetraedralen Complexes der Wechselstrahlen, sowie die Ele- 
mente des Haupttetraeders angegeben; ebenso auch die Gleichungen der 
beiden Kernflächen X, und A$.. 


4) Zehnzählige Correlationen (vgl. $ 8 III unter 6)). 


zei " DI 2n 
um GEN 2 in ——. X. | 
ae 1 cos, X, -+ sin 5 X, 
Zi # OT 2 = 
u, N =-sinn.Xı+cos. X, 
a 3mi "| 080) 4x 4x7 
a kr, 6X; — cos. At sin. X, \ (783) 
wi 3 BYE be 4x 
==, en ee n A & 
er 6 X’ —-sin 5 . Ay + 608 5 .X, 
zi oA'—N, 
UZuelNd, 6 X ——N,, ) 
f Zi = e!VZ, hat, 
Ba (78«‘) 
"ZZ =e 10 28 
IL 
EN —K 10 Zı 
5 27 RIG 1 4r 
wobei eo Z— sin — ts p, cs — en. cotgp. (78$)) 
R I 
9 Q — ) er == 1 
2ı — 2008 tunen PD 208. — —-cotgp, ; —2, | 
} Den Ü j 9) 
vy'—=—2i sin > Tran: = is — =, 0 
sing sp 
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ni ni 3mi _ 3nü 
Wurzeln o=e°’,e ?,e°’,e | 786 
Ma mM di ir , 
” oc—|1, -1, ed, e BeNPne eh 


Coeffieienten &;; und der Wurzeln o: 


Werthe für Ay &yy &33 Ay: 


ar 


m m mi 
1 e UF 


ai Ini 


wi 3m 3m mi 
Seren) 
anti Im 9Imi mi 
10 ‚e 10 e 10 ne 10 B 
ri Ami Ani mi 
Dun Sum. mb EINS 
ae 
1, ), 1, D 
By 7 zwi ni 
5 e > Be 2,7 e ? 
Tri m mi Tui 
10 @ 10, el0, e 10 2 
Ani Yıi mi Ami 
5 „e 5 „e b) "Re 5 
Imi Tni Tni , Imi 


10 e 19 ett, e 19 


Werthe für die Wurzeln o: 


ar mW ri 


2mi Ini 
5 


Den Potenzen der Substitution S entsprechen folgende Werthe der 


— 


m, 


Diese Zusammenstellung lässt erkennen, dass die Potenzen S, 8°; S#, 87 


die zu je zweien zusammengehörigen zehnzähligen CUorrelationen, die 
Potenzen 82, Ss; S4, 86 die zu je zweien zusammengehörigen fünfzähligen 
Collineationen (vgl. unter I B) 5) dieses $), deren Haupttetraeder dasselbe 
ist, wie für die zehnzähligen Correlationen, darstellen, während S5 eine 


Nulleorrelation mit dem linearen Complexe X, = 0 repräsentirt. 


Für die 2304 hier auftretenden derartigen zehnzähligen Correlationen 
sind in $ 8 III unter 6) die Gleichungen der beiden Complexe 2“, 2,, der 
festbleibenden Complexe und Flächen, der beiden tetraedralen Complexe der 
Wechselstrahlen, sowie die Elemente des Haupttetraeders (vgl. $ 8 I 12) unter 
(408), (408), (40y)) angegeben worden; ebenso auch die Gleichungen der 
beiden Systeme von Kernflächen X‘, K, und K,“, K,“; nämlich für $ 
und S° unter (549), für $? und $? unter (549). 
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s 10. 
Uebersicht der linearen Transformationen der Cf. (6015, 306). 

Mit Benutzung der in den vorhergehenden Paragraphen gewonnenen 
und zusammengestellten Resultate werden wir nunmehr ohne Schwierigkeit 
unsere eigentliche Aufgabe, die sämmtlichen linearen Transformationen der 
Of. (60,,, 30,) aufzustellen und nach ihrer geometrischen Bedeutung zu 
interpretiren, zu lösen im Stande sein. 

Wenn man unter Zugrundelegung des Fundamentaltetraeders 7, mit 
den 6 Linieneoordinaten x, ©» .. . x, sämmtliche Permutationen: 

Fein (GEN &rs2:) 
unter gleichzeitiger Anwendung der 25 — 32 Vorzeicheneombinationen: 
he 6 0 Ra re 2773) 

vornimmt), so ergeben sich im Ganzen 6!25 — 23040 Substitutionen. Dabei 
bedeutet jede aus einer geraden Anzahl dieser beiden Elementaroperationen 
zusammengesetzte Aenderung der x; eine Collineation, jede aus einer 
ungeraden Anzahl zusammengesetzte eine Correlation, sodass also 
11520 Collineationen und ebenso viele Correlationen resultiren. 

Diese Transformationen lassen sich in den auf dasselbe Fundamental- 
tetraeder 7, bezogenen tetraedrischen Coordinaten 27 oder u l=1, 2, 3, 4) 
ausdrücken, indem man zunächst die Plücker’schen Liniencoordinaten p‘ 
durch ?;x darstellt und aus diesen Relationen die Transformationsformeln in 
Punkt- oder Ebenen-Coordinaten erhält; die hierzu nöthigen Rechnungen 
vereinfachen sich wesentlich zufolge der besonderen Form der Substitutionen 
(79e). Die Collineationen, bez. Correlationen werden alsdann durch folgende 
Formeln ausgedrückt l=1, 2, 3, 9: 


Ta — a,2Ar Y,2t a,,23t+ Q,,?4; ES — 4,,5:+4,%+4,5+4, Ge) 
ich = a,,2A+ a),22+ a),23+ a, 5 tz = 47,8 +4,%+4,,5 +4,,50- ehe (798%) 
„ und A,,. 4,, 4, Ar, die Coordi- 


naten der Eeken bezw. Flächen je eines der 15 Fundamentaltetraeder be- 
deuten. Bei reellen Werthen der Coordinaten ist Ay = a, bei imaginären 


worin die Coeffieienten «7, @,,, %,, % 


Am = m, WO dm der conjugirt complexe Werth zu «„ ist. Die sämmt- 


1) Vgl. W. Reichardt: Math. Ann. Bd. 28 S. 84—98 und H. Maschke: Math. Ann. 
Bd. 30 S. 496 ft. 
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lichen 24 Permutationen der Coordinaten für die Eeken (Flächen) jedes der 
15 Fundamentaltetraeder nebst den 8 Vorzeicheneombinationen ergeben 
15.192 — 2880 Substitutionen; ferner treten die Substitutionen auf, bei 
welchen die Coordinatenwerthe je zweier Ecken (Flächen) jedes Funda- 
mentaltetraeders und zwar 

der ersten und zweiten (oder der dritten und vierten) Ecke (Fläche), 

der ersten und dritten (oder der zweiten und vierten) „ . , 

der ersten und vierten (oder der zweiten und dritten) „, } 
mit dem Factor © multiplieirt sind, so dass aus den mit den Vorzeichen- 
combinationen versehenen Permutationen dieser Werthe weitere 3.2880 — 8640 
Substitutionen resultiren, im Ganzen also 4. 2880 — 11520 Collineationen und 
ebensoviele Correlationen erhalten werden.') 

Wir wollen diese Substitutionen durch folgende abgekürzte Bezeich- 

nung darstellen; die Collineationen, den beiden Formen in (798) ent- 


sprechend durch: 


A, +, +5, +4), ;5 u +, +b, +4], 
[4 SE l,, ar i l;, +3 AR ; [+ bh, = Üly, +il], | (79y) 
[th u. al DE r 


(4, +ib, +ib, tu), 5; [ir Hib, Fib, +u),, 

die Correlationen, den beiden Formen in (793) entsprechend dureh: 
f, 3%, +5, 34h, 5; in tb, tb, +4), 
A, +, tik, +ill, ; A: +b, til, +ih], | 
(4, ib, +5, +ih]l, ; [a Hi, +5, Hi], | 
[4, +32, +il,, +1], ; 1; +tih, +ib, +4],- 


Hierin bedeuten 4, 4, 4,4, =1, 2, 3,4 die in irgend einer Reihen- 


(797) 


folge genommenen tetraedrischen Coordinaten der 4 Ecken (Flächen) «a, 
„Ar, 41, Ar, Ar) des Fundamentaltetraeders 7, p=1,2...15). 
Die Coordinaten der Ecken e; (der Flächen &) der 15 Tetraeder 7, sind am 
Schlusse dieses $ in der Tabelle (792) nach einer für die folgenden An- 


5, A; a „1? 


!) Maschke giebt 1. ce. die 4fache Zahl, nämlich 64. 720 Substitutionen an, welche 
Collineationen und ebensoviele, welche Correlationen bedeuten, indem er die sämmtlichen 
tetraedrischen Coordinatenwerthe noch mit —1, ö, — multiplieirt; doch kommen für die geo- 
metrische Deutung nur die bestimmten Verhältnisse der Coordinaten in Betracht. Vergl. die 
Bemerkungen bei H. Burekhardt: Math. Ann. Bd. 38 8. 183 erste Anmerkung und bei 
E. Study: Berichte der k. Sächs. Gesellsch. d. Wissensch. v. 9. Mai 1892. S. 123 Anm. 


A) Positive Permutationen: | 
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wendungen geeigneten Wahl der Aufeinanderfolge und des Proportionalitäts- 
factors zusammengestellt. 

Die geometrische Bedeutung der Transformationen wird sowohl dureh 
die Beschaffenheit der Wurzeln der Gleichungen 6ten Grades in o, als auch 
der Wurzeln der biquadratischen Gleichungen für die Collineationen in r, 
für die Correlationen in o bedingt und durch die Zurückführung der 'Trans- 
formationen auf die canonische Form (bei Zugrundelegung des Haupttetra- 
eders) nach den in den vorhergehenden Paragraphen gegebenen Regeln 
näher bestimmt. 

Die 16.720 = 11520 Substitutionen, welche aus einer geraden An- 
zahl der beiden erwähnten Elementaroperationen der &; entstehen und denen 
je eine Collineation entspricht, zerfallen in zwei Klassen von je 
8.720 = 5760 Substitutionen, von welchen die erste je eine positive Per- 
mutation der &; mit gerader, die zweite je eine negative Permutation 
mit ungerader Anzahl negativer Vorzeichen enthält. Ebenso zerfallen 
die 11520 Substitutionen, welche durch eine ungerade Anzahl der beiden 
Elementaroperationen entstehen und denen je eine Correlation entspricht, 
in zwei Klassen von je 5760 Substitutionen, von welchen die erste je eine 
positive Permutation mit ungerader, die zweite je eine negative Per- 
mutation mit gerader Anzahl negativer Vorzeichen enthält. 

Die beiden Klassen der Permutationen sind in übersichtlicher An- 
ordnung folgende (wobei (®;, &;,- - - ©;x) eine eyelische Permutation der Aten 
Ordnung bedeutet): 


B) Negative Permutationen: 


* 2 (r | 

1 Permutation (i,) Sal) (2) —=15 Permutationen (x;, &;,) 
2!—40 Permutationen (x;, &;, %;,) | 6\ /AN /2N 1 \ 
4\ 1 | 29 6) () (2) „0. (Fi, %i,) (Li, Ci) Ci, Cs) 
) 92 —45 n (Ci, %;,) (Fi, %,) | 6 He ar 
Er 3) (1). 3=90 (Ti, Fi, Ti, %i,) 
zu » an) a) 6\ /3 ) 

5 4) ( 3 () 2!=10 „ (&%%,) (Ci, %i,) 
0) ? (zi, %i,) (2i, %;, %i, %,) 6 
5) (6) .5!= 120 (ER I I, %, vi, %;,) 

41 — 144 2 (2, %, %i, %;, %,) 


Zusammen: 360 Permutationen. 


Zusammen: 360 Permutationen. 


| 
| 
| 


(796) 
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Für jede dieser Permutationsgruppen sollen nunmehr in den folgenden 
Paragraphen die zugehörigen linearen 'Transformationen, welche durch Hin- 
zufügen der Vorzeichencombinationen resultiren, nach ihrer geometrischen 
Bedeutung festgestellt werden. Es werden sich hierbei sämmtliche in $ 9 
betrachteten Fälle von Collineationen und Correlationen darbieten. Die 
gleichzeitige Darstellung dieser Substitutionen in tetraedrischen Punkt- und 
Ebenen -Coordinaten ist besonders für die Bestimmung der Elemente des 
Haupttetraeders, der festbleibenden Flächen 2ten Gr. u.s.w., dann aber auch 
deswegen von Wichtigkeit, weil hier die Unterscheidung der Substitutionen 
in reelle und imaginäre, welche bei Anwendung der x;-Coordinaten wegfällt, 
deutlich hervortritt. Die Art und Weise, in welcher sich die sämmtlichen 
Substitutionen auf die 15 Fundamentaltetraeder verteilen, wird aus der 
später $ 22 unter C) aufzustellenden Tabelle ersichtlich. 


Hier folgt zunächst die Tabelle für die Coordinaten der Ecken und 
Flächen der 15 Fundamentaltetraeder 7,, wobei die Ecken durch 1, 2, 3, 4 
die Flächen durch 1, 2, 3, 4 bezeichnet sind. Die Coordinaten der Ecken 
und Flächen sind mit Rücksicht auf eine spätere Anwendung mit solchen 
Factoren multiplieirt, dass für 7, .. 7, die Summe der Quadrate gleich eins wird. 


Bei der mit Rücksicht auf spätere Anwendungen gewählten Anord- 
nung der Ecken und der Vorzeichen für die Coordinaten derselben ist die 
Determinante für die 3 Teetraeder 7, .. 7, gleich +1, für die 3 Tretraeder 
T,.. 7, gleich —. 
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I. Substitutionen, welche den positiven Permutationen 
der x; entsprechen. 
s 11. 
Collineationen und Correlationen, welche der Grundpermutation 
(x) entsprechen. 
A) Collineationen, entsprechend den positiven Vorzeichencombinationen. 

1) Die der Grundpermutation mit durchweg gleichen (positiven) Vor- 

zeichen entsprechende Substitution: 
IR il 2 or 16)8 We er (80%) 
oder — 21 Od er (2) (80ß) 
bedeutet geometrisch die identische Transformation, bei welcher alle 
Elemente des Raumes festbleiben. Die 6 Wurzeln o, sowie die 4 Wurzeln 
z werden sämmtlich = 1. 

2) Die 15 den mit einer geraden Anzahl negativer Vorzeichen ver- 
sehenen Grundpermutation entsprechenden Substitutionen können als mit je 
zwei negativen Elementen #i, x, behaftet angenommen werden. Dieselben 
bedeuten sämmtlich geschaart-involutorische Collineationen, deren 
Axenpaar je ein Geradenpaar e = (, k) ist (vgl. $9 TA 2), welche sich ein- 
fach durch die beiden negativen Elemente #;, x; bestimmt. Der vierfachen 


= : eV) 
Wurzel o6—=1 entsprechen alle Geraden der linearen Congruenz a h 
der Doppelwurzel 6 = —ı die beiden Axen derselben, welche den übrigen 


4 Fundamentalcomplexen gemeinschaftlich sind. 


Bei diesen 15 Transformationen, bei welchen je eins der 9 reellen 
und 6 imaginären Axenpaare e, sowie alle diese schneidenden Geraden (also 
weitere 6 Geradenpaare e) festbleiben, geht jeder der 6 Fundamental- 
complexe und jede der 10 Fundamentalflächen F' in sich über; von den 
15 Fundamentaltetraedern bleiben drei, welche das betreffende Axenpaar als 


(12) 


(35). 
(51). 
(13). 
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gemeinschaftliches Kantenpaar haben, fest, während die übrigen 12 Tetra- 
eder in sich selbst übergehen. 

Bei Anwendung tetraedrischer Coordinaten werden diese 15 Substi- 
tutionen (nebst der Identität) durch die vier positiven Permutationen 1234, 
214334124321 der Ecken (Flächen) des Fundamentaltetraeders 7, 
und zwar mit gerader Anzahl negativer Vorzeichen dargestellt; die Wurzeln 
der biquadratischen Gleiehung in 7 sind die Doppelwurzeln +1, —1 für 
die 9hyperbolischen, den reellen, und +, — für die 6 elliptischen, 
den imaginären Axenpaaren e zugehörigen, geschaarten Involutionen (vgl. 
$ 9 (56«). In der folgenden Tabelle sind diese den 9 hyperbolischen und 
den 6 elliptischen Involutionen entsprechenden Substitutionen unter Anwen- 
dung der oben eingeführten abkürzenden Bezeichnung (797) zusammengestellt. 


| % 29 23,04% 2.2: 12 3 Aal 1 BO). a = 2%, a]: IA], 
(34). 
(56) . 


ec A ee ee een 
.. [8 2 03 0 —a; —ag] . .. 23 4], (14)... 22 8 —ay 8; 8) - - - d3—2 1] 


(45) . . . [a & 23 —aı —%; %) .-. [2 1 4 3], 
(16)... 2 2 23 24% —a) --- [3 4 1 2]ı 
(23)... [a —aa —23 2,2%, 2)... [4 3 2 1], 


.. [a 23 —a © —a; &] - - . 21 4-3], | (46)... . [2 0 23 —ay 8%, —a] . - . B—1—4 3], 

.. [2% 22%, 0 —a %) . - . [8 —4—1 2], | (62)... [2 —an 2; 8, 8, —2,] . - - B 41-2], 

. . [2 & —2 2% ©]... E3—2— 1], | (2)... [a —a2 23 —a4 2; 86) . . . [43 2 —1], 
3) Die 16 Transformationen 1) und 2) bilden eme Gruppe G., 

welche z. B. durch die beiden Vierergruppen (00), (35), (51), (13) und 

(00), (46), (62), (24) erzeugt werden kann,') wo (00) die Identität bedeutet. 


B) Correlationen, entsprechend den negativen Vorzeicheneombinationen. 


1) Die 6 Substitutionen, welche der mit je einem negativen Ele- 
mente x; versehenen Grund-Permutation entsprechen, bedeuten Null- 
correJationen, deren zugehörige Complexe de 6 Fundamental- 
complexe (,, sind (vgl. $9 II A 2). Die entsprechenden Formeln in 
Tetraedercoordinaten ergeben sich in leicht erkennbarer Zuordnung aus den 
Formeln (806), wenn statt der Ecken (Flächen) die Flächen (Ecken) von Z, 
eingeführt werden, nach der Bezeichnung (797) also über oder unter die 
Ziffern ein Horizontalstrich gesetzt wird. 


1) Vgl. E. Study: Sitzungsber. d. sächs. Gesellsch. d. W. Mai 1892. 8, 133 fi. 


Nova Acta LXXV,. Nr.l. 14 


| 
| 


(807) 


(806) 


Be 
FO, 
RR 
FÜ). 
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So ist .B. W... a 23 21%, 8]... 2—1 43]... [2-1 4-3], | 
(2)... [x —za 2 2 2, 88]... Bea... A, am] 
2) Die 10 Substitutionen, welche der mit je drei negativen Ele- 
menten =; behafteten Grundpermutation entsprechen, bedeuten Polarcorre- 
lationen, deren Basisflächen die 10 Fundamentalflächen F) sind. 
(Vgl.$ 9 II A 1). Die entsprechenden Darstellungen in Tretraedereoordinaten 
sind aus folgender Zusammenstellung (vgl. (179 in $ 7) ersichtlich. 
m 3 2 —a).. 2 3 A, |FN.. 


(808) 


a a —ay 05%) - | 2 1 —4 8], 


[: 
[a = —a 2 a; 0]. . [12-3 —4]ı ED 2. [X 2 23 —ay a, —a] . - [3 —41 2], 
[m —, —a 2% —a]. . [1 234), FW .. [a 0 —o; —a, —a, 2,].. [4321], 
. [x —a 23 a 2 2]. . [12 —3 4], 170 er Eh 
Er Moyzamagan, 
ZU. on 2 un, —a]..|2ar 2] 


Die sämmtlichen 32 Transformationen A) B) bilden eine Gruppe 6‘, 
in welcher die Gruppe G,, als „invariante“ Untergruppe enthalten ist. 


$ 12. 
Collineationen und Correlationen, welche aus den 
40 Permutationen (%;, %;, #;,) resultiren. 
A) Collineationen, den positiven Vorzeieheneombinationen entsprechend. 
Von diesen Substitutionen gehören je zwei als $S und S? zusammen, 
#15, 8 = (1a 22,25) = Ian 
ee 
während 53 —=1 ist. 

1) Die 4.40 — 160 derartigen Substitutionen, bei welchen sämmtliche 
Elemente ; positiv sind oder zwei der permutirten Elemente negative Vor- 
zeichen haben, bedeuten dreizählige geschaarte Collineationen (vgl. 
$SYIIA 4), deren Axenpaar durch je zwei Gerade %, (vgl. $ 3 (11)) gebildet 
ist. Der vierfachen Wurzel o=1 entsprechen drei in einem Büschel liegende 
lineare Complexe Q,, (vgl. $ 6 (149)), also alle Geraden einer linearen Con- 
gruenz, deren Axen sich aus den beiden anderen Wurzeln o—« und o= a? 
als zwei zusammengehörige Gerade %, ergeben (vgl. $ 6 am Ende). Für 
das obige Beispiel (81a) sind diese drei Complexe Co): 

23 —- 4 —0 | 
See or ee oe, (ehlien) 
u —- 0% =(; | 


(80%) 


NS 
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die Axen der Congruenz sind die beiden Geraden: 
Lore 0i.e /0,| 


a ee 07 Ra, ER (E77) 
Die Complexe des Gebüsches (vgl. (58y)): 
aut +) tan ty, u + =0,. . . . . (810) 


sowie die beiden speciellen Complexe, deren Leitgerade je eine der beiden 
Axen (81y) ist, werden in sich transformirt. Die beiden Axen bleiben 
absolut fest, während die Punkte (Ebenen) der Geraden, welche beide Axen 
schneiden, sich mit Ausnahme der beiden festen Punkte (Ebenen) nach der 
Periode 3 verschieben (drehen). 

Als entsprechende Substitution in tetraedrischen Coordinaten er- 
geben sich aus jedem der beiden Tetraeder 7;,, 7, 2.4 reelle, aus jedem 
der 6 Teetraeder 7,, .. Z,; 2.4 imaginäre und aus jedem der Tetraeder 7,..7, 
und 7;..7, 4.4 imaginäre Substitutionen, sodass also drei Gruppen von 16, 
48 und 96 Substitutionen unterschieden werden können. So erhält man für 
das oben gewählte Beispiel: 


a A 

die beiden Doppelwurzeln == «, a? liefern die beiden Axen (81y) der Colli- 
neation; zu den &® Flächen zweiten Grades, welche durch das Axenpaar 
hindurehgehen und durch die Collineation in sich transformirt werden (vgl. 
SI IA 4) unter (58e)), gehören je eine Fundamentalfläche F (die übrigen 
Fundamentalflächen gehen zu je dreien in einander über), je 6 Flächen 
F®), je 3 Flächen F®, je 6 Flächen F), je 8 Flächen F® (vergl. $ 7 
unter 1), 5), 6), 7), 8)). 

2) Die 12.40 — 480 Substitutionen von der Form (81e), bei welchen 
entweder je zwei der nicht permutirten Grössen &; oder je eine der permu- 
tirten und je eine der nicht permutirten Grössen =; negative Vorzeichen 
haben, bedeuten sechszählige Collineationen und zwar auf zwei 
Arten eigentliche sechszählige Collineationen (vgl. $ 9 I B unter 2) a)). 
Die Eekpunkte (Seitenflächen) des Haupttetraeders dieser Collineationen sind 
4 Punkte (Ebenen) HI ((9— g®), welche in & 8 I 8) in (867) ange- 
geben sind, die 3 Kantenpaare sind je ein Geradenpaar %,, e und h (vgl. 


(369)), welche bez. den Wurzelwerthen 6 —«, a?, der Doppelwurzel = —ı 
14* 
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und der Dan ud ‘s=1 entsprechen. Die beiden Büschel von Ge- 
winden (vgl. $S8 CI (28% und ©%)), deren Basis je ein Strahlennetz mit den 
Leitgeraden e und h ist, werden durch die Collineation bez. in sich trans- 
formirt. Z. B. für: 
5 = fa 2, 2; —x, © —a) = B —1 — 24]; | 
55 — [z, 2, 0 —a 2% —) = [4 —1—32];, | 
wobei 82, St (vgl. $ 9 I B2) a)) die beiden dreizähligen geschaarten Colli- 


(819) 


neationen S? und S in (8le), 
= [ln u —yz u) = 2 —1—3l - - . . . &lm) 
die geschaart-involutorische Collineation mit dem Axenpaar (46) darstellt 
(vgl. (806)) und die Elemente des Haupttetraeders die in (367) und (366) an- 
gegebenen sind, werden die Gleichungen der beiden in sich transformirten 
Büschel von Gewinden: 
IN te et ET EAN SP | Kelilcn) 
eo ae a: en) 
Die Gleiehung des zugehörigen ee Complexes ist in (36e) 
angegeben worden. 

Bei Anwendung tetraedrischer Coordinaten ergiebt sich aus jedem 
der unter 1) dieses $ angeführten Tetraeder die dreifache Anzahl der 
Substitutionen; die Wurzeln «i, —ai, —a, «:i bestimmen die Ecken (Flächen) 
des Haupttetraeders und die Gleiehungen der beiden in sich transformirten 
Flächenbüschel (vgl. $ S C I (287) und (287“)) werden für das Haupttetraeder 
als Coordinatentetraeder: 

7 01770, 2000, 6 mr Nr... Kenn) 
ZIERT SON 15 we MIETE, 
Zu den Flächen des ersten Büschels, An en durch zwei Gerade %, 
und zwei Gerade e gebildet ist, gehören je eine Fundamentalfläche FO), je 
6 Flächen F® und je 3 Flächen F®, zu den Flächen des zweiten Büschels, 
dessen Vierseit durch zwei Gerade %, und zwei Gerade h gebildet wird, 
gehören je 2 Flächen F) (vgl. $ 7 unter 1), 5), 6), 7)). 

Den 12.40 — 480 derartigen, zu je zweien zusammengehörigen Sub- 
stitutionen entsprechend tritt jeder der 240 Punkte 99 —:%) (jede der 240 
Ebenen (9 —g®) viermal auf, jedes der 80 Geradenpaare A, tritt dreimal, 
jedes der 15 Geradenpaare e 16 mal und jedes der 240 Geradenpaare h 
einmal auf. Wir können also drei Gruppen von 1.48, 3.48 und 6.48 
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Substitutionen unterscheiden; für die Substitutionen der ersten Gruppe ist das 
Kantenpaar e des Haupttetraeders imaginär, das Kantenpaar h reell; für 
diejenigen der zweiten Gruppe sind alle Kantenpaare imaginär, für die- 
jenigen der dritten Gruppe ist das Kantenpaar e reell, die beiden anderen 
imaginär. Die Vertheilung der in tetraedrischen Coordinaten dargestellten 
Substitutionen dieser drei Gruppen auf die Fundamentaltetraeder entspricht 
genau der unter A) 1) angegebenen. 

Durch je zwei der 'Transformationen 1) und 2) gehen immer 5mal 
je drei der 15 Fundamentaltetraeder 7; in einander über. 


B) Correlationen, den negativen Vorzeichencombinationen entsprechend. 
Die sämmtlichen derartigen 16.40 — 640 Substitutionen bedeuten 
sechszählige Correlationen mit zusammenfallender Kern- 
fläche (vgl. $ 8 unter II) und zwar treten hier die beiden in $9 IT A 
4) b) unter «) und £) unterschiedenen Fälle auf. | 
1) Die 4.40 — 160 derartigen Substitutionen, bei welchen von drei 
permutirten Elementen #; eins oder alle drei negativ sind und von 
welchen je zwei als S und 55 zusammengehören, bedeuten solche sechs- 
zählige Correlationen mit zusammenfallender Kernfläche, 
für welche 5? eine Polareorrelation, deren Basis die Kernfläche ist, 
darstellt, während S? und St dreizählige geschaarte Correlationen sind (vgl. 
SI IT A 4) b) unter «)). Die Wurzeln o sind (vgl. (729): 
o=1,1,1, —l, —a, —a?; 
die Gleichung des Complexes 2‘, der Kernfläche, des festbleibenden linearen 
Complexes, der beiden festbleibenden speciellen Complexe und ihrer Leit- 
geraden sind in den Formeln (457) ($ 8 II unter 4)) für das Beispiel: 
S — [123 2, —x; 24 —xı X) — 134 2h = [13 4 2]. na 
= [-, u m u —)|=[1 423, = Bars] 
angegeben worden; 2=[1 423), :—=[134 2|, stimmen bezw. mit deu 
geschaarten Oollineationen S? und S in (81e) unter A) 1) überein, während 
= 1m —, 4 —2,%| =[1 234] 
die Polarcorrelation in Bezug auf FÜ) darstellt. 
Die Kernflächen sind die 10 Fundamentalflächen F®), von welchen 
Jede Smal, die festbleibenden linearen Complexe die 80 Complexe Co) (vgl. 
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(14y) in &6 A), von welchen jeder 1mal, und die Leitgeraden der fest- 
bleibenden speciellen linearen Complexe je ein Geradenpaar %,, von den 
jedes 1 mal für je zwei zusammengehörige Transformationen auftritt. Auch 
hier lassen sich also drei Gruppen von 16, 48 und 96 Transformationen 
unterscheiden; die Vertheilung der in tetraedrischen Coordinaten dargestellten 
Substitutionen dieser drei Gruppen auf die Fundamentaltetraeder entspricht 
der unter A) 1) angegebenen. 

2) Die 12.40 — 480 Substitutionen der &;, bei welchen entweder ein 
nicht permutirtes Element negativ oder zwei nicht permutirte und ein per- 
mutirtes Element negativ sind und von welchen je zwei als S und 55 zu- 
sammengehören, bedeuten solche sechszählige Üorrelationen mit zu- 
sammenfallender Kernfläche, für welche 53 eine Nulleorrelation 
darstellt, während S? und S! dreizählige geschaarte Collineationen bedeuten 
(vgl. $ 9 II A) 4) unter b) 3). Die Wurzeln 6 sind (vgl. (738)) 1,1, 1, —1, a,a?; 
die Gleichungen des Complexes 2‘, der Kernfläche, des festbleibenden line- 
aren Complexes, welcher der zu dem S# entsprechenden Nullsystem gehörige 
ist, der beiden festbleibenden speciellen Complexe und ihrer Leitgeraden 
sind in den Formeln (46y) ($ 8 II unter 5)) für das Beispiel: 

5 = [3 —, 2,42%] =[3 —1—24, = 1-24) | 

8 —= [%; —Xy X Xu x] = [4 —13 —2]; = [4 el) —24]; 
angegeben worden; auch hier (vgl. (81x)) stimmen S®?—[1423]),, =[1342], 


er) 


bez. mit den geschaarten Collineationen S? und S in (&1:) überein, während 
83 — [x —xz 23 24.25 2] = [2 —1 — 43], die Nullcorrelation in Bezug auf »—=0 
darstellt. 

Die Kernflächen sind die 240 Flächen F® ($ 7 6), von welchen 
jede einmal, die festbleibenden linearen Complexe die 10 Fundamental- 
complexe C,,,, von welchen jeder 24mal, und die Leitgeraden der fest- 
bleibenden speciellen linearen Complexe je ein Geradenpaar %,, von denen 
jedes dreimal für je zwei zusammengehörige Transformationen auftritt. 

Die 480 Substitutionen zerfallen also auch hier (vgl. unter A) 2)) in 
drei Gruppen von 1.48, 3.48 und 6.48 entsprechend der Beschaffenheit der 
Kernflächen und der Haupttetraeder. 

Werden die sämmtlichen hierher gehörigen Substitutionen und zwar 
sowohl diejenigen, welche ÜCollineationen, als die, welche Correlationen 
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bedeuten, in tetraedrischen Ooordinaten dargestellt (vgl. $ 10 (79%) und (797). 
so entfallen auf die beiden Fundamentaltetraeder 7), T, je 2.16, also 
4.16—=64 reelle, auf die 6 Tetraeder 7)... 71; je 2-16, also 12.16—= 192 
imaginäre, und auf die 5 Tetraeder 7,..7, und die 3 Tetraeder 7,..75 
je 4.16, also 24.16— 384 imaginäre Collineationen und ebensoviele 


CGorrelationen. 


Salsı 
Collineationen und Correlationen, welche aus den 
45 Permutationen (*;, #,) (%, %,) resultiren. 

A) Collineationen, den positiven Vorzeichencombinationen entsprechend. 

1) Die 4.45 — 180 derartigen Substitutionen, bei welchen sämmtliche 
Elemente ; positiv sind oder je zwei permutirte Elemente eines Paares 
oder endlich beider Paare negative Vorzeichen haben, bedeuten (vgl. $ 9 
IA 2) geschaart-involutorische Collineationen, deren Axen- 
paar je eins der 180 Geradenpaare d (vgl. $ 3 unter (11) und $ 6) ist. Z.B. 
den vier aus (23 &;) (x x) hervorgehenden Substitutionen entsprechen bezw. 
geschaart involutorische Collineationen mit den durch ihre »;-Coordinaten 


bestimmten Axenpaaren d: 
[x &2 & 2% 23 24] = [1243] Zugehöriges Axenpaar OO 1 + —1l Fi | 


[a & 5 2 5 | [1243] „ „ N ll (82«) 
[x & —a; & —&y | = [2 13 —4|ı n 2 0 | T 
[&ı 15) X, — X %y — za] = [2 1 —#) 4], „ „ „ 00 --1 +i 1 +i, 


Durch jede dieser 150 Transformationen, bei welchen je eins der 36 
reellen und der 72+72 imaginären Axenpaare d erster und zweiter Art, 
sowie alle diese schneidenden Geraden festbleiben, gehen je zwei Funda- 
mentalecomplexe C, (im Beispiel x, —=0 und ©, — 0) in sich, die übrigen 4 
zu je zweien ineinander über, ebenso gehen je zwei der Fundamentalflächen 
F') (im Beispiel F und F%), die übrigen 8 zu je zweien in einander 
über, endlich gehen je drei Fundamentaltetraeder 7; (im Beispiel 7,, 7,, 7, 
welche das Kantenpaar (12) gemein haben) in sich, die übrigen 12 zu je 
zweien in einander über. 

Bei der Darstellung der Substitutionen in tetraedrischen Coordinaten 
entfallen die 36 geschaart-involutorischen Collineationen mit reellem Axen- 
paare d zu je 4.3 auf die 3 Tetraeder 7, 7;, 7;,, die 72 imaginären Colli- 
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neationen, deren Axenpaar durch zwei imaginäre Gerade d erster Art ge- 
bildet wird zu 4.6 auf 7,, zu je 4.2 auf die 6 Tetraeder 7,,..7,, und die 
72 imaginären Collimeationen, deren Axenpaar zwei imaginäre Gerade d 
zweiter Art sind, zu je 4.2 auf die 6 Tetraeder 7,..7, und zu je 4.1 auf 
die 6 Tetraeder 7... T;- 

2) Die 4.45 — 180 Substitutionen, bei welchen je eins der beiden permu- 
tirten Elemente beider Paare negatives Vorzeichen hat, bedeuten vierzäh- 
lige axiale Collineationen (vgl.$ 9 I A unter 3)), deren Reihen- und 
Büschelaxe durch je ein Geradenpaar e= (ik) gebildet wird und bei welchen 
die beiden festbleibenden Punkte (&,, &;) der letzteren und die beiden fest- 
bleibenden Ebenen (E,, E,) der ersteren durch bezw. 2 Punkte e und 2 
Ebenen & repräsentirt sind. Von den vier zusammengehörigen Substitutionen 
bedeuten die beiden, sich als S und S® entsprechenden Paare axiale Colli- 
neationen, deren Reihen- und Büschelaxe mit einander vertauscht ist; S? 
stellt die geschaart-involutorische Collineation mit diesem Axenpaar dar. Z. B. 

—= [x 222, 2% —a; —a,|—[12—43], | Reihenaxe: 1 — 0 0 0 O0 mit Ebenen &,;, &g 
3— [a 0% — —% X) —=[124—3]ı | Büschelaxe:1 20000 „ Punkten e,, &, 


— [m 2, —x — 24) =[—2134], | Reihenaxe: 1 ©0000 „ Ebenen &, & 
= 4 


(828) 
u & — 0% —&ı) = [2 —1 3 |ı | Büschelaxe: 1 — 0 000 „ Punkten es, &%- 
S? —= [—xı —r3 23 24%; &) = [12 —3 —4|, 


Die Wurzeln der Gleichung in o sind o=1, 1, i, i, —i, —i und zwar 


entsprechen der Doppelwurzel 6 — 1 die beiden Axen, den beiden Doppel- 
wurzeln o—i und 6 — —i bez. alle Strahlen der beiden Strahlbüschel, deren 
Mittelpunkte je einer der beiden festbleibenden Punkte der Büschel-, deren 
Ebenen je eine der beiden festbleibenden Ebenen der Reihenaxe ist. Für 
die Wurzeln z—1, 1, i, —i ergiebt sich dasselbe Resultat. 

Die in sich übergehenden Complexe der beiden Gebüsche (57y) lassen 
sich leicht erhalten (im obigen Beispiele: 

ka + 2 + k, (&3 +38) + hı (a, Hi) = 0), 

ebenso diejenigen des Büschels (im obigen Beispiele: ı& +, = 0); zu 
den &® in sich transformirten Flächen 2ten Grades (57) gehören zwei 
Fundamentalflächen (im Beispiel F") und F')), ebenso zwei der 60 Flächen 
F®, zwei der 90 Flächen F®) u. s. w. 

Von diesen 180 vierzähligen axialen Collineationen sind 9.4— 36 
solche mit je einem reellen Axenpaar e und je zwei festen imaginären 
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Punkten e (Ebenen e); die entsprechenden Substitutionen in tetraedrischen 
Coordinaten entfallen zu je 4.3 auf die drei Tetraeder 7,, 7;, T,. Ferner 
haben von den 144 imaginären Collineationen 9.8 = 72 je ein reelles Axen- 
paar e und je zwei feste reelle Punkte e (Ebenen e), die übrigen 12.6=72 
je ein imaginäres Axenpaar e und je zwei feste imaginäre Punkte e (Ebenen e); 
die entsprechenden imaginären Substitutionen in tetraedrischen Coordinaten 
entfallen für die ersten 72 zu je 4.6 auf 7), zu je 4.2 auf 7... 7,,, für 
die andern 72 zu je 4.2 auf die Tetraeder 7,..7, und zu je 4.1 auf die 
Tetraeder 7, -- 7ı;- 

3) Endlich bedeuten die 8.45 — 360 derartigen Substitutionen, bei 
welchen ein Element x; der beiden nieht permutirten Elemente und ein 
Element &; eines Paares der permutirten Elemente negatives Vorzeichen 
haben, vierzählige Collineationen (vergleiche $ 9 I Bn). Diese 
Collineationen besitzen, wie a. a. O. gezeigt wurde, die ausgezeichnete Eigen- 
schaft, auf zwei Arten eigentliche und auf zwei Arten uneigent- 
liche Collineationen zu sein. Die Eekpunkte (Seitenflächen) des 
Haupttetraeders sind je 4 Punkte {9 =f( (je 4 Ebenen (‚9 =g'%), deren 
Coordinaten für das Beispiel: 

5 — [2 23 25 29 —a3 | = [34 —21],] 


te el 2 AZ | 2 
83 — [—a, 2, —2, 03 2) = [4 —31 21ı| | In E22) 


I? —= [x 2 —a; | 


(vgl. (806) in $ 11) in $ 8 ©) I unter 2) (30y), ebenso wie die Coordinaten der 
Kanten Ks, Ay; Kıy Kos; Kia, K;, dieses Tretraeders, welche bez. den Wurzeln 
s—=1, 1; —1, —1;  — entsprechen, angegeben sind; auch die Gleichung des 
zugehörigen tetraedralen Complexes ist unter (302) aufgeführt. Die Gleich- 
ungen der beiden in sich transformirten Büschel von Gewinden (vergl. & 8 
CI (8%) und (285%), deren Basis je ein Strahlennetz mit zwei Leitgeraden 
d, ist, werden für das betrachtete Beispiel: 
22 4 ua 4 u) —-Orund a Ft wen)... 020. (820). 

Zu den Flächen der beiden in sich transformirten Flächenbüschel 
(vgl. (287/)) und (287%), deren Gleichungen für das Haupttetraeder als Coor- 
dinatentetraeder sind: 

AZA+XZZ = ud ZZ +4" Z2=0, 

gehören je eine Fläche F®, je eine Fläche F®, je zwei Flächen FO; und 
zwar im Beispiel zu dem ersteren Flächenbüschel, dessen Vierseit aus den 
beiden Geraden (35) und den beiden imaginären Geraden di: 04/20 101 


Nova Acta LXXY. Nr. 1. 15 
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gebildet wird, die Fläche F®, die Fläche F®: 
FVD+ F W) =2%?+222?° +, +%)=09 oder 42 (3 — 4) —- 3% +2) = .. (828), 
die beiden Flächen F®: 
6 +3 ta +2 + a —%) = I und 62° +3, +) +2 (0 — au + 2%)? = 0; 
zu dem zweiten Flächenbüschel, dessen Vierseit zu Kanten die beiden Ge- 
raden (35) und die beiden reellen Geraden du: +i/20010-—.ı hat, die 
Fläche F), die Fläche F): 
FÜ-FV= 2224222 +, — a)? = 0 oder a 93 — a) +2 & +) =0.. (82%) 
und die beiden Flächen F": 
62 +3 +2; ty +) —I und 6%? +3 (y — u)? + 2 (a — y — 2) =. 
Zu den Flächen der beiden Netze (Gewebe) vergl. (282) und (284°) 

gehören je 2 Flächen F®), im Beispiele zu dem ersten Netze die beiden 
Flächen: 
P® HiFD=; — x)” ++) + a +)? —= 0 

oder (a4 —2;)? + (24 +25)? + (& —a5)?=0 oder 2) °—23°—1 (2,?—2?) = 0 
P017R,0 (3 2,24 @ +4 2)2 + (2 4 ©)2=0 

oder (2,— x)? + (2; +25) + (U —2%;)?—=0 oder 2, 3 +12, 24 =, 
zu dem zweiten Netze die beiden Flächen: 
BOTH) tt en) 0 

oder (a, —2;)? + (24 +%5)?+ (&, +25)?=0 oder 21) ?—23? + i(23?—2?) = 0 
HOT RIZ Tu) tr) + 90 

oder (,— 2) + (tx)? + (& +)? =0 oder 1 a iz —=I. 


Diese Flächen werden auf die zweite Art in sich transformirt. 

Da einerseits jede der 18 reellen Geraden e 4 reelle und 5 imaginäre 
Punkte i(® und jede der 12 imaginären Geraden e 12 imaginäre Punkte {9 als 
Kubooktaederpunkte enthält, andererseits jede der 72 reellen Geraden d, 4 
reelle und 2 imaginäre Punkte j( und jede der 168 imaginären Geraden d, 
6 imaginäre Punkte f(® als Oktaederpunkte enthält, so ergibt sich, dass 
durch jeden der 72 reellen Punkte i9—j® eine reelle Gerade e und 4 
reelle Gerade d,, durch 144 imaginäre Punkte {0% —f(® eine reelle Gerade 
e und 4 imaginäre Gerade d, und durch weitere 144 imaginäre Punkte i9 — f(® 
eine imaginäre Gerade e, eine reelle und 3 imaginäre Gerade d, hindurch- 
‚gehen. Da Analoges für die Ebenen (I—g® gilt, so folgt, dass vier 
Gruppen von Haupttetraedern der vierzähligen Collineationen entstehen: 

a) 36 Haupttetraeder mit imaginären Eekpunkten i® und Seiten- 
flächen «©, einem imaginären Kantenpaar e, ‘einem reellen und einem ima- 
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ginären Kantenpaar d,; b) 72 Haupttetraeder mit imaginären Kekpunkten 
und Flächen, einem reellen Kantenpaar e und zwei imaginären Kanten- 
paaren d,; e) 36 Haupttetraeder mit imaginären Eekpunkten und Flächen, 
einem reellen Kantenpaar e und zwei imaginären Kantenpaaren d,; d) 36 
Haupttetraeder mit reellen Eckpunkten und Seitenflächen, einem reellen 
Kantenpaar e und zwei imaginären Kantenpaaren d,. 

Jedes Haupttetraeder entspricht zweien zusammengehörigen Substi- 
tutionen S und 83; die 72 zu a) gehörigen reellen Substitutionen entfallen 
bei der Darstellung in tetraedrischen Coordinaten zu je 8.3 auf die Tetra- 
eder 7,, 7,, 73; die zu b) gehörigen 144 imaginären Substitutionen entfallen 
zu je 8.6 auf 7, und zu je 8.2 auf die Teetraeder 7,,.. 7,,; endlich die zu 
ce) und d) gehörigen 144 imaginären Substitutionen entfallen zu je 8.2 auf 
die Tetraeder 7,.. 7, und zu je 8.1 auf die Teetraeder Tıo.. 715. 


B) Correlationen, den negativen Vorzeichencombinationen entsprechend. 

1) Die 4.45 = 180 Substitutionen (&;, %;,) (®i, 2), bei welchen eines 
der beiden nicht permutirten Elemente negatives Vorzeichen hat, die per- 
mutirten Elemente der beiden Paare aber alle gleiches, oder die beiden 
permutirten Elemente eines Paares negatives Vorzeichen haben, bedeuten 
Polarcorrelationen, deren Basisfläche je eine der 180 Flächen F® 
(vgl.$ 7 A) ist. So gehören z. B. zu den folgenden Substitutionen Polar- 
correlationen mit den Basisflächen: 


Substitution: Basisfläche der Correlation: 
[2 —2, 2; — 23 —a,| = [—-1243, = 1243], .. 222 + + 2,)? + m a? = 0 


oder 22? — 2? — 2334 = 0 


[8 0 —; 0 —y | = —243, = [11-243], .. 2024 (8 ;)? + +2)? = 0 


oder 2? — 2? +22 2, — 0 827) 
5 ; \ (825 
[© —a2 2; 25 23 ©] —=[21 734, —=[21-34], .. 22? + (+2)? + (+2)? = 0 
oder 22? —22 — 22 2, = 0 
4 92,6% %] =[213—4, =[213—4], .. 22124 (3 — 25)? + (9, — 2)? — 0 
oder 2? — 2? +24 3 — 


Die erste und zweite, ebenso die dritte und vierte Basisfläche haben 
Je ein durch zwei Geradenpaare d gebildetes Vierseit gemein (vgl. $ 7 unter 
4)). Von den Polareorrelationen sind wie von den Basisflächen 36 reell, 
144 imaginär; bei der Darstellung in tetraedrischen Coordinaten vertheilen 


15* 


Ss = 5, 8 a —u]=[—2 134, =[-2134,) ..-001% ,...001% 
S— [2 —; —, — | =2 134, = 134) &5...0 014 9...0014 
8 —= [x —xy &, —x = [2A = [123] ©; ... 1 DOOF Er en 10700) 
S— [2 —a —, 0% = [1248], = [1242 | 8 -..1%00 ...1400 
I? = [x & —x —ay —x, —a,| = [12 —3 —4|.. 
Die Axen sind: (12)... 1 +720000; die in sich transformirten Complexe: 
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sich die Substitutionen der drei Gruppen von je 36, 72 u. 72 Substitutionen 
in derselben Weise auf die Fundamentaltetraeder, wie für die 150 geschaart- 
involutorischen Collineationen (vgl. unter A) 1) dieses $). 

2) Die 4.45 — 180 Substitutionen, bei welchen eins der beiden nicht 
permutirten Elemente und je eins der beiden permutirten Elemente beider 
Paare negatives Vorzeichen hat, bedeuten vierzählige Correlationen 
mit Axen und zwar von der ersten Art (vgl. $ 9 II A) 3)). Die beiden 
sich involutorisch entsprechenden Axen sind je ein Geradenpaar e = (i, h), 
die Mittelpunkte und Ebenen der beiden bei der Correlation festbleibenden 
Strahlbüschel sind je ein Punktpaar e der einen und je ein Ebenenpaar e 
der anderen Axe. Die Gleichungen der beiden in sich transformirten Com- 
plexe, der in sich auf die erste Art transformirten Flächen 2ten Grades 
sind aus den Formeln (69) zu entnehmen; von je 4 zusammengehörigen 
Substitutionen, deren Axenpaar und Haupttetraeder dasselbe ist, entsprechen 
sich je zwei als S und S®, während S? für beide die geschaart-involutorische 
Collineation mit dem Axenpaar darstellt. Z. B. (vgl. (823)): 


Mittelpunkte: Ebenen der Strahlbüschel: 


a —=0I, —0; zu den in sich auf die erste Art transformirten Flächen ge- 
hören FÜ und FÜ). 

Die Eintheilung dieser 180 4zähligen Correlationen mit Axen in 36 
reelle und 2.72 imaginäre, sowie die Vertheilung der in tetraedrischen Coor- 
dinaten dargestellten Substitutionen auf die Fundamentaltetraeder ist voll- 
ständig entsprechend derjenigen der 180 4zähligen axialen Collineationen 
(vgl. den letzten Absatz von A) 2) dieses $). 

3) Die 8.45 — 360 Substitutionen (&;, %;,) (@i, 2) endlich, bei welchen 
die beiden nieht permutirten Elemente gleiches und ein Element eines 
Paares der permutirten Elemente negatives Vorzeichen haben, bedeuten 
vierzählige Correlationen mit zusammenfallender Kernfläche 


(827) 


a) 
b) 
€) 
d) 


OB SEE GES) 
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(vgl. $ 9 II A) unter 4a). Die Wurzeln 6 sind 1, 1, 1, —1, ;, —i; die Gleich- 
ungen der Complexe 2‘, der Kernfläche F, des festbleibenden Netzes von 
Complexen und des linearen Complexes, der beiden festbleibenden speciellen 
linearen Complexe und ihrer Leitgeraden sind in den Formeln (436). . (437) 
($ S II unter 2)) für das Beispiel: 


83 — [x 22 20 0 a] = [4 3 1 2]ı = 4312], J — aaa 
angegeben worden; $? stellt die geschaart-involutorische Collineation mit 
dem Axenpaar (35) dar, welches die Leitgeraden der beiden speciellen Com- 
plexe bildet. Die Flächen aller Büschel, deren Vierseit durch diese beiden 
Leitgeraden (35) und je zwei Geraden des anderen Systems der Kernfläche: 

PFOZ F%) + FÜ) En SE EEE) 
gebildet wird, sind involutorisch zugeordnet, wobei ausser der Kernfläche: 
noch eine Fläche jedes Büschels in sich transformirt wird; z. B. für das 
Büschel dureh (35) und (12) die Fläche FÜ) Fr)... 22,?+22,?+ (272)? — 0, 
für dasjenige durch (35) und das Geradenpaar d,: 0 +i/20 10 ı die Fläche 
F\), für dasjenige durch (35) und das Geradenpaar d;: +i/200101 (vgl. 
unter A 3) dieses $) die Fläche FW, für dasjenige durch (35) und das Ge- 
radenpaar d...110 +0 +i die Fläche: 

FÖOHRD... ao) +22: +22:= 0, 
für dasjenige durch (35) und das Geradenpaar d: 1—10 +:0 + die Fläche: 
FÜ _;FV .... to) +222+222—=0 us. f. 

Da von den 90 Kernflächen F®, zu deren jeder zwei Paare von 
Substitutionen S, S? gehören, 36 reell sind (vgl. $ 7 B) 3)), welche je ein 
reelles und ein imaginäres Geradenpaar e enthalten, ferner 36 imaginäre je 
zwei reelle und 18 imaginäre Flächen F je zwei imaginäre Geradenpaare 
e enthalten, so zerfallen die 360 4zähligen Correlationen mit Axen in fol- 


A 


gende vier Gruppen: Kernfläche: Leitgeraden e: 

. 36 — 72 reelle Correlationen: Eine der 36 reellen Flächen F®, Ein imaginäres Geradenpaar e, 
. 72 = 144 imaginäre „ : Eine der 36 imaginären „ FW, Je ein reelles Geradenpaar e, 
.36—=72 " e : Eine der 36 reellen „ fF®, Ein reelles Geradenpaar e, 
86: — 72 = A : Eine der 18 imaginären „ F®, Je ein imaginäresGeradenpaar e. 


Bei der Darstellung der Substitutionen in tetraedrischen Coordinaten 
entfallen wiederum (vgl. A) 3) dieses $) die 72 zu a) gehörigen zu je 8.3 
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auf die Teetraeder 7‘, 7;, 7,, die zu b) gehörigen 144 Substitutionen zu 8.6 
auf 7, und zu je 8.2 auf die Tetraeder 7... 7,,; endlich die zu c) und d) 
gehörigen 144 Substitutionen zu je 8.2 auf 7,..7, und zu je 8.1 auf 
To. Tı;- 


& 14. 
Collineationen und Correlationen, welche aus den 
40 Permutationen (%;, %,%:,) (%,%,%:,) resultiren. 
A) Collineationen, den positiven Vorzeichencombinationen entsprechend. 
Die sämmtlichen 16.40 — 640 Substitutionen (=, 2, %;,) (®i, %i, ?i,), bei 
welchen entweder alle Elemente positives oder zwei Elemente negatives 
Vorzeichen haben, bedeuten dreizählige axiale Collineationen (vgl. 
$ 9 I A unter 3)), deren Reihen- und Büschel-Axe durch je eine Gerade % 
und 4 gebildet wird und bei welchen die beiden festbleibenden Punkte 
(&,, E;) der letzteren und die beiden festbleibenden Ebenen (E;, E,) der ersteren 
durch bez. zwei Punkte f, und zwei Ebenen x, dargestellt sind (vergl. (11) 
und (128) in $ 3). 
Von den vier zu je zweien zusammengehörigen Substitutionen: 
N (Zi, Ti, xi,) (zi, Ti, %,)h 2 — (Ti, Fi, Ti, (i, %, x.) und 
S=(,%,%,) (&,%,%,), FT, %, ti) (%i, Fi, %,) 
stellen die beiden Paare dreizählige axiale Collineationen dar, deren Reihen- 
und Bischel-Axe mit einander vertauscht ist. Z. B.: 


r s ; ; 01a? 
S — [23 2, 2; 2; 2%] =[1 423], | Reihenaxe: 1 21 © 1 d mit Ebenen 201 01 . Be 
L J 12 
> = n # - 5 ER: 1a. 
5? — [x; 2 % & 2324| = [13 42], | Büschelaxe: 1 1 — 1 — mitPunkten Bo ei 


(83«) 
3 — a3 25 2599 21 2) — 028 A| Reihenaxe: 1 — 1 —i 1 — mit Ebenen Ku] +i v3 al all 


S—=[7, 2,2% %%%]=[1234],|Büschelaxe: 1 © 1 ‘1 < mit Punkten fo 73305 


Die Wurzeln der Gleichung in o sind o=1, 1; a, «;-a?, a2, denen bez. 
die beiden Axen und alle Strahlen der beiden Strahlbüschel mit je einem 
Mittelpunkte f, und einer Ebene x, entsprechen; die Wurzeln der biqua- 
dratischen Gleichung in 7 sind <=1, 1;«, «2. Die Complexe der beiden 
Gebüsche (vgl. 579): 
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k (stay +ta?z,) + hm tax ta?) + hm +23 +%;) + ko +2 +2) = 0 

kı (sta; +02) + (a t+a?2; tax) + hz (& +23+%;) + hy (+2,40) — 0, 
sowie derjenige des Büschels: 

k; (+23 +8) + hı (m tt) =) 

werden in sich transformirt; zu den «> in sich transformirten Flächen 2ten 
Grades (572) gehören die Fundamentalfläche FÜ, je 3 Flächen F®, je 3 
Flächen F® u. s. £. 

Von den 640 3zähligen axialen Collineationen sind 2.32 — 64 solche 
mit je einem reellen, die übrigen 2.288 — 576 solche mit je einem imagi- 
nären Axenpaar %, während die festbleibenden Punkte f, und Ebenen x, 
sämmtlich imaginär sind. Bei der Darstellung der Substitutionen in tetra- 
edrischen Coordinaten entfallen die ersteren 64 reellen zu 2.16 auf 7, zu 
je 1.16 auf 7,, 7,, die anderen 576 imaginären zu 6.16 auf 7, zu je 3.16 
auf 7,, 7, und zu je 4.16 auf 7... 7;;, dagegen keine auf die Tetraeder 
Teen. 


B) Correlationen, den negativen Vorzeichencombinationen entsprechend. 

Die sämmtlichen 16 . 40 = 640 Substitutionen (*;, ©, ©.) (&, &i, ©;,), bei 
welchen je eins oder je drei der Elemente x; negative Vorzeichen haben, 
bedeuten allgemeine sechszählige Correlationen (vgl.$ 9 II B) unter 
ı) und $ 8 Ill unter 1)). Die Eckpunkte und Seitenflächen eines zu S und 85 
gehörigen Haupttetraeders sind (vgl. (497)) vier Punkte f, und vier Ebenen 
x; das Kantenpaar X,,, X, wird durch zwei Gerade %, %k‘ gebildet, welches 
die Leitgeraden für die beiden festbleibenden Complexe C,,, und das Axen- 
paar für die beiden durch S? und St dargestellten dreizähligen axialen 
Collineationen (vgl. A) dieses $) sind, während die beiden anderen Kanten- 
paare durch 2 Geradenpaare %, (499) gebildet werden. Die Coordinaten der 
Elemente dieses Tetraeders, die Gleichungen des Complexes 2“, der fest- 
bleibenden Gewinde, der beiden auf die erste Art festbleibender Flächen 
G\, @, der beiden Kernflächen X, und £ u. s. f. sind in $ 8 III unter 1) 
(Formeln 49) für das Beispiel: 


Ss = [a —r; X, —% —%] == mo 3], — [1423], | (838) 
I — [8 a 1 a) = [1342 = [1342], 

voii 2,422) = [1342] | 939g" 

SA — [25 2525 2 22] = [1423], ] N) 
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die beiden ersten in (83«) dargestellten dreizähligen axialen Colli- 
neationen und S = [x —a, 2, —x, 2,;—x,) = [1234], die Polarcorrelation in 
Bezug auf FÜ (vgl. (80%) in & 11) bedeuten, angegeben worden. 

Die bei sämmtlichen 640 Correlationen in sich transformirten Flächen 
G, sind die 10 Fundamentalflächen 7, von denen jede 32mal auftritt, die 
in sich transformirten Flächen 6, sind die 320 Flächen F® ($ 7 unter 8)), 
von welchen jede einmal auftritt. Zu den 2.32 —= 64 reellen Correlationen 
gehören die imaginäre Fundamentalfläche F\) und die 32 reellen Flächen F), 
ebenso die 16 reellen Geradenpaare %, k‘, während zu den 2.288 = 576 
imaginären Correlationen die 9 reellen Fundamentalflächen F}).. F\), die 
288 imaginären Flächen F® und die 144 imaginären Geradenpaare k, 
gehören. Bei der Darstellung der Correlationen in tetraedrischen Coordinaten 
vertheilen sich diese Substitutionen ganz in derselben Weise auf die Funda- 
mentaltetraeder, wie die Substitutionen, welche dreizählige axiale Colline- 
ationen mit dem Axenpaar %, k‘ bedeuten (vgl. A) am Ende dieses $). 


sals! 
Collineationen und Correlationen, welche aus den 
90 Permutationen (&%;, &;,) (%, %, %,%,) resultiren. 
A) Collineationen, den positiven Vorzeicheneombinationen entsprechend. 


1) Die 8.90 = 720 derartigen Substitutionen, bei welchen die beiden 
permutirten Elemente des Paares &;, ®;, gleiches Vorzeichen, die vier 
anderen unter sich permutirten Elemente aber entweder alle positives oder 
eine gerade Zahl negativer Vorzeichen haben, bedeuten vierzählige Col- 
lineationen (vgl. $ 91 Bı1) und SS © I unter 5)) und zwar solche, für 
welche die Eckpunkte (Seitenflächen) des Haupttetraeders je zwei Punkt- 
paare d, (zwei Ebenenpaare d,), die Kanten X,,, K,, ein Geradenpaar d, die 
beiden anderen Kantenpaare zwei Geradenpaare r (vgl. $ 4 unter 3)) sind. 
Die Coordinaten dieser Elemente sind in $8 CI 5) unter (33y) und (330) für 
das Beispiel: 


5 = 3 u u 0%] =[12 34] ] 


= [— 32] =[42-3 1], | = 0-0 2,2%] —=[42-3 1], (840) 


in welchem S? eine geschaart-involutorische Collineation mit dem Axenpaar: 
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d...1Fi1+i00 darstellt, angegeben worden; ebenso auch in (338) die 
Gleichung des zugehörigen tetraedralen Complexes. 

Die Gleichungen der beiden in sich transformirten Büschel von Ge- 
winden (282% und (28£“) werden: 


— tat tu tt) >09 | 
z + at tu 6) = 0; | 


die Basis derselben ist je ein Strahlennetz mit zwei Leitgeraden r. 


(84B) 


Den Flächen des ersten in sich transformirten Flächenbüschels: 
(2837) -..- 4, 4, +22 2=0, 
dessen Vierseit die beiden Kantenpaare Ki, Kz, und XKıs, K, hat, gehört je 
eine der 60 Flächen F®, z. B.: 
BD. (FY ua) = i(FY — Fo)=( +2)? + 2)? + (©; —)? = 
oder 21?—24? + 212,2, = 0 
und je eine der 120 Flächen F® (vgl. $ 7 unter 5) (21y) und (210): 
ROTEN) HER FES=C a + t2 +2)? +42,244r, = 0 
oder 3 (4 —24) +i23 (2, 42,) = 0 
an; ebenso den Flächen des zweiten Flächenbüschels: 
BEE 7,7, 147,70, 
dessen Vierseit die beiden Kantenpaare Ks, K;ı und A, Ka, hat, je eine 
der 60 Flächen F®, z. B.: 
BR EIER) 23) 24 (+2)? + (2,;—2,)? = 0 
oder 2,°—22?—2i2, 23 — 0 
und je eine der 120 Flächen F®: 


(Ho ao) Herrn) Ga +2) 4.0,2+ 40? = 0 
oder 3 (A— A) —i 23 (+2) = 0. 
Zu den in sich auf die zweite Art transformirten Flächen der 
beiden Netze (Gewebe) (vgl. (282) und (282%) gehören je eine Fläche F) 
und eine der 180 Flächen F® ($ 7 unter 4)), im Beispiele zu den Flächen 
des ersten Netzes die beiden Flächen: 


(847) 


(84y“) 


FD... 22 +23?+2,2 = 29424? +25? —= 0 oder 2°+23?+2°+2,? —= 0 | 

F®...(F? FD) +(F? + EN)=@ 2:40)? +22, = ge 
tz) + (+2) + 2802 —=0 oder 22-2272 2 4 =, | 

zu den Flächen des zweiten Netzes die beiden Flächen: 

Bi). 2. man 2424252 —=0 oder 23°—23?—23?-+2,? = 0 | 

F®?... F?-F9)— (FH FN)=R + tt) +2 = (846") 


(a 23)? + aa — a1)? +22°+ = 0 oder 22 —2?—2 2 2 = 0. 
Nova Acta LXXV. Nr.]. 16 
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Da einerseits jede der 72 reellen Geraden d 2 reelle und 2 imaginäre 
Punkte d,, jede der 144 imaginären Geraden d erster Art und ebenso jede 
der 144 imaginären Geraden d zweiter Art 4 imaginäre Punkte d, enthält, 
andererseits jede der 288 imaginären Geraden r erster Art je einen reellen 
Punkt und 5 imaginäre Punkte d,, und jede der 192 imaginären Geraden 
» zweiter Art 6 imaginäre Punkte d, enthält (vgl. $ 4 unter 3)), so folgt, dass 
durch jeden der 144 reellen Punkte d, je eine reelle Gerade d und 
2 imaginäre Gerade r erster Art, 

durch jeden der 144 imaginären Punkte d, je eine reelle Gerade d und 
2 imaginäre Gerade r erster Art, 

durch jeden der 576 imaginären Punkte d, je eine imaginäre Gerade d 
und 2 imaginäre Gerade r erster Art 

und durch jeden der 576 imaginären Punkte d, je eine imaginäre Ge- 
rade d und 2 imaginäre Gerade r zweiter Art 

hindurchgehen. 

Es giebt also drei Gruppen von Haupttetraedern für die 4zähligen 
Collineationen: 

a) 72 Haupttetraeder: Eckpunkte (Flächen) 2 reelle und 2 imaginäre Punkte 
d, (Ebenen d,), 
1 reelles Kantenpaar d, 2 imaginäre Kantenpaare r erster Art; 

b) 144 Haupttetraeder: Eckpunkte (Flächen) 4 imaginäre Punkte d, (Ebenen d,), 
1 imaginäres Kantenpaar d erster Art, 2 imaginäre Kantenpaare r 
zweiter Art; 

c) 144 Haupttetraeder: Eckpunkte (Flächen) 4 imaginäre Punkte d, (Ebenen d)), 
1 imaginäres Kantenpaar d zweiter Art, 2 imaginäre Kantenpaare 
r zweiter Art. 

Jedes Haupttetraeder gehört zu zwei Substitutionen S, 8°; die 144 
zu a) gehörigen reellen Substitutionen entfallen bei der Darstellung in tetra- 
edrischen Coordinaten zu je 8.6 auf die Tetraeder 7,..7;; die 285 zu b) 
gehörigen imaginären Substitutionen zu je 8.6 auf die Tretraeder 7;..7;, zu 
je 8.3 auf 7)... 7, und die 288 zu ce) gehörigen imaginären Substitutionen 
zu 8.6 auf 7,, zu je 8.6 auf Z, 7, und zu je 8.3 auf Tio.. Tı:. 

2) Die 8.90 — 720 Substitutionen, bei welchen die beiden permutirten 
Elemente des Paares &;, ®;, entgegengesetztes Vorzeichen, die vier 
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anderen unter sich permutirten Elemente eine ungerade Zahl negativer Vor- 
zeichen haben, bedeuten achtzählige Collineationen und zwar auf eine 
Art uneigentliche (vgl. $IIB3b) und $ 3 I unter 7)). Die Eckpunkte 
(Seitenflächen) des Haupttetraeders sind je ein Punktpaar e (ein Ebenenpaar e) 
und ein Punktpaar iQ = @ (ein Ebenenpaar = 9), die Kanten Xıs, Rz: 
sind ein Geradenpaar e, die beiden anderen Kantenpaare zwei Geradenpaare 
q (vgl. $ 4 unter 5)). Die Coordinaten dieser Elemente und die Gleichungen 
des zugehörigen tetraedralen Complexes sind in $ 8 I unter 7) (34y) und (346) 
und unter 8) (85&) für das Beispiel: 


Ss = un -0% =[B #12 

= [2,0 0 23 0-5] =[-2 413, = [23 240 02 2; | = [4 28 1], | 
85 — [x -23 —ı =; —2 25] = [34-12], S?— [a1 02 8 2; 2) = [12-34], 
=, um %-%5) —=[241-3%) 8° [x x, x 2-2; 2) = [4 23 —1]ı 


(84 &) 


gegeben worden, in welchem S? und 5% zwei zusammengehörige vierzäh- 
lige axiale Collineationen (vgl. $ 13 A 2)) mit dem Axenpaar e — (56), S+ 
eine geschaart-involutorische Collineation mit diesem Axenpaar darstellt, (wo- 
bei in der Bezeichnung Z,, Z;, Z, bez. durch Z;, Z,, Z, also X,,, K, durch 
K,,, K;, zu ersetzen sind). 

Dass in der That diese achtzählige Collineationen uneigentliche sind, 
folgt aus den Wurzeln für o und r, (640), sowie aus den auf das Haupt- 
tetraeder bezogenen Transformationsformeln (64«) und (649) m $9IB3b). 
Zu den Flächen des Netzes (Gewebes) (vgl. 284) in$8D: 

ZRH ZEIIMm ZZ —=0, 
welche auf die zweite Art in sich transformirt werden, gehören die beiden 
Fundamentalflächen FÜ) und F und die beiden Flächen F®, deren Gleich- 
ungen in (846) und (846°) angegeben sind. 


Jede der 18 reellen Geraden e enthält 4 reelle und zwei imaginäre 
Punkte e, 4 reelle und 8 imaginäre Punkte i(9, jede der 12 imaginären 
Geraden e enthält 6 imaginäre Punkte e und 12 imaginäre Punkte i%). 
Andererseits enthält jede der 144 imaginären Geraden q erster Art einen 
imaginären Punkt e, einen reellen Punkt i, jede der 288 imaginären Ge- 
raden q erster Art einen reellen Punkt e, einen imaginären Punkt i und 
jede der 288 imaginären Geraden q zweiter Art einen imaginären Punkt e 


und einen imaginären Punkt i®. Da Analoges für die Ebenen e und ı«® 
16* 
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gilt, so folgt, dass es drei Gruppen von Haupttetraedern fär die 8zähligen 
Collineationen giebt: 
a) 36 Haupttetraeder: Eckpunkte (Flächen): 
| 2 reelle Punkte e (Ebenen e) 
| 2 imaginäre „ i9%  „ ®), 
1 reelles Kantenpaar e, 4 imaginäre Kanten q erster Art (der ersten 
Gruppe); 
b) 72 Haupttetraeder: Eckpunkte (Flächen): 
[| 2 imaginäre Punkte e (Ebenen e) 
| 2 relle er 
1 reelles Kantenpaar e, 4 imaginäre Kanten g erster Art (der zweiten 
Gruppe); 
c) 72 Haupttetraeder: Eckpunkte (Flächen): 
| 2 imaginäre Punkte e (Ebenen e) 
142 > u en: 

1 imaginäres Kantenpaar e, 4 imaginäre Kanten q zweiter Art. 
Dabei gehen durch jeden Punkt e 3 Gerade e und 12 Gerade g, durch jeden 
Punkt i® 1 Gerade e und 2 Gerade q hindurch, so dass jeder Punkt e 
6mal, jeder Punkt i( einmal, jede Gerade e 12mal und jede Gerade y 
einmal auftritt. 

Jedes Haupttetraeder gehört zu vier Substitutionen S, 3, S5, 87; die 
zu a) gehörenden 144 reellen und die zu b) und zu c) bezw. gehörenden 
288 imaginären Substitutionen vertheilen sich bei der Darstellung in tetra- 
edrischen Coordinaten ganz in derselben Weise auf die Fundamentaltetraeder, 
wie die vierzähligen Collineationen (vgl. A 1) am Ende dieses ). 


B) Correlationen, den negativen Vorzeicheneombinationen entsprechend. 


1) Die 8. 90 — 720 Substitutionen, bei welchen die beiden permutirten 
Elemente &;,, ©;, entgegengesetztes Vorzeichen, die vier anderen unter 
sich permutirten Elemente entweder positives oder eine gerade Anzahl 
negativer Vorzeichen haben, bedeuten vierzählige Axencorrelationen 
der zweiten Art (vgl. $ 9 II A 3) Formeln (70). Die beiden sich invo- 
lutorisch entsprechenden Axen dieser Correlation sind je ein Geradenpaar d; 
die Mittelpunkte und Ebenen der beiden festbleibenden Strahlenbüschel sind 
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das Punktpaar e der einen und das Ebenenpaar e der anderen Axe. Die 
Gleichungen der beiden in sich transformirten Complexe, der in sich auf 
die zweite Art transformirten Flächen 2ten Grades folgen aus den Formeln 
(70); von je 4 zusammengehörigen Substitutionen mit demselben Axenpaar 
entsprechen sich je zwei als $ und S®, während 5? für beide die geschaart- 
involutorische Collineation mit dem Axenpaar d darstellt. Z. B. (vgl. (84«)): 


Mittelpunkte: Ebenen: 
‚der Strahlbüschel 


Sn ana m n 023 1, —[l 234% je2...0100 &9...0010 
Se— In, —aı — 0 —% Ben T=-f2-31% Je?...1001 $...100-1 
Ss =, —,)=1234=[12 84, ])ed...0010 ©9...0100,.(84) 
[1 —ı -—, 3% —,|=][4-2 31,=[4-2 31% Mes 1 00T TOO 


52 — [x; —x; x —ı, —a; —x]) = [4 2 -3 1]. 
Die Axen sind die beiden Geraden: 
Bee |en eu |... 700 
a. ee || 89 4. ., 131500; 
die beiden in sich eormirien linearen Complexe (,,, sind: 
u Gt23 +2, =) 
at» +3 4 ==|; 
zu den in sich auf die 2te Art transformirten Flächen gehören F® und F\) 
und die beiden Flächen F®, deren Gleichungen in (846) und (846) unter 
A 1) dieses $ angegeben wurden. 
Die 720 Substitutionen zerfallen gemäss der Beschaffenheit der Axen 
d in drei Gruppen: 


Axen: Mittelpunkte (Ebenen) der Strahlbüschel 
a) 4.36 — 144 reelle Substitutionen: Ein reelles Geradenpaar d, Zwei reelle Punkte e (Ebenen e), 
b) 4. 72 = 288 imaginäre 2 : Ein imaginäres ” d Ein reeller, ein imaginärer Punkt e (Eine 
der ersten Art, reelle, eine imaginäre Ebene e), 
c) 4.72 — 288 5 n : Ein imaginäresGeradenpaar d Zwei imaginäre Punkte e (Ebenen e). 


der zweiten Art, 


Bei der Darstellung dieser Substitutionen in tetraedrischen Coordi- 
naten vertheilen sich die Substitutionen dieser drei Gruppen ganz in der- 
selben Weise auf die Fundamentaltetraeder, wie die unter A 1) betrachteten, 
welche vierzählige Collineationen bedeuteten. 

2) Die 8.90 — 720 Substitutionen, bei welchen die beiden permutirten 
Elemente #;,®;, gleiches, die vier anderen unter sich permutirten Elemente 


Ss 
= 
mie 
— [x 


y&% 
—%4 


7) 


4% 
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eine ungerade Anzahl negativer Vorzeichen haben, bedeuten achtzählige 
Correlationen (vgl.$9 II B unter 2b)) und $ 8 III unter ). Die Ele- 
mente eines Haupttetraeders sind im Wesentlichen dieselben, wie für die 
unter A 2) dieses $ betrachteten Szähligen Collineationen, und in $ 7 10) 
unter (26#), (26y), ebenso wie die Gleichungen der beiden in sich transfor- 
mirten Flächen @,, G, nämlich zweier zusammengehörigen Flächen FÜ!" 
unter (264,“—#,“) und (266,”— 9“) für das Beispiel (vgl. (848)): 


3) —[B 41 2, =[3 4 1 2% 


5 =[-2 413 = [2413 ei, m%X —=[4 23 | 


= 2 26%] = [3 —4 1 2 = [3 4-1 2) St— |- —2; -23 24 2; 2) = [1-2 -3 4], 
1m 0%) — [2 41-3, = 241-3, =, y 41-2) —=[423-I1] 


angegeben worden. Auch hier bedeuten, wie in (842) S? und S% zwei zu- 
sammengehörige vierzählige axiale Collineationen mit dem Axenpaar 
e= (5,6), St die geschaart-involutorische Collineation mit diesem Axenpaar. 


Die Gleichungen der beiden Complexe 2,“ und 2“ sind unter (527), 


I = 0) | 
me, [Er (528%), 


(522), ebenso die Gleichungen der beiden Systeme von Kernflächen, welche 
bez. zu S und S’, zu S® und S5 gehören, unter (522), (52e“) und die Gleichung 


(52y“), diejenigen der beiden festbleibenden Gewinde 17, SE 


des Systems der sich auf die zweite Art entsprechenden Flächen zweiten 

Grades unter (480%) aufgestellt worden; der tetraedrale Complex der Wechsel- 

strahlen zerfällt in die beiden linearen Complexe (vgl. $ 8 III (48W): 
S—iu—=0| 
ti —O| 


Die 720 achtzähligen Correlationen zerfallen ganz entsprechend, wie 


(849) 


die achtzähligen Collineationen (A 2) dieses $), in drei Gruppen von je 
144 reellen und zweimal 288 imaginären, ebenso die zugehörigen Haupt- 
tetraeder in die drei dort angegebenen Gruppen. Auch die Vertheilung der 
entsprechenden Substitutionen in tetraedrischen Coordinaten auf die Funda- 
mentaltetraeder ist vollständig dieselbe, wie für die unter B 1) betrachteten 
vierzähligen Axencorrelationen. 


| 


(847) 
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$ 16. 


Collineationen und Correlationen, welche aus den 
144 Permutationen (#;, %,%;,%;,%;,) hervorgehen. 

A) Collineationen, den positiven Vorzeicheneombinationen entsprechend. 

Die 16.144 — 2304 Substitutionen (®;, ®;, &;, %i, ©i,), bei welchen das 
nicht permutirte Element ;, positives, die fünf anderen unter sich permu- 
tirten Elemente entweder sämmtlich positives oder eine gerade Anzahl 
negativer Vorzeichen haben, bedeuten fünfzählige Collineationen (vgl. 
$9 I B unter 5) und $ 8 I unter 12)). Die Coordinaten der Eckpunkte m 
(Seitenflächen «), der Kantenpaare, nämlich eines Geradenpaares m und 
zweier Geradenpaare » des Haupttetraeders sind unter (407), (406), ebenso die 
Gleichungen der beiden zugehörigen tetraedralen Complexe unter (402), (40.“) 


für das Beispiel: 


S=- ku) =B 1-2 4, = [3 |, 
2-1; mu) —[4 Li 3-2, =[-4 1 3: 2], 

i on (85«) 
= 1, 83%] = -&-2: 1, = 34h % 1]; | 
= nun) = 2 4-1, = [3-2 4 —]]ı 


angegeben worden. 

Dass diese fünfzähligen Collineationen auf eine Art eigentliche 
sind, folgt aus den Wurzelwerthen für o und r (666) und aus den auf das 
Haupttetraeder bezogenen Transformationsformeln (66«), (666) in $ 9 I B unt. 5)). 

Das in sich transformirte Büschel von Gewinden (vgl. $ 8 I @8%), 
dessen Basis ein Strahlennetz mit den beiden Leitgeraden m ist, hat die 
Gleichung 2, Water) 0... 2.220.085 
zu den Flächen des Flächenbüschels Z 7, +2'Z, Z,=0 (vgl. (2849), dessen 
Vierseit durch die 4 Kanten » des Haupttetraeders gebildet wird, gehören 
die beiden Flächen zu) deren Gleichungen in $ 7 11) unter (27%, 7,) und 
(27%, 7.) aufgestellt sind. 

Es giebt im Ganzen für diese 2304, zu je vier zusammengehörigen 
Collineationen 576 Haupttetraeder; jede der 192 Geraden m (vgl. $ 4 unt. 8b), 
welehe 12 Punkte ıı als Ikosaederpunkte (Dodekaeder-Ebenen «) trägt, tritt 
6mal, jede der 2304 Geraden » einmal auf. Alle Elemente der Haupttetraeder 
sind imaginär; die durchweg imaginären 2304 Substitutionen vertheilen sich 
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bei der Darstellung in tetraedrischen Coordinaten auf die Fundamental- 
tetraeder 7; in der Weise, dass auf die Tetraeder 7,, 7, und 7%..7,; je 
16.9, auf die Tetraeder 7,..7; und 7,..7, je 16.12 entfallen. 


B) Correlationen, den negativen Vorzeichencombinationen entsprechend. 


Die 16. 144 — 2304 Substitutionen (=, &;, ©;, &;, &;,), bei welchen das 
nicht permutirte Element ®;, negatives, die fünf anderen unter sieh permu- 
tirten Elemente entweder sämmtlich positives oder eine gerade Anzahl 
negativer Vorzeichen haben, bedeuten zehnzählige Correlationen (vgl. 
$ 9 U B mter 9 und $ 8 III unter 6)). Die Potenzen S, 8°; S®, ST einer 
solehen Substitution stellen die zu je zweien zusammengehörigen zehn- 
zähligen Correlationen, die 4 geraden Potenzen S?, Ss; St, S6 die zu 
je zweien zusammengehörigen fünfzähligen Collineationen (vgl. unter 
A) dieses $), deren Haupttetraeder dasselbe ist, wie für die ersteren dar, 
endlich bedeutet S5 eine Nullcorrelation mit dem linearen Complex 
2,0. Die Coordinaten der Elemente eines Haupttetraeders sind unter 
(40y), (406), die Gleichungen der beiden in sich transformirten Flächen @,, @, 
nämlich zweier Flächen FÜ” sind in $ 7 11) unter (27$,,7,) und“ (27ß,, 7) 
für das Beispiel angegeben: 


Ss = 3,5%) =|-13 4 2, = 13-4 2]; 
83 —= [—2ı 3, 02,2%] = 4 3-1 3) = [4 3 —1 2) EN 
= 1,5, 60] =|3 3 4 1, =] 2% 4 I] (857) 
9-5» =|1 4 2 35 —=[1l 4 2 3]; 

5: S®, 5%, Ss sind bez. mit S2, St, S, S® in (85«) identisch; 
$—- 1, u, =|2 —1 4 3] =[2 -1 4 3], 


bedeutet die Nullcorrelation mit dem linearen Complexe x, = 0. 

Die Gleichungen der beiden Complexe 2,“ und 2,“ sind unter (548) 
und (542), diejenigen der beiden festbleibenden Gewinde unter (547), ebenso 
die Gleichungen der beiden Systeme von Kernflächen, welche bezw. zu S 
und S®, zu S? und S? gehören unter (549, 9°), die Gleichung des Systems 
der sich auf die zweite Art entsprechenden Flächen 2ten Grades unter 
(480) aufgestellt worden; endlich stimmen die Gleichungen der beiden tetra- 
edralen Complexe der Wechselstrahlen mit denjenigen für die 5 zähligen 
Collineationen (vgl. (408) und (402)) überein. 


-&ı —Xy X Lo X; x] —= 


2: X, —X3 X X; x] = 
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In Beziehung auf die Elemente der 576 Haupttetraeder, auf die 
Vertheilung der durchweg imaginären 2304 Substitutionen bei deren Dar- 
stellung in tetraedrischen Coordinaten auf die Fundamentaltetraeder 7; gilt 
genau das am Ende von A) dieses $ gesagte. 


II. Substitutionen, welche den negativen Permutationen 
der x; entsprechen. 
Sa 
Collineationen und Correlationen, welche aus den 
15 Permutationen (%*;, #;,) hervorgehen. 

A) Collineationen, den negativen Vorzeichencombinationen entsprechend. 

1) Die 8.15 —120 derartigen Substitutionen, bei welchen die beiden 
permutirten Elemente &;, &;, gleiches, die übrigen vier nicht permutirten 
Elemente eine ungerade Anzahl negativer Vorzeichen haben, bedeuten ge- 
sehaart-involutorische Collineationen, deren Axenpaar je eins der 
240 Geradenpaare d, ist (vgl. $ 9 1A 2), $ 5 unter (11) und $ 6). Z. B. den 
8 aus (@, x) hervorgehenden Substitutionen entsprechen bez. folgende ge- 
schaart-involutorische Collineationen mit Axenpaaren d;: 


x;-Coordinaten: Pir-Coordinaten: 
E = oe = 
U 9» 30% %%]) [2-1 43], Axenpaar do: +i/2 00-10 NN v2 2 LE ei 
ya 1 -1; v2 1 —L(reeipr. Polare) 
[xı = 0; 2%; 4] —= [123-4], ” „ +i/2 02.079.021 | v2 1; y2 —1 —1 und 
Warenyaıı (860) 
1-3 0%) =[341-2] „ „3. 0 +iy2 10-1!0 nn 0 Ve= 1 1 u.ree. Pol. 
Bee. „0.0, =r0 72, Dos Ve unaVaale 
Bar2 2% A321 5 ner ya io Vyaı;o -ı Val. , 
Bee 5 0, 08 ON oz 
VS 1: Eile Vo 
Bf - 38%; =-M214#3], a, 0 +i/2 010-1 al i el An und 
2 a ya -ıı ee 
& Wei 
"Hm, 0-5, 2]=[12-34,  „ „ oO +iya0o1o1 Java ıı; iv AT ud 
2 I vr DIL a 


Diese 120 geschaart-involutorischen Collineationen zerfallen in drei 
Gruppen von a) 36, deren Axenpaare die 36 reellen Geradenpaare d, sind, 
von b) 12, deren Axenpaare die 12 imaginären der Fläche F), und in e) 
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72, deren Axenpaare die 72 imaginären den 9 reellen Flächen PIREN 
als Erzeugende angehörigen Geradenpaare d, sind. Bei jeder dieser Colli- 
neationen gehen 4 der Fundamentaleomplexe (im Beispiel x, =0, —0, 30, 
&;=0) und 4 der Fundamentalflächen (im Beispiel FÜ), FO, FV, FW) in 
sich über. 

Von den in tetraedrischen Coordinaten dargestellten Substitutionen 
entfallen die 36 reellen der Gruppe a) zu je 12 auf die Tetraeder 7,..T;, 
die 12 reellen der Gruppe b) zu je 4 auf 7,.*7, und die 72 imaginären 
der Gruppe ec) zu 24 auf 7, und zu je 16 auf 7;..!7T,. 

2) Die 2.15 — 30 Substitutionen, bei welchen die beiden permutirten 
Elemente ®;, &;, entgegengesetztes, die vier anderen nicht permutirten 
Elemente sämmtlich gleiches Vorzeichen haben, bedeuten vierzählige 
geschaarte Collineationen (vel. $ 9 IA ), deren Axenpaar je ein 
Geradenpaar e= (i, ) ist. Z. B.: 

S = [a % 2 2%; —xı) = [3 —412]ı] 
83 = [x 2, 23 —2; 2] = [432 —1], |? 


82 — [x 2 8 —ı 25 —aı]) = [2 —1—43],, 


Axenpaar: 00010 +... (46) | (863) 


wobei S? die geschaart-involutorische Collineation mit dem Axenpaar (46) 
darstellt. 

Die Complexe der Gebüsche (vgl. (587)) 

et oa as a3} a VO (E65) 
sowie die beiden speeiellen Complexe, deren Leitgerade je eine der beiden 
Geraden (46) ist, werden in sich transformirt. Zu den > Flächen zweiten 
Grades, welche durch das Axenpaar hindurchgehen und durch die Colli- 
neation in sich transformirt werden, gehören die 4 Fundamentalflächen FD, 
FO, FV, F“), ferner 12 der 90 Flächen F®), 8 der 120 Flächen F®) 
(vgl. $ 7 unter 3), 5)). 

Die 30 Substitutionen zerfallen in zwei Gruppen von a) 2.6=12 
und b) 2.9= 18; die Axenpaare für die Gruppe a) sind die 6 imaginären, 
für die Gruppe b) die 9 reellen Axenpaare e=(i,k). Bei der Darstellung 
in tetraedrischen Coordinaten entfallen die 12 reellen Substitutionen a) zu 
je 2.2 auf die Tetraeder 7,..7,, die 18 imaginären Substitutionen b) zu 
2.3 auf 7, und zu je 2.2 auf die Tetraeder 7; .. 7%. 

3) Die 6.15 —= 90 Substitutionen (&;, ®;,) endlich, bei welchen die 
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beiden permutirten Elemente entgegengesetztes, die vier anderen Ele- 
mente zwei negative Vorzeichen haben, bedeuten vierzählige Colli- 
neationen (vgl. $9 IB 1) und zwar solche, deren Haupttetraeder für je 
zwei zusammengehörige Collineationen eins der 15 Fundamentaltetraeder 7; 
ist (vgl.$S8 In) ZB. 

= [2,9 -%,-0]=[-1234]:) 
= a 2 0 0 2; «]=[21-#3],| 
|S8 = [ai 82 =; = %5 al=[1-23 4: | 


T,, mit Kantenpaaren: (46); (15), (23) 


18° = Da m m 2-25 ]=[214-3,[| "' ” 3 en (866) 
= 0-5; ])= 3412) \ nm 
Ins>— Ei . a 2 0-0) = [432 1], | u 2 EOazda)n2D) 


= [2,3 0, -0])=[2-1-43],, 


wobei S? wiederum ‘die geschaart-involutorische Collineation mit dem Axen- 
paar (46) bedeutet. Der zu den beiden ersten Substitutionen gehörige tetra- 
edrale Complex (vgl. (29y)) hat die Gleichung: 
— +? +? —a2=0 ... en N e/33)) 
Die Gleiehungen der beiden in ich ans uneton Büschel von Ge- 
winden (vgl. $ 8 CI (8%, (285%) werden: 
» tus mis tus; =0.... (85: 
Zu den Flächen des ersten in sich iransformirten, Flächenbüschels 
(287) ZA +2#2,2Z—0, dessen Vierseit aus den Geradenpaaren (46) und 
(15) besteht, gehören die beiden Fundamentalflächen FV und FÜ) und die 
beiden Flächen F®): 


F% er FU) = 2 24242 2024 (m)? —=0 oder 22422 +23? +2? —2ile 442% 3) = 0 \ EN 
FW +iF) =222+2 20° + (0 +203)?—=0 oder 22?+23?+23?+2,?+27@ 4+2% 3) = 9; j Se) 
entsprechend gehören zu den Flächen des zweiten in sich transformirten 
Flächenbüschels (287%) Z, Z, +2“ Z, Z, = 0, dessen Vierseit aus den Geraden- 
paaren (46) und (23) besteht, die beiden Fundamentalflächen FÜ), F% und die 
beiden Flächen F®): 


FÜ+FY) = 22°+22°4+@—%)?=0 oder 2)?+22?°—23?°—24?+ 2 (2 23 —24 2) — 0 \ (867) 
f N 
FÜ-FGÜ) = 222242240 +2,)?=0 oder 2,2423? —23?—2?—2 (2) 23 —24 23) — I. ’ 


© 


Zu den in sich auf die zweite Art transformirten Flächen der 
beiden Netze (Gewebe) (vgl. (284) (282%) gehören je vier der 60 Flächen a) 
($ 7, 2)), nämlich zu dem ersten Netze (284) die vier Flächen: 


17€ 
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(FW F®) FiR+F)=2rt+22—23?—2?—24 9 Fiss F2iaz| en | 
w a | (869°) 
(FV+ F%)) + i(Fg— Fo) = 21?4+ 23° —23°— 22? +2 2, Zu 2792, 23 u 212 2 en | 
2942142 F2izz; ] : 
welche das Fundamentaltetraeder 7,; als Polartetraeder gemein haben, 
zu dem zweiten Netze (284% die vier Flächen: 
(FÜÖ_FV) Fi + RB) = 2% 2? F2iz 2, — 0 | ER 
(FÜLFD) Fi(BR— RP) = 22er F2iaa—0,| 
welche das Polartetraeder 7; gemein haben. 

Die vier Flächen Fa welche das Tetraeder 7,, als Polartetraeder 

gemein haben, nämlich: 
N) TREE) 0 un en. el 5 Er 
(ED a 0 er 
gehören zu den beiden Gebüschen sich involutorisch entsprechender Flächen 
(28u‘) und (284). 

Die 90 zu je zweien zusammengehörigen vierzähligen Collineationen 
zerfallen in drei Gruppen: a) 36 Collineationen, für welche die 9 imaginären 
Fundamentaltetraeder 7;..7,, die Haupttetraeder sind; jedes dieser Tretraeder 
tritt zweimal auf, wobei das Kantenpaar X,,, K;, durch ein reelles Geraden- 
paar e gebildet wird; b) 18 Collineationen, für welche zu je zweien eins der 
9 Tetraeder 7;..7,, Haupttetraeder u. das Kantenpaar X}, K;, ein imaginäres 
Geradenpaar e ist; ec) 36 Collineationen, für welche die 6 reellen Funda- 
mentaltetraeder 7,..7, die Haupttetraeder sind; jedes dieser Tetraeder tritt 
dreimal auf. Bei der Darstellung der Substitutionen in tetraedrischen Coor- 
dinaten entfallen die 36 reellen Substitutionen der Gruppe a) zu je 2.6 auf 
die Teetraeder 7,..7;, von den 18 imaginären Substitutionen der Gruppe b) 
2.3 auf 7, und je 2.2 auf 7;..7,, von den 36 imaginären Substitutionen 
der Gruppe ec) endlich 2.6 auf 7, und je 2.4 auf 7,..7,. 


B) Correlationen, den positiven Vorzeichencombinationen entsprechend. 

1) Die 8.15 = 120 Substitutionen (&;, ®;,), bei welchen die beiden 
permutirten Elemente ®;, &;, entgegengesetztes, die übrigen vier nicht 
permutirten Elemente eine ungerade Anzahl negativer Vorzeichen haben, 
bedeuten vierzählige Correlationen mit zusammenfallender 
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Kernfläche (vgl. $ 9 I A) unter 43). Die Gleichungen des Complexes 
2‘ der Kernfläche Fl), des festbleibenden Netzes von Complexen und des 
linearen Complexes, der beiden festbleibenden speciellen linearen Complexe 
und ihrer Leitgeraden (46) sind in den Formeln (42«)..(427) ($ 8 II 1) für 
das Beispiel: 

S —= [v1 2: 3 26 2 24] = I-1234], =[-123 an 9? — [xı X2 23 —aı & —a] | 
= [02-23-0550] =|2 1-43, = [21-4 3] —[2-1-43]ı 


. (86x) 


angegeben worden; S? stellt die geschaart involutorische Collineation mit 
dem Axenpaar (46) dar. Die Flächen aller Büschel, deren Vierseit durch 
dies Geradenpaar (46) und je zwei Gerade des anderen Systems der Kern- 
fläche 7) gebildet wird. sind involutorisch zugeordnet, so dass ausser Fl) 
noch eine Fläche jedes Büschels in sich transformirt wird z. B.: 


für das Büschel durch (46) und das Paar (15) die Kernfläche FÜu FW, 


” R RER r Ga), > 5 re 

4 R: fe 5 (ans R A. 

Re e a nd, 31264/2.0:0-150.. , a BO zes, 867%) 
4 & a  17/2.0.0200-, N a 


u.s. w. Diese 120 zu je zweien zusammengehörigen Correlationen zerfallen 
in drei Gruppen von a) 2.1836, für welche die 9 reellen Flächen 
RI RE deren jede zweimal auftritt, die Kernflächen, die 6 imaginären 
Geradenpaare e, deren jedes dreimal auftritt, die Leitgeraden sind, von b) 
2.6—12, deren Kernfläche die imaginäre Fläche FW, deren Leitgerade 
eins der 6 imaginären Geradenpaare e ist und von c) 2.36 — 72, für welche 
die 9 reellen Flächen FV.. FW, deren jede viermal auftritt, die Kernflächen, 
die 9 reellen Geradenpaare e die Leitgeraden sind. Die in tetraedrischen 
Coordinaten dargestellten Substitutionen dieser drei Gruppen vertheilen sich 
ganz in derselben Weise auf die Fundamentaltetraeder, wie die unter A 1) 
dieses $ betrachteten Substitutionen, welche geschaart-involutorische Colli- 
neationen bedeuteten. 

2) Die 2.15 — 30 Substitutionen, bei welchen die beiden vertauschten 
Elemente gleiches, die vier nicht vertauschten Elemente sämmtlich 
gleiches Vorzeichen haben, bedeuten Nulleorrelationen (vgl. $9 IT A 
unter 2)), deren zugehörige lineare Complexe je einer der 30 Complexe 
Co - - &, + %, = 0 ist (vgl. 8 6 (149)). 


IS) 
IS) 
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Zugehöriger linearer Complex: 
zB. S= 0% =[12-34,=[1234,....-=0 | Be 
S=[ u u) =[-2143,=[-2143],... u +2 —=0. | 

Durch diese beiden Correlationen werden bez. alle Complexe der 

beiden „Gewebe“: 

a & +4 &a +43 2544; %,+a (ut) = 0, 

zu welchen bez. der Complex: z—2;, —0 und z++2; in Involution ist, in 
sich transformirt. Zu den durch eine solehe Correlation in sieh transfor- 


mirten Flächen 2ten Grades gehören 4 Flächen F'), für das Beispiel FÜ, 


‚FW, F®, FW, welche durch das Geradenpaar (46), dessen Gerade in 


Bezug auf das Nullsystem conjugirte Polaren sind, hindurchgehen, ferner 
3.4 Flächen F®, welche zu je 4 eins der 3 Tetraeder 7;, Tu, 7, mit den 
in (866) angegebenen Kantenpaaren gemein haben; weiterhin 2.6+2.3= 18 
Flächen F®), von denen die 6 ersten Paare je ein Vierseit mit den Kanten- 
paaren (46), (12); (46), (35); (46), (13); (46), (25); (46), (15); (46), (23), die 3 anderen 
Paare je ein Vierseit mit den Kantenpaaren (Complexgeraden) (12), (35); (13), 
(25); (15), (23) gemein haben; ferner 24 Flächen F® ($ 7, %), z. B.: 
2? + (02 +23)? + (1 +8)? = 0, 1.28.08. 

Die 30 Substitutionen zerfallen in 2 Gruppen von a) 2.6—=12 und 
b) 2.918; für die Nullsysteme der Gruppe a) sind je ein imaginäres, 
für diejenigen der Gruppe b) je ein reelles Geradenpaar e conjugirte Polare. 
Die Vertheilung der in Tretraedereoordinaten dargestellten Substitutionen der 
beiden Gruppen auf die Fundamentaltetraeder 7; ist genau dieselbe wie für 
die unter A 2) betrachteten Substitutionen, welche vierzählige geschaarte 
Collineationen bedeuteten. 


3) Die 6.15 — 90 Substitutionen, bei welchen die beiden vertauschten 
Elemente gleiches, die vier nicht vertauschten Elemente zwei negative 
Vorzeichen haben, bedeuten Polarcorrelationen (vgl. $ 9 II A) unter 1)), 
deren Basisfläche je eine der 90 Flächen F'%) ($ 73) ist. Z. B.: 

Basisfläche der Polarcorrelation: 
[Xı &2 —x3 & -5 21] = 2-1 43, =[2-14 31... KB+ Fr =222+222+ (+2)? = | &bn) 
1-9 65] =[123 4, —=[123 4... B—F, = 2272422224 (2%)? — 0.| f 


Die beiden Complex-Netze, welche durch eine solche Polareorrelation 
in sich übergehen, sind für das erste Beispiel: 
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ja ı ta 22 +04 GERNE ONE a. hans (862) 

Batman) =0.. 0... 00: 0... (86. N 
Zu den in sich auf die erste Art transformirten Flächen gehören die 4 
Flächen FO: FO, FW, FV, FW, ferner die 4 Flächen F®, welche das 
Tetraeder 7, als Polartetraeder gemein haben, die 2.3+2.2 Flächen F®, 
von denen die drei ersten Paare je ein Vierseit mit den Kantenpaaren (12), 
(35); (13), (25); (15), (23), die beiden anderen Paare je ein Vierseit mit den 
Kantenpaaren (12), (46); (35), (46) gemein haben; fernerhin 16 Flächen F®, 
z.B. 222 + +52 +, +2)?=0 .u.8s.f. Zu den auf die zweite Art in 

sich transformirten Flächen gehören die 8 Flächen F%: 
222 + (HB) + (+) = 2 25° + (&ı# 25)? + (oa #2;)? = 0 | 
222? + (+5) + (9423)? = 2 0? + (&ı + 8%)? + (+25)? = 0 | 
Die 90 Polarcorrelationen zerfallen in drei Gruppen von: a) 36 


(865) u. 8. f. 


Polarcorrelationen mit den 36 reellen Basisflächen F®, welche zu je 
zweien durch ein je zweien Flächen #.. FÜ) gemeinsames Vierseit mit 
einem reellen und einem imaginären Geradenpaar e hindurchgehen, von b) 
18 Correlationen mit den 18 imaginären Basisflächen F®, welche durch 
ein je zweien Flächen FÜ und F.. F() gemeinsames Vierseit mit zwei 
imaginären Geradenpaaren e, und von c) 36 Üorrelationen mit den 36 
imaginären Basisflächen F®, welche durch ein je zweien Flächen 
F\).. FÜ) gemeinsames Vierseit mit zwei reellen Geradenpaaren e hindurch- 
gehen. Die in tetraedrischen Coordinaten dargestellten Substitutionen dieser 
drei Gruppen vertheilen sich auf die Fundamentaltetraeder in derselben 
Weise, wie die unter A 3) betrachteten Substitutionen, welche vierzählige 
Collineationen bedeuteten. 


$ 18. 

Collineationen und Correlationen, welche aus den 

15 Permutationen (#;, %;,) (#,%:) (#,%,) hervorgehen. 
A) Collineationen, den negativen Vorzeichencombinationen entsprechend. 

1) Die 4.15 — 60 derartigen Substitutionen, bei welchen die beiden 
vertauschten Elemente «; jedes der drei Paare entgegengesetztes Vor- 
zeichen haben, bedeuten eentrisch-involutorische Collineationen 
(vgl.$ 9 1A unter 5)), für welehe die Centren je ein Eekpunkt, die Ebenen 
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die gegenüberliegende Seitenfläche eines der 15 Fundamentaltetraeder 7; 
sind. Z.B.: 


Centrum: Ebene: 
der Homologie 


S=- Fu 2%) —=|-1234ı.....-...8 
S—= 3% m 2%) = 11234, ....9....8% (87) 
S= m u) = [12-34 ...:.8....8 
S=-[an-ı ua 6%] =[123—4h...:.%....%. 


Zu den &® in sich auf die zweite Art transformirten Flächen gehören für 
das erste Beispiel die vier Flächen F, Fr), F®, FÜ), die vier Flächen 
F®, welche das Tetraeder 7; als Polartetraeder gemein haben, die 2.6—12 
F“), deren Gleichungen sich aus denjenigen je zweier Flächen FO, FD, 
FW, F Jinear zusammensetzen, ferner 12 Flächen F® z. B.: 
22° + (a +2)? + (+23) = 2202? + (2, +23)? + (85 #8)? — 0 u. 8. f. 

Die 60 Transformationen zerfallen in zwei Gruppen von a) 24, für 
welche die Centren und Ebenen der centrischen Collineation je ein Eck- 
punkt und je eine Seitenfläche der 6 reellen Fundamentaltetraeder 7, .. 7; 
sind und von b) 36, für welche die Centren und Ebenen durch die Eck- 
punkte und Seitenflächen der 9 imaginären Tetraeder 7;.. 7, repräsentirt 
sind. Bei der Darstellung der Substitutionen in tetraedrischen Coordinaten 
entfallen die 24 reellen, zur Gruppe a) gehörigen, zu 4.4 auf 7, und zu je 
1.4 auf 7, und 7;, die 56 imaginären zur Gruppe b) gehörigen zu 3.4 auf 
T, und zu je 1.4 auf 7uo..Tı. 


2) Die 12.15 — 180 Substitutionen, bei welchen die beiden ver- 
tauschten Elemente eines Paares entgegengesetztes, die vertauschten 
Elemente jedes der beiden anderen Paare aber unter sich gleiches Vor- 
zeichen haben, bedeuten vierzählige Collineationen (vergl. $S 9 IB 
unter 1)) und zwar solche, deren Haupttetraeder zu Eckpunkten (Seiten- 
flächen) je zwei Punktpaare e (Ebenenpaare &) haben, welche zwei verschie- 
denen Fundamentaltetraedern angehören und deren Kantenpaare je ein Ge- 
radenpaar e und zwei Geradenpaare d sind (vgl. $ 8 C I unter 3)). Die 
Coordinaten der Elemente eines solchen Haupttetraeders sind in (317) und 
(316) für das Beispiel: 

8 = [23 2ı 24 —3 2 25) = |-2 14 3]ı | 
83 — [a —cı —u 23% 2) = [2 —1 43h] 


| 


= ln 4% 2l= [123 Ah, (878) 
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(5? bedeutet die geschaarte Involution mit Axenpaar (12)) angegeben, ebenso 
die Gleichung des zugehörigen tetraedralen Complexes in (@18)). 
Die Gleichungen der beiden in sich transformirten Büschel von Ge- 
winden (vgl. $ 8 © I (28%, (282%) werden: 
(&—xı)+ u (+2) = I und (x; +24) + u (a) = 0. . . (87y) 
Zu den Flächen des ersten in sich transformirten Flächenbüschels (287). 
dessen Vierseit das Geradenpaar (12) und das Kantenpaar X,,, K,, nämlich 
ein Geradenpaar d zu Kanten hat, gehören die beiden Flächen F®); 
FO FÜ) —= 202 +20 4(& +2)? —=0 oder 21 83 —i2 2 — 0 | an 
FOWÄiFU) —=92?+2 224 (2; —%)? = 0 oder 1 4 —i2 23 —0, | ni 
zu den Flächen des zweiten Flächenbüschels (287°), dessen Vierseit das 
Geradenpaar (12) und das zweite Geradenpaar d zu Kanten hat, gehören 
die beiden Flächen F®): j 
FOLiFD — 9.227202 (& 0)? = 0 oder 183 Hi z = 0 | 
FÜHF®V = 20° +22 + +8) —= 0 oder 1a ti — 0 | ; 
Den auf die zweite Art in sich transformirten Flächen der beiden 
Netze (Gewebe) (282) und (284) gehören je 2 Fundamentalflächen F) und 
je vier Flächen F® an; nämlich dem ersten Netze: 


. . (876) 


BON F® und (+2)? + (+8) + (u +5) = (FR)? + (FR)? + ur) —=0 ... . (878°) 
dem zweiten Netze: 


FO FW und (+22)? + (@s+25)? + (&+ 8%) = (a Fx)? + (& 85)? + (ut) —0.. . (87€") 


Die 180 vierzähligen Collineationen zerfallen in drei Gruppen: 
a) von 72 Collineationen: die Haupttetraeder sind die 56 Tetraeder mit je 
einem reellen und einem imagmären Punktpaar e (Ebenenpaar e), welche je 
einem reellen und einem imaginären Fundamentaltetraeder mit einem gemein- 
samen reellen Kantenpaar e angehören; die Kantenpaare eines solchen 
Haupttetraeders sind ein reelles Geradenpaar e und zwei imaginäre Geraden- 
paare d erster Art; b) von 36 Collineationen: die Haupttetraeder sind die 
15 Tetraeder mit je zwei reellen Punktpaaren e (Ebenenpaaren :), welche 
je zweien reellen Fundamentaltetraedern mit einem gemeinsamen reellen 
Geradenpaar e angehören; die Kantenpaare eines solchen Haupttetraeders 
sind ein reelles Geradenpaar e und zwei reelle Geradenpaare d; ec) von 72 


Collineationen: die Haupttetraeder sind die 36 Tetraeder mit je zwei ima- 
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ginären Punktpaaren e (Ebenenpaaren e), welche je zweien imaginären 
Fundamentaltetraedern mit einem gemeinsamen imaginären Geradenpaare e 
angehören; die Kantenpaare eines solchen Haupttetraeders sind ein imaginäres 
Geradenpaar e und zwei imaginäre Geradenpaare d der zweiten Art. 

Bei der Darstellung der Substitutionen in tetraedrischen Coordinaten 
entfallen die 72 Substitutionen der Gruppe a) zu 4.12 auf 7, und zu je 
1.12 auf 7, und 7;,, die 36 imaginären Substitutionen der Gruppe b) zu 
1.12 auf 7, und zu je 1.4 auf 7),..7,, und die 72 imaginären Substi- 
tutionen der Gruppe c) zu 2.12 auf 7, und zu je 1.8 auf 7W..7.. 


B) Correlationen, den positiven Vorzeichencombinationen entsprechend. 

1) Die 4.15 — 60 Substitutionen, bei welchen die beiden vertauschten 
Elemente =; jedes der drei Paare gleiches Vorzeichen haben, bedeuten 
Polarcorrelationen (vgl. $ 9 II A) unter 1)), deren Basisfläche je eine 
der 60 Flächen F® (87 3) ist. Z.B.: 


Basisfläche der Polarecorrelation: 
Ss — [2 %ı %4 X3 X 5] = 1 234], = -1 273 4]ı (21 —t3)? nn (23>— x)? + (25 —.x)? —( 


oder —2ı?+ 22? +23? +22 —=0... (870) 
Ss = [x2 X%ı %5 X6 Xz x] m [2 1 3; 4;]ı == 213; —4)ı (&ı—23)? Ar (&3 + %5)2+ (4 +2)? —.() 
oder 23>>—22+2 21 a 02% (87%) 


Die beiden durch eine solche Polarcorrelation in sich übergehenden 
Netze sind für das erste Beispiel (879): 

(25) 03 (25 24) } 005 (25 86) 0 Eee 287m) 
at) ta tr) ar) = 0 nn. E77“) 

Zu den auf die erste Art in sich transformirten Flächen gehören 
die 3 Flächen F®, welche mit der Basisfläche (875 das Tetraeder 7, als 
Polartetraeder gemein haben, sowie weitere 4.6 Flächen F, welche bezw. 
die Tetraeder 7,, Z;, T;, T-, Ts, 7, als Polartetraeder gemein haben, ferner 
die 6 Flächen F®: FVLiFW, FVLrV, FV4irF® u. s w.; zu den auf 
die zweite Art in sich transformirten Flächen gehören die 4 Fundamental- 
flächen: FD, FO, FW, FÜ), ferner die 6 Flächen F® (87, 9): 

22° + (@+25)? + (x)? = 2.02? + (0s>—R5)? + (+8)? — 0 
220° + (&—2)? + (+0) = 2202 + (&3+2%5)? + (8%)? — 0 


2 zu + +2)? + (dr)? =2r2r.2.+ 2), + ars = \ (878) u.s.f. 
2 23? + (a — 85)? + (22+ 8%)? = 202 + (&ı +25)? + (02)? = 0 
225° + (+25)? + (&—0)? = 220° + (35)? + (© +2)? = 0 


205° + (a — 25)? + (a +29)? = 200 + (&ı +25)? + (&2— x)? = 0 
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Die 60 Polarcorrelationen zerfallen in die beiden Gruppen von a) 24 
mit reellen Basisflächen F® und b) von 36 mit imaginären Basisflächen 
F®:; die Vertheilung der Substitutionen in tetraedrischen Coordinaten auf 
die Fundamentaltetraeder ist dieselbe wie für die 60 Substitutionen unter 


A ı) dieses $, welche centrisch-involutorische Collineationen bedeuteten. 


2) Die 12.15 —= 180 Substitutionen, bei welchen die beiden ver- 
tauschten Elemente eines Paares gleiches, die vertauschten Elemente 
jedes der beiden anderen Paare entgegengesetztes Vorzeichen haben, 
bedeuten vierzählige Axencorrelationen und zwar der zweiten Art 
(vel.$ 9 HA 3), Formeln (70). Die beiden sich involutorisch entsprechenden 
Axen sind, wie für die m $ 13 unter B 2) betrachteten vierzähligen Axen- 
correlationen der ersten Art, je ein Geradenpaar e; die Mittelpunkte und 
Ebenen der festbleibenden Strahlbüschel je ein Punktpaar e der einen und 
je ein Ebenenpaar & der anderen Axe. Die Gleichungen der beiden in sich 
transformirten Complexe, der in sich auf die zweite Art transformirten 
Flächen 2ten Grades sind aus den Formeln (70) zu entnehmen. Von den 
4 zusammengehörigen Substitutionen, deren Axenpaar und Haupttetraeder 
dasselbe ist, entsprechen sich je zwei als S und $®, während S? für beide 
die geschaart-involutorische Collineation mit dem Axenpaar e darstellt. Z. B.: 


Mittelpunkte "Ebenen 
der Strahlenbüschel: 


5 — | 0-0] = [2 143, —[-21431|8...0010 8...0010 
83 — [a 21 —x4 23 X —;] = 2-143]ı — 2-14 3] E00 OF E0LOEORT 
5 mm mu —=[2 1-43 = [21-431]le... 1000 &1...1000,874) 
83 = [x &ı x —3 0 —) = |? 1 4 3 =[2 Wale ...20.1.070, = 2. .2.0,1,0:0 
82 — [xı 22 = —aı —x; —as] = [1 2 -3 —4lı 
Die Axen sind: (129)....1-+4:0000, die in sich transformirten 


Complexe: & +23 — 0, &— 2, — 0; zu den auf die zweite Art in sich trans- 
formirten Flächen gehören die 4 Fundamentalflächen FV): FO, FÜ, FW, 
F“) und 6 Flächen F® zB. 


220° + +2)? + +2) = 2232 + (m —,)? + (U—R)? — 0 | 
2x2 ir (&—X;)2 + (ax ?=2 2% ar (234 2;)2+ (2; +2)? = 0 | 


(87%) u. s.f. 


Die 180 vierzähligen Axencorrelationen zerfallen in drei Gruppen 
von a) 72 Correlationen, für welche die Mittelpunkte und Ebenen der Strahl- 
18* 
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büschel je eins der beiden reellen Punkt- und Ebenenpaare der 9 reellen 
Geradenpaare e sind, von b) 36 ÜÖorrelationen, für welche je ein imaginäres 
Punkt- und Ebenenpaar der reellen Geradenpaare e und endlich von e) 72 
Correlationen, für welche je eins der drei imaginären Punktpaare e und 
Ebenenpaare e der 6 imaginären Geradenpaare e, als Mittelpunkte und 
Ebenen der Strahlbüschel auftreten. Die Vertheilung der in tetraedrischen 
Coordinaten dargestellten Substitutionen dieser drei Gruppen a), b), e) auf 
die Fundamentaltetraeder 7; ist dieselbe, wie diejenige der 180 Substitutionen 
(A 2) dieses $), welche vierzählige Collineationen bedeuteten. 


$ 19. 


Collineationen und Correlationen, welche aus den 
90 Permutationen (&;, %;, %;,&;) hervorgehen. 

A) Collineationen, den negativen Vorzeichencombinationen entsprechend. 

1) Die 8.90 — 720 Substitutionen, bei welchen die beiden nicht ver- 
tauschten Elemente ®;,, &;, entgegengesetztes, die vier anderen unter 
sich vertauschten Elemente gleiches Vorzeichen haben, bedeuten vier- 
zählige Collineationen (vgl. $S9 IB 1)), deren Haupttetraeder zu Eck- 
punkten (Seitenflächen) je 4 Punkte f (Ebenen x) (vgl. $2 und $ 3 Formel 
(11)) haben, während die Kanten X, A;, durch ein Geradenpaar d, die 
beiden anderen Kantenpaare durch 2 Geradenpaare s (vgl. $ 4 6) unter (137) 
gebildet werden. Die Coordinaten dieser Elemente und die Gleichung des 
zugehörigen tetraedralen Complexes sind in $8 © I unter 4, Formeln (327) 
bis (322) für das Beispiel: 


Ss — [®, X X & Is ©] = [1 2; 5; —4]s | 82 — E xy % %y %; x] = -1 32 4], | (886) 
32 Al (kl 


Se, 70 =, © —]1 4], | (geschaarte Involution mit Axenpaar d) | 
angegeben worden. 
Die Gleichungen der beiden in sich transformirten Büschel von Ge- 


winden (28°, (28% werden: 


tat tt —0 | 


nt tur, — 0 | (888) 


Zu den Flächen der beiden in sich transformirten Büschel, deren 
Vierseit aus den beiden Geraden d und dem ersten bez. zweiten Geraden- 
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paar s besteht, gehört je eine der 180 Flächen F® und je eine der 120 
Flächen F®, nämlieh zu dem ersten Büschel Z, Z,+2'Z,Z, —=0 gehören: 
FW... -FOÖ+FÜ+FWD+LFU) ... t2)2 + +2)? 4+22?=0 
oder 23?—23? — 2 2, 2, —= I | (887) 
FE... FOLFDH(FÖ-FO)... | 
oder 2, (2423) — 12 (2—3) — 0; 
zu dem zweiten Büschel Z, Z +42 Z, = 0 gehören: 
FW.. FO_FDLEFOLEFN... aa)? + @—29?+ 222 — 0 
oder 222? +22 4, = 0 | (887%) 
FO.. FO+FWA(FÜ-FO)... a —-n+n—a)? +42 +42? — | 
oder 2 (2a+2;) +12 (a —2) =). 
Den beiden Netzen (Geweben) (vgl. (282°), (282%), deren Flächen auf 
die zweite Art in sich transformirt werden, gehört je eine der 60 Flächen 


F® und je eine der 90 Flächen F® an, nämlich dem ersten Netze: 


FO... FÜOLFVH(FO-FO) .... (a? + +2)? +)? = 
= (0, +23)? + (oa)? + (& +2)? = 0 oder 2,°—2?— 212,2, — 0 | D 
(3 G)__; Fü mn 
FO... FOZFWD...222+422°4+ +20) =22? +22? + (5; — 2)? — 0 | 
oder (2?+2) + 1(22?+232) = 0, 


dem zweiten Netze: 
FD... FOLFDAH(FÜÖ-FN)... (+23)? + (2)? + (x)? = 
= (4 25)? + (+2)? + (+2)? — 0 oder 2° —2,?+21% 2, — 0 | u 
(3) (1) ,. (1) 2 \2 5 9 I 2 N (886 ) 
FW)... FO +HiFNV)... 2224 22324 (5; —,) = 223? + 22° + (8,42%)? — 0 | 
oder (2?°+2) —ti(2?+232) —=I0. 


Die 720 Collineationen zerfallen in drei Gruppen von a) 144, für 
welche die Kantenpaare X, K;, der 72 Haupttetraeder durch die reellen 
Greradenpaare d, in b) von 288 und in c) von 288 Üollineationen, für welche 
die Kantenpaare X, K;, der 144 Haupttetraeder bez. durch die imaginären 
Geraden d der ersten und der zweiten Art gebildet werden; die Punkte £ 
(Ebenen x) und die Kantenpaare s sind durchweg imaginär. Bei der Dar- 
stellung der durchweg imaginären Substitutionen in tetraedrischen Coordi- 
naten vertheilen sich die Substitutionen der drei Gruppen a), b) und c) so auf 
die sämmtlichen Fundamentaltetraeder, dass 8.6 auf 7,, je 8.9 auf Z,, Z; 
und 71... 7, und je 8.2 auf 7,..7, und 7,...Z, entfallen. 

2) Die 8.90 — 720 Substitutionen, bei welchen die beiden nicht ver- 
tauschten Elemente &;, ®;, gleiches, die vier anderen unter sich ver- 
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tauschten Elemente eine ungerade Zahl negativer Vorzeichen haben, be- 
deuten achtzählige Collineationen und zwar auf eine Art eigentliche 
(vel.$ 91 B3a) und $ 8 I unter 6)). Die Coordinaten der Eckpunkte (Seiten- 
flächen) eines Haupttetraeders, nämlich je eines Punktpaares e (eines Ebenen- 
paares «) und eines Punktpaares if (eines Ebenenpaares «9 g®), der 
Kanten X,,, Ky, (eines Geradenpaares e) und der beiden anderen Kanten- 
paare (zweier Geradenpaare g) sind in $ 81 6) unter (34y), (346), ebenso wie 
die Gleichungen des zugehörigen tetraedralen Complexes 2 unter (34:) für 
das Beispiel aufgestellt worden: 


S —=|-% 2 2 2% %] =[3 4 1 2) 

= -m 5% =R2 4:3, el; u 1-9; =[423-1] | (88) 
85 — [x 23 2, —&ı 5 | = [3-4 -1,2) = [2 02 23 a, 2; 2] = [1-23 4), 

S’—= [a —& % 2 2; x] —=[-2 413, 9% [a 0 2 9% | = [-4 23 1].- | 


Hierbei bedeuten S? und 5% zwei zusammengehörige vierzählige 
axiale Collineationen (vgl. $ 13 A 2)) mit dem Axenpaare e = (56), St 
eine geschaart-involutorische Collineation mit diesem Axenpaar. Man ver- 
gleiche hiezu die Formeln (84:2) in $ 15 A 2) für die uneigentlichen 
achtzähligen Collineationen (x x x; x) (2; &,), deren Haupttetraeder (abgesehen 
von der Bezeichnung der Ecken) genau mit demjenigen der hier betrach- 
teten eigentlichen achtzähligen Collineationen übereinstimmt. 

Die Gleichung des in sich transformirten Büschels von Gewinden 
(287%) wird für das gewählte Beispiel: 

N Ü  S  o. 0- © Pe lelelz)) 
Zu den Flächen des in sich transformirten Flächenbüschels (287%): 
VE 
gehören die beiden Flächen: 


(887) 


welche (vergl. (52:‘, (52e“)) bei den in $ 15 B 2) betrachteten achtzähligen 
Correlationen mit demselben Haupttetraeder als Kerntlächen auftraten. 
Auch diese 720 Collineationen zerfallen in drei Gruppen von a) 144, 
von b) 288 und c) 288 Collineationen, denen die a) 36, b) 72, ce) 72 Haupt- 
tetraeder in derselben Weise zugeordnet sind, wie es bei dn $ 15 A 2) 
betrachteten achtzähligen Collineationen der Fall war. Die Vertheilung der in 


tetraedrischen Coordinaten dargestellten, durchweg imaginären Substitutionen 
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der drei Gruppen auf die Fundamentaltetraeder ist der unter A 1) an- 


gegebenen entsprechend. 


B) Correlationen, den positiven Vorzeichencombinationen entsprechend. 
1) Die 8. 90 = 720 Substitutionen, bei welchen die beiden nicht ver- 
tauschten Elemente *;,, #;, gleiches, die vier anderen unter sich ver- 
tauschten Elemente eine gerade Anzahl (einschliesslich Null) negativer 
Vorzeichen haben, bedeuten vierzählige Correlationen mit zu- 
sammenfallender Kernfläche (vgl. $ 9 II A) unter 4a). Die Gleich- 
ungen des Complexes 2, der Kernfläche F®, des festbleibenden Netzes von 
Complexen und des linearen Complexes, der beiden festbleibenden speciellen 
linearen Complexe und ihrer Leitgeraden (d) sind in den Formeln (44y) ($ 8 
IH unter 3)) für das Beispiel aufgestellt worden: 
8 —= [2 2; —x, x, 2; 25] = 12:34] — [1-23 3; 4, ]$?=[x, x, 2 2, —x; te] (889) 
S— [0-35] =1 3 3 4, = [1 3; 2% 4%] I 


— 1 17.3,94]r 


4 
S? stellt eine involutorisch -geschaarte Collineation mit einem Axenpaar d 
dar, welches die Leitgeraden der beiden speciellen Complexe bildet. Die 
Flächen aller Büschel, deren Vierseit durch dies Geradenpaar und je zwei 
Gerade des anderen Systems der Kernfläche: 
REBR (»—23) +12, (+23) = 0 oder (nn —y—2, +2)? +42,?+40?—0.. (881) 
gebildet wird, sind involutorisch zugeordnet, so dass ausser F® noch eine 
Fläche jedes Büschels in sieh transformirt wird z. B.: 
für das Büschel durch das Geradenpaar d und das Paar (56) 
MO ale )—ig, (+2) = 0, 

für je eins der beiden Büschel durch das Geradenpaar d u. ein Geraden- 
paar s je eine Fläche PRO etz r tn) 2220 

und| FW... (& 23)’ + (9 —2,)? + 222 —= 0, 
für je eins der beiden Büschel durch das Geradenpaar d u. ein Geraden- 


(83x) 


paar r je eine Fläche | FW... (+2)? + (+2)? + (ua)? = 0 
ud | F®%... (a—a3)? + a2)? + 2 = 0 us. 
Diese 720 Correlationen zerfallen entsprechend der Beschaffenheit 
der Leitgeraden d ebenso wie die 720 vierzähligen Collineationen unter A 1) 
in drei Gruppen von 144 und 2mal 288 Correlationen; die Vertheilung 
der durchweg imaginären, in tetraedrischen Coordinaten dargestellten Sub- 
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stitutionen auf die Fundamentaltetraeder ist die bereits unter A 1) dieses N 
angegebene. 


2) Die 8.90 = 720 Substitutionen, bei welchen die beiden nicht ver- 
tauschten Elemente ®;,, &;, 


6 


entgegengesetztes, die vier anderen unter 
sich vertauschten Elemente eine ungerade Anzahl negativer Vor- 
zeichen haben, bedeuten achtzählige Correlationen (vel.$S9 IT B 
unter 2a) und $ 8 III unter 3)). Die Elemente eines Haupttetraeders sind 
dieselben, wie für die achtzähligen Collineationen (A 2) dieses $) und wie 
für die achtzähligen Correlationen, welche in $ 15 unter B 2) betrachtet 
wurden (vgl. (265), (26y)); die Gleichungen der beiden in sich transformirten 
Flächen @,, @,, nämlich zweier zusammengehöriger Flächen F"” sind unter 
(266,°..9,) und (266,..9,‘) für das via angegeben worden: 


S == (X %y —Cy Lı X, X | = B 4 1 5 = [3 - li: 2]; 


83 — (2, 2, & —X %, —&) = 


ES — — [2- 4-13], 8? = [2 2,» )= 4231], 
2) 


Sin na al 


—[-2 
8° — (2, 2, —ay & % Er [3- See 4 1; 
2 


] 
2) St=[a 2 23 24 2; —2;] = [1-2-34], 
13, = [24 43] 


58 [2 2 0-2, 0) = [423 1], 


6 
(vgl. (847) in $ 15). S? und 5% bedeuten auch hier zwei zusammengehörige 
vierzählige axiale Collineationen mit dem Axenpaar e—= (56), S! 
die geschaart-involutorische Collineation mit diesem Axenpaar. 


Die Gleichungen der beiden Complexe 2,“ und 2“ sind unter (51y), 


ll) a 
(517), diejenigen der beiden festbleibenden Gewinde Ä = h | unter (516), die 
Lu — 


Gleichungen der beiden a von Kernflächen, welche bez. zu S und S”, 
zu S® und 55 gehören, unter (512), (51%, endlich die Gleichung des Systems 
der sich auf die zweite a nn Flächen zweiten Grades unter 
(480%) aufgestellt worden; auch hier zerfällt der tetraedrale Complex der 
Wechselstrahlen (vgl. $ 8 III (48%)) in die beiden speciellen linearen Complexe: 
2, —i — 0 

x, +i 5 — Ü ' Ce) 

Auch diese 720 achtzähligen, durchweg imaginären Correlationen 
zerfallen in drei Gruppen von je 144 und zweimal 288, entsprechend der 
Beschaffenheit der zugehörigen Haupttetraeder (vgl. unter A 2) dieses $ und 
unter A 2) und B 2) des $ 15). Die Vertheilung der entsprechenden in 
tetraedrischen Coordinaten dargestellten Substitutionen der drei Gruppen auf 


(882) 
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die Fundamentaltetraeder ist dieselbe, wie sie unter A 1) und 2) und unter 
B 1) angegeben wurde. 


$ 20. 

CGollineationen und Correlationen, welche aus den 

120 Permutationen (%;, %;, #,) @&, ®,) hervorgehen. 
A) Collineationen, den negativen Vorzeichencombinationen entsprechend. 

1) Die 8. 120 — 960 derartigen Substitutionen, bei welchen die beiden 
vertauschten Elemente ®;, #;, gleiches Vorzeichen haben, während die 
Gesammtzahl der negativen Vorzeichen ungerade ist, bedeuten sechs- 
zählige, auf zwei Arten eigentliche Oollineationen (vgl.$ 9 
I B unter 23)). Die Eekpunkte (Seitenflächen) eines Haupttetraeders dieser 
Collineationen sind 4 Punkte 9® 1 (4 Ebenen (9 —ı®) (vgl. $ 8 C I unter 
10)), die Kantenpaare bez. ein Geradenpaar %,, d, und !, deren Coordinaten 
unter (38y) und (386) nebst der Gleichung des tetraedralen Complexes unter 
(388) für das folgende Beispiel ( 2; 2;) (& x,) angegeben sind: 
Ss = 2% 2,2,%-0% | =F1423, =, 0, 5 5]=R-3-14]; | 


8 — 7, 0 9% —&) = 1-24, St—=[-2, 2 2, 2, —x, 2) = 2 4-3 —1] ! (89) 
3 — [2 42392, -0) = 43 21]- | 
Hierbei bedeuten S? und St dreizählige geschaarte Collineationen mit dem 
Axenpaar k, (vgl. $ 12 A 1)), S® eine geschaart-involutorische Collineation 
mit dem Axenpaar d, (vgl. $s 17 A 1). 
Die Gleichungen der beiden in sich transformirten Büschel von Ge- 
winden (vgl. (28%, (28%) werden: 
1 — % —%; (a +2,) = 0 2 
a Satan =; TE DARIN) 
Zu den Flächen des ersten in sich transformirten Flächenbüschels 
(2877), dessen Vierseit aus den Geradenpaaren %, und d, besteht, gehören: 
die Fundamentalfläche F) und eine der 480 Flächen F) ($7 n): 
2 2, +23 +25)? +3 (9 —2,”? +62 —=0 .. . (89y) 
(vgl. (238). . (238)); zu den Flächen des zweiten in sich transformirten Flächen- 
büschels (287°), dessen Vierseit aus den Geradenpaaren A, und 1 besteht, 
gehören: 
eine der 240 Flächen F® (87 6)): 
1 +23 +2; +32? +32? =0 .... (890) 


Noya Acta LXXV, Nr.l, 19 
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und eine der 240 Flächen FÜ) (87): 
2-2 + +2; +3. +2)? +60? =0... (890). 

Die 8. 120 — 960 6zähligen Collineationen zerfallen in drei Gruppen. 
Da jedes der 80 imaginären Geradenpaare %, 6mal, jedes der 72 reellen 
und der 168 imaginären Geradenpaare d, 4mal und jedes der 48 reellen 
und der 432 imaginären Geradenpaare ! einmal als Kantenpaar auftritt, so 
entstehen drei Gruppen von Haupttetraedern: 

a) 48 Haupttetraeder mit einem imaginären Kantenpaar /,, einem 
imaginären d, und einem reellen /!, b) 144 Haupttetraeder mit einem imagi- 
nären Kantenpaar %,, einem reellen d, und einem imaginären /, c) 288 Haupt- 
tetraeder mit je einem imaginären Kantenpaare %,, d,, /, während sämmtliche 
1920 Eckpunkte H®=i (Seitenflächen (®—=ı®) imaginär sind. Die 96 
reellen Substitutionen, welche der ersten Gruppe a) entsprechen, entfallen 
bei ihrer Darstellung in tetraedrischen Coordinaten zu je 4.8 auf die Tretra- 
eder 7,..T,, die 288+576 imaginären Substitutionen der beiden Gruppen b) 
und ec) zu je 8.6 auf die Tetraeder 7,, 75, zu je 8.8 auf 7,..7;, zu je 
8.12 auf 7,..7, und zu je 8.6 auf 7Tıo-- Tı.. 

2) Die 8.120 — 960 Substitutionen, bei welchen die beiden ver- 
tauschten Elemente «;,, ©;, entgegengesetztes Vorzeichen haben, während 
die Gesammtzahl der negativen Vorzeichen ungerade ist, bedeuten zwölf- 
zählige Collineationen und zwar auf eine Art eigentliche (vgl. $ 9 
IB unter ). Das Haupttetraeder für vier zusammengehörige Substitutionen 
Ss, Su, 85, $7 ist dasselbe wie für die beiden Substitutionen S?2, So, welche 
zwei zusammengehörige, auf zwei Arten eigentliche, sechszählige Colli- 
neationen bedeuten (vgl. $ 12 A 2)); die Eckpunkte (Seitenflächen) sind vier 
Punkte hf} (4 Ebenen (9—=g®), die Kantenpaare je ein Geradenpaar 
kg, e und h (vgl. (367) und (366) in$ 818). Für das folgende Beispiel: 


S = [23 %y =, —%y I x] == fl 4-2 3]ı 


Be nen re 
85 — [x %4 —& —& 2 5) = [4 2 —1 3], | - [a5 = = my = 2] = [ 1 


\ S1= 2; 9,0 u])=[ 2 1 3] 


ST — [23 —24 -%, 2% 2 %) = [3 24-1]; 

Is_ [5 a 2 a X 0 = [3 12-4, I) =, u u =A-3271], 
=, -,, 2,% —-B4-123, [)!-, u, u%20 =B-12 —4]) 
9-9, -%2%,% =R14-3, \®- KR; - uno =B2-4-1], 


erhält man für die Coordinaten der Elemente des Haupttetraeders die in $8 
III 5) in den Formeln (539) und (53) angegebenen Werthe. 


(89e) 
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53, S° bedeuten zwei zusammengehörige vierzählige, S' und 8° zwei 
zusammengehörige dreizählige geschaarte Collineationen mit bezw. den 
Axenpaaren e und A, (vergl. $17 A 2) und$ 12A ı) und S% bedeutet die 
geschaart-involutorische Collineation mit dem Axenpaare e. 

Die Gleichung des tetraedralen Complexes (vgl. $ 8 I unter 9) 87) wird: 


es arts 0, Sun. een) 
diejenige des in sich transformirten Büschels von Gewinden (282) 
(© —X3 +%;5) + u % = 0) N EEE ar Dh Bose (89m). 


Zu den Flächen des in sich transformirten Büschels, dessen Vierseit 
durch die beiden Geradenpaare %k, und e gebildet wird (vgl. (287)), gehören: 
die Fundamentalfläche F", eine der 240 Flächen 

BROT. o —233+%)2-+ 352422) = 0 


x ae e (5) | aa +2; +28)? + a?+22) = 0 
und zwei der 120 Flächen F'”... | nt? + kmta) = 0 


(89 9) 


(vgl. $ 7 unter 6) und 5)). 

Die 8.120 — 960 zwölfzähligen Collineationen zerfallen ebenfalls der 
Beschaffenheit der Haupttetraeder entsprechend in drei Gruppen. Da jedes 
der 80 imaginären Geradenpaare %, 3mal, jedes der 9 reellen und der 6 
imaginären Geradenpaare e 16mal und jedes der 24 reellen und der 216 
imaginären Geradenpaare h einmal als Kantenpaar auftritt, so ergeben sich 
folgende drei Gruppen von Haupttetraedern: a) 24 Haupttetraeder mit einem 
imaginären Kantenpaar %,, einem imaginären e und einem reellen h, b) 72 
Haupttetraeder mit einem imaginären Kantenpaar /,. einem reellen e und 
einem imaginären h, ce) 144 Haupttetraeder mit je einem imaginären Kanten- 
paar %,, e, h, während die 240 Eckpunkte p9 — io (Seitenflächen (@ — g®), 
deren jeder viermal auftritt, durchweg imaginär sind. Die der ersten Gruppe 
a) entsprechenden 96 reellen Substitutionen, sowie die den beiden Gruppen 
b) und ce) entsprechenden 288 + 576 imaginären Substitutionen vertheilen 
sich bei der Darstellung in tetraedrischen Coordinaten genau in derselben 
Weise auf die Fundamentaltetraeder, wie die unter A 1) dieses $ betrach- 
teten Substitutionen, welche sechszählige Collineationen bedeuten. 


B) Correlationen, den positiven Vorzeicheneombinationen entsprechend. 


1) Die 8.120 —= 960 Substitutionen, bei welchen die beiden ver- 


tauschten Elemente ®;, &;, gleiehes Vorzeichen haben, während die Ge- 
19* 
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sammtzahl der negativen Vorzeichen gerade (einschliesslich Null) ist, be- 
deuten sechszählige Correlationen mit zusammenfallender 
Kernfläche (vgl. $9 II A & unter b) 5)). Die Gleichungen des Complexes 
2‘, der Kernfläche F, des festbleibenden Netzes von Complexen und des 
linearen Complexes, der beiden festbleibenden speciellen linearen Complexe 
und ihrer Leitgeraden A, sind in den Formeln (477) ($ 8 II 6)) für das Bei- 
spiel aufgestellt worden: 
S = [2.242,22 -2,) = [1 432, = [-1423], \ 2-2, -% 430] =[2-3-14) 
S— [2,0% 9-03 -2)= [3 1-24, =[31-24,) = [2 2, 2,2,-2 5] =P4-3-1], | (89) 
83 —= [x —4 % —& 2%; %] = [43 21]; 
S? und S+ bedeuten (vgl. (89«) unter A 1) dieses $) dreizählige geschaarte 
Collineationen mit dem Axenpaar A,, S® eine Nulleorrelation, deren 
zugehöriger Complex +2, — 0 ist (vgl. $ 17 B2)). 
Ausser der Kernfläche F ... 2(-—& 42342)? +3 (9 —)? +62? = 0 
wird noch je eine Fläche der Büschel, deren Vierseit durch das Geraden- 
paar k, und je zwei Gerade des anderen Systems der Kernfläche gebildet 
wird, in sich transformirt; z. B. für 
das Büschel durch das Geradenpaar %, und ein Geradenpaar d;: 
FÜ)... 22+2224+2,2 = 0, 
das Büschel durch das Geradenpaar 7, und ein Geradenpaar I: 
FO... m +%+2;)?+3%2+ 322 = 0, 
das Büschel durch das Geradenpaar %, und ein Geradenpaar h: 
F@) ... 2m +23 +25) +3 (9 +2)? + 60 —= 0. 
Auch diese 8.120 — 960 Correlationen zerfallen entsprechend der 


(89%) 


Beschaffenheit der Kernflächen F) resp. der sie erzeugenden Geraden in 
drei Gruppen. Jede der Flächen F enthält eins der 80 imaginären Ge- 
radenpaare %, als Geradenpaar des einen Systems, so dass durch jedes Ge- 
radenpaar 7%, 6 Flächen F hindurehgehen; zu den erzeugenden Geraden 
des zweiten Systems gehört je eins der 36 reellen und der 84 imaginären 
Geradenpaare d,, so dass durch jedes Geradenpaar d, 4 Flächen F hin- 
durchgehen, ferner je eins der 24 reellen und der 216 imaginären Geraden- 
paare h, so dass durch jedes solches Geradenpaar 2 Flächen F® hindurch- 
gehen, und je eins der 48 reellen und der 432 imaginären Geradenpaare 1, 
durch deren jedes eine Fläche F hindurchgeht. Es giebt also folgende 
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drei Gruppen von Kernflächen F": a) 48 reelle Kernflächen mit je einem 
reellen Geradenpaar /, A und einem imaginären Geradenpaar d,, b) 144 
imaginäre Kernflächen mit je einem imaginären Geradenpaar /, » und einem 
reellen Geradenpaar d,, ce) 288 imaginäre Kernflächen F' mit je einem 
imaginären Geradenpaar I, h, d,. Zu jeder Kernfläche gehören zwei sechs- 
zählige Correlationen. Die 96 reellen Substitutionen, welche der Gruppe a) 
entsprechen und die 288 und 576 imaginären Substitutionen, welche bezw. 
den Gruppen b) und c) entsprechen, vertheilen sich bei ihrer Darstellung 
in tetraedrischen Coordinaten genau ebenso auf die Fundamentaltetraeder, 
wie die unter A 1) dieses $ betrachteten, welche sechszählige Collineationen 


bedeuteten. 


2) Die 8.120 — 960 Substitutionen, bei welchen die beiden ver- 
tauschten Elemente ®;, &;, entgegengesetztes Vorzeichen haben, während 
die Gesammtzahl der negativen Vorzeichen eine gerade Zahl ist, bedeuten 
zwölfzählige Correlationen (vgl. $ 9 II B unter 3). Das Haupttetra- 
eder für vier zusammengehörige Substitutionen S, S!!, S5, 5’ ist dasselbe, wie 
für die entsprechenden Substitutionen A 2) dieses $, welche zwölfzählige 
Collineationen bedeuten; die Potenzen S?, S!° bedeuten auch hier zwei zu- 
sammengehörige, auf 2 Arten eigentliche, sechszählige Collineationen 
mit demselben Haupttetraeder und die Bedeutung der Potenzen S+, Ss und 


der Potenz Ss ist genau dieselbe, wie sie unter A 2) angegeben wurde. 


Die Gleichungen des Complexes 2", der beiden in sich transformirten 
Flächen @,, @, nämlich einer Fundamentalläche und einer der 240 Flächen 
F®%) sind unter (535) und (53x, x“) in $ 8 III unter 5) für das Beispiel auf- 
gestellt worden (vgl. auch (899)): 


5 — [2 2,5; —m —xı 2) = [14-23, = [14-23], 

85 — [—1, 2; & —ay x = = 3; = [4 2-13]; | (892) 
ST = [2,2 —aı u) = 824-1, = [BB 24-1, | 
SZ |, 5915325] —=[312-2,—=[312-4], | 

S= [zu 3 —m 2, —,]| = BE =E 2, = [34-12], | (892) 
8 — [a u 3%, —)= [2143| = [214-3]. ] 


Die geraden Potenzen von 8 sind genau mit den in (89e) gegebenen 
übereinstimmend; die beiden Potenzen S®, S® bedeuten die vierzähligen 
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Correlationen (z;, ;,) mit zusammenfallender Kernfläche, welche in $ 17 
unter B 1) betrachtet wurden. 

Die Gleichungen der beiden festbleibenden Gewinde Ca, und Ce, 
sind in $ 8 III 5) unter (537), (537), diejenigen der beiden Kernflächen unter 
(534), (534°) und diejenige des tetraedralen Complexes der Wechselstrahlen 
unter (53x) angegeben worden. 

Die Anordnung dieser 960 zwölfzähligen Correlationen in drei 
Gruppen von a) 4.24, b) 4.72, e) 4.144, der Beschaffenheit der Haupttetra- 
eder entsprechend und die Vertheilung der zugehörigen 96 reellen, 288 und 
576 imaginären, in tetraedrischen Coordinaten dargestellten Substitutioneu 
auf die Fundamentaltetraeder ist genau dieselbe, wie für die zwölfzähligen 
Collineationen, welche unter A 2) dieses $ betrachtet wurden. 


8 21. 
Collineationen und Correlationen, welche aus den 
120 Permutationen (%;, %, &, *%;, %, #,) hervorgehen. 
A) Collineationen, den negativen Vorzeichencombinationen entsprechend. 
Die 16.120 — 1920 derartigen, mit einer ungeraden Anzahl negativer 
Vorzeichen versehenen Substitutionen bedeuten zu je zweien zusammen- 
gehörige 6zählige, auf eine Art uneigentliche Collineationen 
(vgl.$ 9 I B unter 2b). Die Eckpunkte (Seitenflächen) eines Haupttetra- 
eders sind je ein Punkt e und ein Punkt d (je eine Ebene e und eine 
Ebene 6), und je ein Punktpaar f, (ein Ebenenpaar x,), die Kanten sind je 
ein Geradenpaar %, 7‘ und zwei Geradenpaare p‘, p“. Die Coordinaten dieser 
Elemente sind in $ 8I 1) unter (897) und (396) und die Gleichung des zu- 
gehörigen tetraedralen Complexes unter (392) für das folgende Beispiel auf- 
gestellt worden: 
5 — [5% m] =[-1342] | 82—= [a 2,2; 2 2%] = [1423], | 
8° — [x —23 2-2; x) =[-1423], | = 0 u 32%,] —=[13 42] ) (900) 
eh 12asn | 
5: und St bedeuten dreizählige axiale Collineationen mit dem 
Axenpaar %k, % (vergl. (83«) in $ 14 unter A), 8? die centrisch-involu- 
torische Collineation mit Centrum e, und Homologieebene &, (vgl. (87«) in 
$ 18 unter A ı)). 


83 — [2 2 —x 2; 


3 
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Dass diese sechszähligen Collineationen auf eine Art uneigentlich 
sind, folgt aus den Wurzelwerthen für 6 und ı (vgl. (626)) und aus den auf 
das Haupttetraeder bezogenen Transformationsformeln (62«), (622) n$ 9 IB 
unter 2b). 

Zu den Flächen des Netzes (Gewebes) (vgl. (282) in $SD: 

em ZZ, 
welche auf die zweite Art in sich transformirt werden, gehört die Funda- 
mentalfläche FO die Fläche F®% (vgl. (182) ..(182) in $ 7 unter 2)) und die 
Fläche F®, deren Gleichungen unter (25%)..(257) in & 7 unter 9) ange- 
geben sind. 

Die 1920 sechszähligen Collineationen zerfallen entsprechend der 
Beschaffenheit der Haupttetraeder in drei Gruppen: 

a) Die 96 Haupttetraeder der ersten Gruppe haben zu Eckpunkten 
(Flächen) je einen reellen Punkt e (eine reelle Fläche e), einen reellen Punkt 
d (eine reelle Fläche 6) und zwei imaginäre Punkte f, (zwei imaginäre 
Ebenen x,); das Kantenpaar % ist reell, die beiden Kantenpaare p‘, p“ ima- 
ginär der ersten Art. 

b) Die 288 Haupttetraeder der zweiten Gruppe haben einen reellen 
Ecekpunkt e, einen imaginären Eekpunkt d, zwei imaginäre Eckpunkte f, 
(analoges gilt für die Flächen); die Kantenpaare % und p‘ sind imaginär 
der ersten, das Kantenpaar p“ ist imaginär der zweiten Art. 

ce) Die 576 Haupttetraeder der dritten Gruppe haben durchweg ima- 
ginäre Elemente; das Kantenpaar % ist imaginär der ersten, die beiden 
Kantenpaare p‘, p“ imaginär der zweiten Art. 

Jeder Punkt e tritt 16mal, jeder Punkt f, 3mal, jeder Punkt d 
lmal als Eckpunkt auf, jedes Geradenpaar % tritt 6mal, jedes Geraden- 
paar p‘ und p" einmal als Kantenpaar eines Haupttetraeders auf. 

Jedes Haupttetraeder "gehört zu zwei Substitutionen S, 55; die 192 
der Gruppe a) zugehörigen reellen Substitutionen entfallen bei der Dar- 
stellung in tetraedrischen Coordinaten zu 16.2 auf das Tetraeder 7), zu je 
16.5 auf die Tetraeder Z,, 7,; die 576 zu b) gehörigen imaginären und die 
1152 zu e) gehörigen imaginären Substitutionen bez. zu 16.6 auf 7, zu je 
16.3 auf 7,, T,, zu je 16.8 auf 7,..T, und zu je 16.8 auf die Tetraeder 
I, od 
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B) Correlationen, den positiven Vorzeichencombinationen entsprechend. 
Die 16.120 — 1920 mit einer geraden Anzahl (einschliesslich Null) 
negativer Vorzeichen versehenen Substitutionen (#;,%;,%;,%;,2:,%;,) bedeuten zu 
je zweien zusammengehörige allgemeine sechszählige Correlationen 
(vgl. 89 II B unter D)). Die Eekpunkte (Seitenflächen) eines Haupttetra- 
eders sind je ein Punktpaar p (ein Ebenenpaar x) (vgl. $ 4 unter 7) For- 
meln (13) und $ 8 III Formeln (505) und ein Punktpaar f, (ein Ebenen- 
paar x,); das Kantenpaar X,,, K, wird durch zwei Gerade %, % gebildet, 
welche die Leitgeraden für die beiden festbleibenden Complexe C,,, und 
das Axenpaar für die beiden den Potenzen S? und S* entsprechenden drei- 
zähligen axialen Collineationen sind, während die beiden anderen Kanten- 
paare durch 2 Geradenpaare t (vergl. $ 4 unter 7)) gebildet werden. Die 
Coordinaten dieser Elemente des Haupttetraeders, die Gleichungen der Com- 
plexe 2“, der festbleibenden Gewinde, der beiden auf die erste Art in sich 
transformirten Flächen @,, @,, nämlich einer Fläche F® und einer Fläche 
F®), der Kernflächen X}, X, sind in $ 8 III unter 2) in den Formeln (500) 
bis (50.) für das folgende Beispiel aufgestellt worden: 


un 
| 


[X % & 2, 2 23] = |—134 2] = [—134 2], | 


55 — [24 23 % 5 » | = 1 #23], — 1423], 05 (905) 
wobei 82 — 2, 27 2.2; 2) 2] 273], 
=; ara —= 1342], 
die beiden auch unter A 1) in (900) auftretenden dreizähligen axialen 
Collineationen bedeuten, während 
S®— [20 2% 2 0] Fiesa —1234], 
die Polarcorrelation mit der Basisfläche F®... —2+22+22+2? — 0 
(vgl. $ 18 unter B 1)) darstellt. 

Der tetraedrale Complex der Wechselstrahlen zerfällt in die beiden 
speciellen linearen Complexe, deren Leitgerade je eine Gerade %, %* ist. 

Die 2.960 — 1920 sechszähligen Correlationen zerfallen ebenfalls 
entsprechend der Beschaffenheit der Haupttetraeder in drei Gruppen. 

a) Die 96 Haupttetraeder der ersten Gruppe haben zu Eckpunkten 
ein reelles Punktpaar p und ein imaginäres Punktpaar f, (analoges gilt für 
die Flächen z und die Ebenen x,); das Kantenpaar % ist reell, die beiden 
Kantenpaare ? sind imaginär der ersten Art. 
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b) c) Die 288 Haupttetraeder der zweiten und die 576 Haupttetraeder 
der dritten Gruppe haben zu Eekpunkten je ein imaginäres Punktpaar p 
und ein imaginäres Punktpaar f,; das Kantenpaar % ist imaginär der ersten 
Art. Für die Gruppe b) ist aber das eine Kantenpaar i imaginär der ersten, 
das zweite imaginär der zweiten Art; für die Gruppe ec) dagegen sind beide - 
Kantenpaare ? imaginär der zweiten Art (vgl. $ 4 unter 7)). 

Jeder Punkt p tritt einmal, jeder Punkt f, dreimal als Eekpunkt auf, 
jedes Geradenpaar % tritt sechsmal, jedes Geradenpaar t viermal als Kanten- 
paar eines Haupttetraeders auf. 

Die Vertheilung der 192 der Gruppe a) zugehörigen reellen und der 
576 und 1152 bez. der Gruppe b) und e) zugehörigen imaginären Substi- 
tutionen bei der Darstellung in tetraedrischen Coordinaten auf die Funda- 
mentaltetraeder 7; ist genau dieselbe, wie für die Substitutionen, welche 
sechszählige Collineationen bedeuten (vgl. A am Ende dieses $). 


Se 
Recapitulation und Zusammenstellung der Resultate. 


Die in den vorhergehenden Paragraphen gewonnenen Resultate sind 
in den folgenden Tabellen A), B), ©) nochmals übersichtlich zusammen- 
gestellt. Die Tabellen A) und B) enthalten in leicht verständlicher Anord- 
nung bez. die sämmtlichen Collineationen und Correlationen nebst Angabe 
der charakteristischen geometrischen Elemente. Dabei bedeuten die den 
vorgesetzten Nummern zugefügten einfachen und doppelten Klammern, dass 
die betreffenden Substitutionen bez. in die Klasse der positiven oder der 
negativen Permutationen der x; gehören; die einzelnen Summanden der An- 
zahlen beziehen sich auf die im Vorhergehenden unterschiedenen Gruppen 
derselben und die fett gedruckten Summanden entsprechen den für die nach- 
folgenden Untersuchungen in Betracht kommenden reellen, in tetraedrischen 
Coordinaten dargestellten Substitutionen. 


In der Tabelle C) ist in übersichtlicher Anordnung die Vertheilung 
der in tetraedrischen Coordinaten dargestellten Substitutionen gegeben, wobei 
die den reellen Substitutionen entsprechenden Zahlen ebenfalls fett ge- 
gedruckt sind; die ersten Summanden entsprechen (vergl. $ 10) den Permu- 
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tationen der Coordinaten für die Ecken und Flächen der Fundamentaltetra- 
eder 7;, die zweiten Summanden (deren Gesammtzahl die dreifache der 
ersteren ist) denjenigen Substitutionen, bei welchen je zwei Colonnen der 
Substitutionsdeterminante mit dem Factor i multiplieirt sind. 


A) Collineationen. 


© | 
| Beschaffenheit | = | Anzahl "Substitution, Vgl. 
| | 


m Taentieat lan hl (5) |sıra9 
| | 
| | 
| MR 
Beschaffenheit | 3 Anzahl Axenpaar Substitution | Vgl. 
B — = be aurr il Sr 
II Geschaart- | ı) 9+6 — 15 1 Geradenpaar e (%i,) |S11A2) 
involutorische ı 2) 136472472 = 180| „ 5 da (ii) &,%,) |$13A1l) 
Collineationen >) 3612472 — 120| „ L dy (@i, %i,) $17A1)) 


geschaarte 1) 116448496 — — 160) e R k, (Fi, %i, %i,) $12A1l) 


| 
II a) Dreizählige | 
Collineationen | 


IIIb)) Vierzählige | 

geschaarte 2)). 12-218 307% h e\ (2, %;,) 17 A2)) 
Collineationen | 
IVa) Droizählige | | | | 

axiale 1) 644576 — 640 ” ” k, k‘ (2, %,%i,) (2, Dir =.) S 14. A 1) 


Collineationen | 
IVb) Vierzählige | 

axiale ‘1) 36+72+72—180 „ n e| (%,%,) (8, %;,) |$13 A2) 
Collineationen | | | 


Iefomolosree 


Beschaffenheit Anzahl Centrum | Einen Substitution Vgl. 


"Nummer 


V) Centrisch- 
involutorische 
Collineationen 


| | 
1)) | 24+36 — 60 1Punkte|1Ebenee (x; ©;,) (0;,;,) (©, 2;,)|$18A1)) 
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Be- e Haupttetraeder | 
schaffen- | = Anzahl Substitution Vgl. 
heit 2 Eckpunkte Flächen Kanten | 
2 Seen E 7 Fer SEEN 
z 8 E: 1))| 36+18+36—=90 | 4 Punkte e | 4 Ebenen & | 3 Geradenp. e | (2, %i,) $17 A3)) 
o<3 | | 4 Punkte 4 Ebenen |1@eraden | 
2 Bu Br | Due ee a 
za. | 2) 72+144472+72 = 360 HG) — f(d) Me) (A), \2.Geradenn.d (2, %;,) (2i, %;,) | $13A3) 
DE B 0 0 oe P./@o)| 
a: | 2 Punktpaare e|2 Ebenenpaare se 
0 |/3) ‚ 2436472 = 180 von zwei & von zwei | a San 1 (2;, %;,) (&i, %,) (@i, 7i,) $18 A) 
= = ® Tetraedern 7; | Tetraedern 7; Br 
= 98 | 
m 205 | lGeradenpaard | 
N © Y DE I | 1} - - - !. 8 
Sa E 4)) 144+288+288 —720 4 Punkte f | 4 Ebenen x ed: (Ti, %i, %i, %,) $19A1)) 
ED | | 
zz == Be | 1Geradenpaatalr nn R 
- 5) 144+288-+288 = 720) 4 Punkte d, | 4 Ebenen d, | (%, %;,) (2, %, %,%,) | $S1>A1D) 
ma | | | 2 Geradenp. r N am 
| S Haupttetraeder | 
Beschaffenheit | S Anzahl - —— Substitution Vgl. 
z Eckpunkte | Flächen | Kanten | 
VIIa) Sechs- |1) 48+144+288 | 4 Punkte | 4 Ebenen ‚1 Geradenp. /y (Ti, %i, %i,) $12A2) 
zählige, auf 2 — 480 de | (Od —gk) |1Geradenpaare | 
o } | fi) 0 | 1) p 11 h | 
Arten eigentliche R | | | ” | 
Collinentionen 2)) 96+283+576 IM =: Punkte 4 Ebenen 1Geradenp. %, (&;, %;,2;,) (&i,2i,) S20AD) 
ollinea — 960 gd — 1®) (d — 1Geradenpaard 
| | 0 0 | 0 0 1 i l 
VIIb) Sechs- 1))192+576+1152 1 Punkte | 1 Ebene 2 lGeradenpaark, (x; 2,,%;,%;,2©,%,) $21A)) 
zählige,aufeine | — 1920 ale a a h p' | 
Artuneigentliche | 2 Punkte | 2 Ebenen x, 1 5 p“ | 
Collineationen | | - | [" 
VIlla) Acht- 1))| 144+238+288 2 Punkte e 2 Ebenen & 1Geradenpaar e (Ti, Ti, Ti, %i,) $19 A2)) 
zählige,aufeine | — 720 RR (= a Di (—gd 2 Geradenp. 
Art eigentliche 
Collineationen | 
VIIIb) Acht- 1) | 144+283-+288 | wie für VIILa)) (Ti, %i,) (Ti, %, Fi, %,) S19A2) 
zählige, aufeine ——120, 
Artuneigentliche 
Collineationen | 
IX Zwölfzäh-|1)) 96+288+576 wie für VILa) 1) (2, %i,%,) (&i, %i,) $20A2)) 
lige, auf eine — 960 2 
Art eigentliche 
Collineationen 
X Fünfzäh- |1) | 2304 4 Punkte m 4Ebenen u |1Geradenp. m (©, %,%,%,%,): |$16A) 
lige, auf eine 2 Geradenp. n - | 
Artuneigentliche | | 


Jollineationen 


20* 
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B) Correlationen. 


5 
| REDNER | 
Beschaffenheit | 5 Anzahl a: er Substitution] Vgl. 
Zi Be | 
11) | 6 Fundamental-Complex  (x;,) $ı11lBı) 
I. Null-Correlationen | | A) 1, — 0 
| 2))| 12+18 = ae Co, el, E%,, —) (2, %;,) | sS17B 2)) 


© | | | 
| iS- | 
Beschaffenheit 5 Anzahl es Substitution | Net 
\ A = | 
))149=1W | FW | (;,) '$11B3) 
2) | 36+72+72 F% | (Xi, %;,) (2i, %;,) $13 Bl) 
ll. Polar- | —180 | | 
Correlationen 3))| 36-F18-+36 | F%) | (<;, x;,) | $17B3)) 
.e®iM 


4) 24+36—60| F® ei %,) (2%), %,) $18B1)) 
| | E 


5 | Festbleibende | 
Beschaffenheit S | Anzahl | Axen Strahlbüschel Substitution vgl. 
z| Mittelpkt Ebene 


IIla) Vierzählige 1) 36472472 |1Geraden- 1Punkt- lEbenen- (2; %;,) (©, &i,) $13B2) 
Axen-Correlationen — 2180 | paar e paare paare 
erster Art | | 
IIb) Vierzählige | 1)) 7%2+36+72 |1Geraden- 1 Punkt- 1Ebenen- (x; ©;,) (&;, ©;,)(®i, 2i,)$ 13B2)) 
— 180 | paar e paar e | paar e 
lEbenen- (&;, &;,) (2i, &i, &,2i,) S1B1) 
— 720 | paar d | paare | paar & | 


Axen- Correlationen 


zweiter Art 2) 144+288+288 | 1 Geraden- 1 Punkt- 


| 
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| Kern-ı Leitgeraden der beiden | 
Beschaffenheit | E Anzahl Aäche festbleibenden speciellen Substitution Vgl. 
_ al linearen Complexe | 
z Ir = = 7 = = — = — TI —— = 
1) 724144472472 F®) | 1 Geradenpaar e (2, %;,) &,%,) |) 813B3) 
IV Vierzählige | — 360 
Correlationen mit | x (ı) R 
E 1 Geradenpaar e PT 885 S17Bl 
zusammenfallen- BD a 2 a (Ti, %i,) 3 )) 
der Kernfläche | an | 
‚3)) 14442884288 F®) 1 Geradenpaar d (2, 2%,%,%,) |S19B1)) 
Va) Sechszählige | = 720 | 
Daunen u [1) 16+48+96 | FÜ) | 1 Geradenpaar hy (Ti, Ti, %i,) $12B]) 
z.K., 53 eine | Uta te 
: — z160) 
Polarcorrelation 
LD) Serena nl: 1) | 48+144+288 | F(0) 1 Geradenpaar %y (2i, %i, %;,) $12B2) 
Correlationen mit — ey) | 
z.K., 83 eine n) I“ 
Nulleerrelation 12) 26-h288-u76n Er 1 Geradenpaar ku, | (&;, %i, %,) (@i x;,) |S20B1)) 
IE — 960 
| s Hanpttetraeder 
Beschaffenheit | 5 Anzahl ART Substitution vgl. 
nal Eekpunkte Flächen Kanten 
'D) 64+576 '4 Punkte ou 4 Ebenen x, 1 AN (Zi, %i, %,) (2, &, 2%) S 14 B) 
äh- =640 | sale ae 
VI Sechszäh paar %, 
lige allgemeine 2 Geraden- 
Correlationen | | | paare %y 
2)) 192+576+1152 1 Punkt- | 1 Ebenen- | 1 Geraden- (Zi, X, %, %,, %, %ı,) $ 21 B)) 
e | — 1920 aar aar z aar k, Io‘ oa 
VIla) Achtzäh- ER Ban 
lige allgemeine 1 Punkt- | 1 Ebenen- 2 Geraden- 
Correlationen; Srpaarıt) |, paarx, paare t | 
festbleibende | 1)) 14442884288 | 1 Punkt- | 1 Ebenen- | 1 Geraden- (@;, &i, 2, %,) $19 B)2)) 
Complexe: —= 720 paar e paar & paar e | | 
=; —0|l 1 Punktpaar 1 Renee. 2 Geraden- 
2 Rn (e) — £(d) (= a aare q 
VIIb) Achtzäh- ln Er ae 
lige allgemeine | | 
Correlationen; 
N | | 
festbleibende } 1) | 1444288288 | wie für VILa) (RA |) 
Complexe: || — 720 und für VIlIa), b) (unter A) ZN) 
2%, 0; | | 
2, = 7 0. | 
VIII Zwölfzäh- a 2 I 
lige allgemeine‘ ı) Em wie für VIIa) 1) (unter A) (2, %,%,) (&,%,) |$20B2)) 
Correlationen | el und für IX An | 
IX Zehnzählige | 
allgemeine 2304 wie für X (unter A) (zii, %,%,%, %;,) ıs16 B) 
Correlationen > | 
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Von den Substitutionen entfallen auf die 


Substitution = Hunlamenialfeiraeder a 9: Summe 


T, 13 re Far 


1) (&) | 140 | 040 | 040 | 040 | 040 | ı 
2) (x, 2,%,) | 040 | 240 240 044 044 | 40 
3) (2, %,) (2, %i, 3+6 3+0 3+0 0+2 0323| 85 


) (, ,%,) (2) | 26 | 143 | 143 | 040 04707] 40 


I) (u), | 046) 046 | 046 ! 640 | 6+0 90 
6) (&i, 2%, 7, %, T;,) '0+0 0+9 0-+9 0+12 0+12 144 
7)) (x; &;,) es I gerne: 
8)) (2, %,) (2, &;,) (&i, %i,) 4+3 1+0 1-+0 0-+0 0+0 15 
9) (2, 2,2, %;,) | 0+6 | 049 | 049 | 0+2 | 0+2 90 
10)) (2;, 2, %;,) (&, &;,) 0-0, 170-5:6, 11, 10-26 7 7 4-1-R Sud 120 
NE 22,8, 2,0%) 2+6 | 543 | 5+3 | 0+8 | 0+8 | 120. 


S 23. 
Ueber einige der wichtigsten Transformationsgruppen, welche 
als Untergruppen in der Hauptgruppe enthalten sind. 


Die sämmtlichen linearen 'T'ransformationen, welche durch die 720 


UR 


Permutationen der 6 Liniencoordinaten &; bei gleichzeitiger Anwendung der 
32 Vorzeichencombinationen resultiren, nämlich die 720.32 — 23040 Sub- 
stitutionen, welche 11520 Collimeationen und ebensoviele Correlationen be- 
deuten, bilden eine Gruppe, wobei die 11520 Collineationen eine invariante 
(ausgezeichnete) Untergruppe darstellen, während die 11520 Correlationen 
für sich keine Gruppe bilden. 

Von den zahlreichen Untergruppen der Hauptgruppe wollen wir hier 
nur einige der wichtigsten aufführen, insbesondere die für die nachfolgende 
Anwendung auf regelmässige Gebilde des vierdimensionalen Raumes in 
Betracht kommenden. Die geometrische Bedeutung der Substitution irgend 
einer Untergruppe ist aus den in den $$ 11 bis 21 gewonnenen Resultaten 
sofort zu entnehmen. 

I) Zunächst sei diejenige Gruppe hervorgehoben, welche durch die 
720, durchweg mit positiven Vorzeichen versehenen Permutationen der ®; 


ı 
2) 


3) 


4) 
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gebildet wird. Die den 360 positiven (negativen) Permutationen entsprechen- 
den Substitutionen bedeuten Collineationen (Correlationen), die durch die 
360 Collineationen bestimmte Gruppe G@) ist eine invariante Untergruppe 
der Hauptgruppe G,...') Der obere Index e soll ausdrücken, dass die 'Trans- 
formationen einer Gruppe nur aus Collineationen bestehen. Die gesammten 


Transformationen der Gruppe 6; sind folgende: 


A) Collineationen (9). 
1 identische Transformation («;) (vgl. $22 AT), 
9+18+18 — 45 geschaart involutorische Collineationen (*;, &;,) (i, 7i,). 
(vgl. $ 22 A II 2)), 


4+12+24 — 40 dreizählige geschaarte 5 (Xi, Zi, %i,), 
(vel.8 22 A III a)), 
4+12+24 — 40 dreizählige axiale 3 (i, Zi, 2i,) (i, %, %,) 
Er $22 A IV a)), 
15+36+36 = 90 vierzählige allgemeine c z;,) (Mi X, Ti), 
2 ei $2 y\ vı 5)), 
144 fünfzählige e re (Fi, Ti, Ti, Ti, %i,) 


vgl. 22AN). 
B) Correlationen. 
6+9 = 15 Nullcorrelationen (2;, %;,), Complexe &,—x;, =, (vgl.$22B12))), 
6-+9 — 15 Polarcorrelationen (z;, &;,) (&;, ®;,) (®i, i,), Kernflächen F), 
(vel.$ 22 BI 9)), 
185+36+36 — 90 vierzählige Correlationen mit zusammenf. Kernfläche 76) 
(2, %,%i,%,) (vgl. $ 22 B IV 3))), 
12+36+72 = 120 sechszählige Correlationen mit zusammenf. Kernfläche F") 
(2i, %,%,) (&i, 2), (vgl. $ 22 B V92))), 
12+36+72 — 120 sechszählige allgemeine Correlationen (&;, &;, %i, &, &i,i,), 
(vgl. $ 22 B V] 2))). 


. (G20) 


Die fetten Zahlen bedeuten wiederum Transformationen, welche reellen 


SE in tetraedrischen Coordinaten entsprechen; dieselben bilden 


!) Vgl. auch für die folgenden Betrachtungen z. B. Cayley: On the substitution 


groups for six letters. Quarterly journal. Vol. XXV. 1891. p. 78 ff. 
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für sich eine Gruppe G-,, von welcher die Gruppe der. 36 Collineationen 
62 eine invariante Untergruppe bildet. Die Transformationen von G-, lassen 
die Fundamentalfläche F) in Ruhe; die Gruppe G-, ist auch als Untergruppe 
in den unter II) zu betrachtenden Gruppen G,,;; und G,;,, enthalten, durch 
deren 'T'ransformationen bezw. die Figur der drei desmischen Tetraeder 
T,..T, und der beiden conjugirten desmischen Systeme 7,..7, und 7,..T, 
in sich selbst übergeführt wird. Die durchweg reellen Transformationen 
der Gruppe G, sind folgende: 


A) Collineationen (G%)) 

1) Die identische Transformation ()—=[123 4]; 
2) 3.3—=%9 geschaart involutorische Collineationen (Axenpaar d): 
(2) (m) [1324], (@ı 2) 0) —=[-1243]) (1 23) (u) —=[-143 21] vgl. 
(23 25) (& ©) = [-1243],, (3 2) (m 2) =|-143 2), (& 2) & %)—=[-1324),} &13 
0) @ 0) =[-1432) Sa) umw)—=|-1342, (sa) 2)—=F1243],| AD) 
3) 2.2=4 dreizählige geschaarte Collineationen (Axenpaar A,): 

S = 53)—=[1342, S=mux)=[]1342] | 


I SSHIDRAT)): 
2— (45%) —|1423,’ 2=&u2)=[|1423], | (vel. 3 ) 


4) 2.2=4 dreizählige axiale Collineationen 

(Reihen- und Büschelaxe A, 1): 
5 = 525) u)=|1423] 8 — (5%) a u) —]1 234], WEL 8 14A) 
5? —= (x 2, %) (&, 2,2) = [1342]? $?= (& 2; 5) (& u) =|123 4]| Formeln (83«)); 


z k : 5 : (ers 
5) 2.9—18 vierzählige Collineationen (Gm) 


(Haupttetraeder: Eckpunkte d,, Ebenen ds): 
S=- (2) 0) —= [1423 u __,. et a en 
S3— (2 24) (& %5 2 &) = [1-32 4]; = (ma) m) — [1324 vel.ß )) 


analog: 8 — (2, 2) (23 24 2; 20); 8 = (X %) (22 23 % 2); 


82 (4 &) (23 2 2,.24)5 83 — (21 0) 2; 2183); 

N —erma) (ER are N (2,22) (Bene DR) Ce): 
S3— (23.25), 2922 2.); S> — (Ge)\(ar 2:8, 0); 83 — (3 2) 20); 
S = (25 2). (21 241 232%); 8 (5) (21% 2); S — (05 2) 23123 3); 


83 — (2, 25) (2 2 2 X); 83 — (25%) (& 2 23 ©,); 83 — (85 %) (& 74 %3 2): 


B) Correlationen. 
1) 6 Nulleorrelationen: Zugehöriger linearer Complex: &,— wi, —. 
(2, X3) = [1 =) 4], — 1 2 4, Complex: UI, = 0, 
(© 2) =[1-2-34], = [1-2-34],, » 2% —0, 


analog: (23 &;), (2; 2), (&4 &e), (X ©). vgl. $ 17 B 2)). 
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2) 6 Polarcorrelationen: Kernfläche F® (vgl.$ 18 B 1). 
(2 ©) (2) (5 0) = 1234, —=F-1234,.F9.. (& a)? a)? +)? = 
= —2?+22°+22+22?° = (0; 
analog: (2 ©) (© 26) (85 23), (&ı &6) (83 23) (& &ı), (Xı 22) @ ©) (@5 2), @ı 24) @ 22) @; &%), 
(2 &6) (23 24) (85 &). 
3) 2.6=12 sechszählige Correlationen mit zusammenfallender 
Kernfläche F® (vgl.$ 20 B 1). 
5 = (& 23%) (© 2) = 71322], = | EI3A2], 2 (m 2; 85) 
85 — (x, % 23) (3 &,) = |1 4-23), = [14-2 3], ' St —= (@, 23 %;) 
analog: 
5 = (2 23 25) (24 %), (Cı %3 %5) (& 2), (&2 %4 86) (&ı 5), (2 Cr 8) (RR), (82 TR) (85 81); 
82 = (@, X; 2) (@, x), (X, x; 229) (X &), (®3 Tg ©) (&ı 23), (& x 2) (X; 25), (X ug x) (X x )- 


‚83 — (2 2); 


4) 2.6—=12 sechszählige allgemeine Correlationen (vgl. $ 21 B). 
S=Ww mu) —[-1423, =|-1423, 2-0) ,%) (| S=(a, 7) 


SP — (X % 0 0 0, 0) = [1342], — 1342], ’S!=(a, %5 0) (02 74%) ; as x) (a; 26); 
analog: 

8 .—= (21% 23 %4 05%), (O1 %2%5 2X 04), (14033058), (Ci 8230052), (RL RR); 

I° — (21 %6 25 24X%3%2), (Cı KR 0 05%0), (1 06% 203 X), (Ca %03 X), (RR Lu Ro). 
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... (Gm) 


In der Gruppe G%» ist ausser der Untergruppe @%), noch eine zweite 


Untergruppe Gs, enthalten, deren T'ransformationen durch die in (G:) unter 
A) 1), 2), 3), 4) aufgeführten 14+9+4+4 — 18 Collineationen und durch die 
unter B) 1) und 3) aufgeführten 6+12—= 18 Correlationen gebildet werden.') 
| Ferner enthält die Gruppe Gs, eine Untergruppe Gis,,‘) welche aus 
den’in (G) unter A) 1), 3), 4) aufgeführten 1+4+4= 9 Collineationen und von 
den unter B) 2) und 4) aufgeführten Correlationen aus bez. 3 und 6 besteht: 
die Gruppe G;, enthält zwei Untergruppen Gi, und G,s,, und zwar besteht 
G1s,) aus den unter A) 1), 2), 3), 4) aufgeführten 14+9+444 — 18 Collineationen, 
dagegen G1,‘) aus den 144+4= 9 Üollineationen (A) 1), 3), $) und aus 3 
der unter B) 2), sowie aus 6 der unter B) 3) aufgeführten Correlationen. 
Eine gemeinsame Untergruppe von Gis, Gis,, Ghs, ist endlich die 
Gruppe 6), welche die 1+4+4— 9 Collineationen A) 1), 3), &) enthält. 


!) Diese Gruppe Gs3,, wird von Cayley a.a. O. dureh (abe) all (def) all bezeichnet. 
2) Bei Cayley durch (ad.be.cef) | (abe) eye. (def) eye. ! bezeichnet. 

3) Bei Cayley durch } (abe) all (def) all | pos. bezeichnet. 

4) Bei Cayley: (abe) all (def) eye. 

5) Bei Cayley: (abe) eye. (def) eye. 


Nova Acta LXXV. Nr.]. 21 
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Aus der Hauptgruppe G,. ergeben sich 10 zu einander conjugirte 
Gruppen G,, (bez. G%)); bei der Transformation einer jeden bleibt eine der 
10 Fundamentalflächen F) in Ruhe. Je zwei dieser Gruppen z. B. ee] 
und 6%) (welche bez. zu FÜ) und FD gehören) haben (als Durchschnitt) 
eine Gruppe G, gemein, deren Snbstitutionen sind: 

(23 &5) 
(2%), 


(21 ©2) (&s ©) (5 &s) 
(21 ©) (&3 ©) (X 25). 


8? = (213 %5) (@ &;) 
| 83 = (xı x) (3 %6 %s 2) 


| $ = (%ı 2) (& &u %5 %e) 


A) B) 


Sa 


Die 4 Collineationen A) stellen eine vollständige vierzählige Collineation 
($ 15 A) 1) dar und bilden eine Gruppe 6; die Correlationen B) bedeuten 
2 Nullcorrelationen ($ 17 B) 2)) und 2 Polareorrelationen ($ 18 B) 1)). 

Auf weitere Untergruppen der Hauptgruppen G;., z. B. auf die 
algebraisch wichtige und interessante Untergruppe G,.') soll hier nicht ein- 
gegangen werden, ebensowenig auf diejenigen Gruppen, welche dadurch 
resultiren, dass von den 6 Elementen x; nur 5 oder 4 u. s. w. permutirt 
werden. 

II) Von besonderer Wichtigkeit in geometrischer Beziehung sind die 
in der Hauptgruppe Gs,.. enthaltenen Gruppen von 2304 Substitutionen, ' 
welche 1152 Oollineationen und ebensoviele Oorrelationen bedeuten und 
wobei die ersteren eine invariante Untergruppe G/%, bilden, nebst zahlreichen 
in diesen enthaltenen Untergruppen. Durch die Transformationen einer 
solehen Gruppe G;3. (bez. GO) geht eine der 10 Fundamentalflächen FV) 
in sich über, während die beiden Systeme von je 3 desmischen Teetraedern, 
welche in Beziehung auf eine solche Fläche sich selbst eonjugirt sind,’) in 
der allgemeinsten Weise vertauscht werden. Diese Gruppen nebst mehreren 
der in ihnen enthaltenen Untergruppen sind von verschiedenen Gesichts- 
punkten aus mit Rücksicht auf bestimmte Anwendungen bereits betrachtet 
worden.) Wir werden im Folgenden sehen, wie aus einigen derselben 


1) Vgl. Cayley a.a. 0. S.82fl. Serret Algebra II. S. 250 ff. 

2) Vgl A, 872. 

3) Vgl. E. Study: Zur Theorie der Kummer’schen Configuration und der orthogonalen 
Substitutionen. Ber. der K. sächs. Gesellsch. d. Wissensch. 9. Mai 1892; ebenso E. Study: 
Sphärische Trigonometrie, orthogonale Substitutionen und elliptische Funktionen. Leipzig 
1893. I. und II. Abschnitt. 
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sich in einfacher Weise die Darstellung der einfachen und doppelten 
Drehungen, sowie der einfachen und dreifachen Spiegelungen ergiebt, durch 
welche gewisse regelmässige Gebilde des vierdimensionalen Raumes mit 
sich selbst zur Deekung gebracht werden. 


Mit Rücksicht auf diese Anwendungen sollen die durchweg reellen 
Substitutionen von G(), (bez. G{%) für die Fläche F) in der nachfolgenden 
Zusammenstellung nochmals übersichtlich aufgeführt werden. Jede der an- 
gegebenen Permutationen der x; ist bez. mit den 16 positiven und den 16 
negativen Vorzeicheneombinationen zu versehen; die Columne 7; giebt an, 
auf welches der 6 Fundamentaltetraeder 7, .. 7, die in tetraedrischen Coor- 
dinaten dargestellten Substitutionen entfallen. Die Anordnung der Reihen- 
folge der Substitutionen ist hierbei mit Rücksicht auf eine bequeme 
Uebersicht der wichtigsten hier in Betracht zu ziehenden Untergruppen 
geschehen.') 


!) Vgl. auch die Abhandlung von Julius Feder: Die Configuration (12,, 16;) und 
die zugehörige Gruppe von 2304 Collineationen und Correlationen. Math. Ann. 47 Band. 
8. 375—407. Es werden hier dieselben Resultate, wenn auch in anderer Anordnung erhalten. 
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(25%) (X & 23%) | 


- | = s | | - 
3 | Se | ee 
= | Substitutionen | T; Collineationen Vgl. 3 Correlationen ı Vgl. Fr 
2 | AN A ee SE g® 
l | 
iD (2i,) T, ‚1«) 1 Identität, $11|-+|1«c‘) 1 Polarcorrelation $ 11 pe 
| 18) 9 (hyperbolisch) ge- A) (imagin. Kernfläche FP), B) | 
‚ schaarte Involutionen mit | 1) 18°) 9 Polareorrelationen 1) 
| ‚reellem Axenpaar e, zei (9 reelle Kernflächen nd 
| 17) 6 (elliptisch) ge- 2) BG | 2) | 
schaarte Involutionen mit | 17) 6 Nulleorreiatonen) | 
a (Fundamental complexe). | | 
23) (2,2%) H2Xı%) - | 7, 2) 2.32 = 64 3zählige | $ 14 2) 2.32 — 64 6zählige g 14 | — 
(21 2%) 92 2}) - T, ‚axiale Collineationen mit, A) allgemeineCorrelationen, B) | 
2b) aa): ' T, | Reihenaxe ech] Eekpunkte (Flächen) des | 
26) | 2,%) 2%) - | 73 |k‘(k) bez. k (k‘). Haupttetraeders £, (x). | 
33) |(& 25) (&2%4), (2385) (Xuze),| Tı |3e) 3.12 —= 36 (hyper-| $ 13 36) 3.12 —=36 Polar- $ 13 | — 
| (25%) (0%) ‚bolisch) geschaarte In-| A) correlationen: Kern-  B) 
| volutionen mit reellem 1) flächen 36 reelle Flächen 1) 
| ‚ Axenpaar d, 1a | 
(3%) 2,5) a, Tr 393.12 36 Azählige 2) 36), 3.12 36: N 2) 
rl) axiale Collineationen mit lige Axeneorrelationen 
Axenpaar e, erster Art mit reellem, | 
| Axenpaar e, | | 
| | I I 
36) (2,2) (32), (X 03) (iz), Ts 37) 3.24 —= 72 4zählige, 3) 3y) 3.24—=72 4zäh- 3) | 
(X ©5) (26%) allgemeine Collineation., lige Correlationen mit 
Eekpunkte (Flächen) des zusammenfallender | 
| | Haupttetraeders i5 (2%). reellen Kernfläche F®. | 
4) | 232) . D, 40) 16 3zählige ge-|$ 12 | +|4@) 16 6zählige Corre- $ 12 — 
(& 2523) .| T,  schaarte Collineationen | A) lationen mit z. K. ($3) B) 
(22 © %) .. T, |mit imaginärem Axen-| 1) eine Polarcorrelation), | 1) 
(22 2,) | 7, |paar %k,, Kernfläche F", | 
45) 48 6zählige all-| 2) 49‘) 48 6 zählige Corre-, 2) | 
gemeine (auf 2 Arten | lationen mit z.K. | 
‚ eigentliche) Collineation., | (53 eine Nulleorrelation), | 
‚ Eckpunkte (Flächen) des Kernflächen 24 reelle | 
PA, + Haupttetraedersh‘, (( Col: |. Flächen F®, a 
52) |(©, ©) (23 2,0586) 5a) 144 4zählige all- $15 5«‘) 144 4zählige Axen- $ 15 | — 
ala | 5 | 
(2%) (3 %%5%,) ) \ gemeine Collineationen; | A) eorrelationen zweiter Art! B) 
(22) (@2 23 26%) | 7, r. Eekpunkte (Flächen) des 1) mit reellem Axenpaar d, 1) | 
=: x) = I 06%) i | » | Haupttetraeders d, (d)), | 
x %e) Cy X %y 5) 177 N 
(2) 22425) | a | 
5b) (23%) (X &ı25%6) r.r,>®) 144 8 zählige all-| 2) 59°) 144 8Szählige all- 2) | 
(23 %,) (& % 25 2%) "9 gemeine auf eine Art gemeine Correlationen 
|(@3 2%) (& 2 2; 6) ) T.T. uneigentliche Collinea- (festbleibende Complexe 
as x) (X 26%, 2) | i | 5 r| tionen; Eckpunkte | %,—%,—=0 und 
(23%) (X & 25 2) ) \ 2 T, (Flächen) des Haupt- zZ 0): | 
(@3 ©) (©, &1 25%) \ ee 2 un & | | Hauptletrasderi-Weaent | 
50) (2%,) (x 2423 %0) | j 7 T, K Fer a nkte| lieh. dasselbe wie für 5 ß). | 
(&sx22) (&ı %23 24) | ; (Ebenen ı,). | | | 
(0524) (x zaX3 x) | m T. | | 
(23 X) (2 &5%3 2) | äl ” x) | 
(8500) (& 822324) | Air. er.| | 
| | 


|Vorzeichen 
‚ eombinat, 


Weitere Beiträge zur Theorie der räumlichen Configurationen. 


(Ebenen (\)). 


165 
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+ 


2 | | EIS 
| BE | 
s | Substitutionen Ter.i Collineationen Vgl. E Correlationen Vgl 
ZA | SE 
| I | | a Fo 
63) | (1%) (23 X) (X; %6) T, '6«) 6.4—24centrische | $ 18 | —|6a‘) 6.4 — 24 Polar- $ 18 
6b) (ai zu) (RX) (X; 22) T, Involutionen; Centrum | A)) correlationen, Kern- B)) | 
6e) | (x %) (23%) (X; 24) T: (Homologieebene) je 1)) | flächen 24reelleFlächen 1)) | 
k (x 22) (&3 &5) (&5 %) ein Bekpunkt (Seiten- | | F®: 
6d) | + (X) (0324) (@5 %) T, fläche) der 6 Tetraeder 
lzesız %,) (5 %6) | 7, 7,7, 7 Mn 1a; | 
66) 6.12 —= 72 4zäh-| 2)) 8) 6.12 —=72 Azäh-| 2)) 
| ‚lige allgemeine Colline- lige Axen-Üorrelationen 
| ationen; Eckpunkte zweiter Art mit Axen- 
(Flächen) des Haupt- paar e. | 
\tetraeders 2 Punkt- (2 | 
| Ebenen-) Paare von 2 | 
| Tetraedern 7; | | 
7) | | (&ı %ı % %2 2, %) Ir 7, 12.16 = 192 6zäh- | S 21 — (7%) 12.16 — 192 6zäh- $ 21 
(@ ©, 2: 2 &, &,) \ pm <U]ige (auf eine Art un-| A)) lige allgemeine Corre- B)) 
7h) (a1 2 & 24 2, x) ] T T eigentliche) Colli- | lationen; Eckpunkte 
| (1 %5 25 X %3 %) | 72 =? neationen; Eekpunkte | (Flächen) des Haupt- 
7e) | (@ı % 25 2, 23 X) ) T machen) des Haupt- | tetraeders je 1 Punkt- 
(a 2% 23 2%; %) | #3 3| tetraeders je 1 Punkt e, | paar p und f, (je ein 
(Um, Ca, a aan) ‚1 Punkt d, 2 Punkte fü Ebenenpaar x und %,). 
& %4 %5 %g az %p) | | ‚(je 1 Ebene &, 1 Ebene) | | 
| (&ı 24 23 2 %, %,) | 6, 2 Ebenen x)). | | 
7d) ei U X, Xy Xz 24) | T;, T;, | | 
%ı 0 %y X %5 %ı) | 
leizz, EN) ul ER. | 
82) (23%), (4%) 7, T, 8a) 3.12 = 36 ge-|$17 —|8@‘) 3.12 = 36 Polar-| $ 17 
8b) (2; x) (2 %) ,, 75) schaarte Involutionen | A)) correlationen, Kern- | B)) 
8e) | (1 X), (©, 2) ", 7, mit reellem Axenpaar dh, flächen 36 reelle | 
|88) 3.4— 12geschaarte | 1)) Flächen F. 
Involutionen mit imagi- | 86) 3.4 — 12 Null- 1)) | 
närem Axenpaar d,, | correlationen, Complexe | 
| |87) 3.4=12 4zählige | 2)) u, 3,=% 
geschaarte Colli- > a orAzahlieel 
. neationenmitimaginärem e Le aa Fo nuBE 2)) 
Beer: orrela en mit z.K. 
2 F 
80) 3.12—= 36 4zählige | 3)) A ; | 
allgemeine Collineatio- | 86) 3.12— 36 4zäh- 3) | 
ne lan) lige Correlationen mit, 
des Haupttetraeders meer | 
Punkte e (Ebenene) v. 7), Kernfläche FY.. Fo 
(2 %3 %5) (2 &%4) 9a) 8.12 — 96 6 zäh- | $ 20 A le 
> T,T|” 18 i 5 — |90°) 8.12 = 96 6zäh-| $ 20 
9a) | e z %) (w 2) | | lige (auf 2 Arten eigent- | A)) lige Correlationen mit, B)) 
| ) (2 ©, &;) (@s %;) | liche) Collineationen, | 1)) K.($3 ei Te- 
| I ae) BER 2. K. (53 eine Nullcorre- 1)) 
: 2. 24) (X3 %5 IE nn Er a) des | lation), Kernflächen 48 
© %3 ©) (2, %g) N ge m yo raeden) Eünkte reelle Flächen F Sr 
9b) | (2 %5 %3) (& %) 79 " (Ebenen (',)), | | 98% 8.12 — 96 19zä | 
era) @ ) is | N) 8.12 — 96 12zäh-| 2)) 
a) a) Ze 1) “ 12= 396 12zäh-| 2)) | lige allgemeine Corre- 
se) (28 2) "se allgemeine Colli- | lationen, Eckpunkte | 
| le = : & 5 | T,, T, neationen, Eckpunkte (Flächen) des Haupttetra- 
9e) & er nn) en 1) | ' (Flächen) des Haupt- eders wie für 93). | 
2% (2, 2 | | 
| e 5 Er | T,, | tetraeders 4 Punkte | 
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Durch die Transformationen der Gruppe 6;S, (bez. der invarianten 
Untergruppe 61) werden die Teetraeder 7,, 73, 7, und 7,, 7;, 7; der beiden 
conjugirten desmischen Systeme auf die allgemeinste Weise vertauscht 
(d.h. in sich oder in einander übergeführt). Die durch die 6 Tetraeder be- 
stimmte sog. harmonische Üonfiguration: 

(24;, 18}, 245) oder in vollständiger Bezeichnung'): 

(245 4,6, 18:43234723, 243449), 
deren 24 Punkte (Ebenen) die 24 Eckpunkte e,..&, (Flächen z&..2,) der 
6 Tetraeder 7,..7;, deren Configurationsgerade die 18 reellen Kanten e, die 
32 reellen Geraden %, % und die 72 reellen Geraden d sind, wird durch die 
'Transformationen dieser Gruppe in sich selbst übergeführt. 

Die in 6%, unter 1)..4) und 6)..7) aufgeführten Substitutionen con- 
stituiren eine Untergruppe G/, (bez. 6%), durch deren Transformationen die 
drei Tetraeder 7,, 7. 7; des desmischen Systems in sich und in einander 
übergeführt werden; d. h. die entsprechende Reye’sche Configuration: 

(12, 16%, 125) oder in vollständiger Bezeichnung: 
(12%, 165+18;, 125*°) 
geht durch diese Transformation in sich über. 

Eine Untergruppe G£} (bez. G%%) dieser enthält die Hälfte der Sub- 

stitutionen, nämlich: 

1), 2a), 2b), 2e), 4) und 6a), 6b), 6e), 7a), 7b), 7e). 
Dieselbe ist für die im zweiten Haupttheil anzustellenden Betrachtungen 
von Wichtigkeit; sie kann als hemigonische Gruppe von 6,1, (bez. G%%), 
als tetartogonische von G@3, (bez. G1,;) bezeichnet werden. 

Ferner erhalten wir drei conjugirte Untergruppen G%, (bez. 61%), bei 
deren Transformationen bez. 7, oder 7, oder 7, als Ganzes in Ruhe bleibt; 
die Substitutionen derselben sind 

für 7, die in Gl}, unter 1), 2a), 3a); 6a), 6d), 7a), 
er Ser), 23) 37)356)46c), zn: 
ER IRRE De: „ 1), 2a), 3e); 6c), 6d), 7e) 
aufgeführten. 


ı) Vgl. E. Hess: Ueber gewisse räumliche Configurationen. Sitzungsber. d. Ges. z. 
Bef. d. ges. Naturw. zu Marburg. Mai 1892. 
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Eine invariante Untergruppe (der Durchschnitt) dieser drei Gruppen, 
nämlich @% (bez. G%), enthält die Substitutionen unter 1), 2a); 6d); durch 
die Transformationen dieser Untergruppe geht jedes der 3 Tretraeder 7,, 7;, T, 
einzeln in sich über. 


Endlich ist in allen vorhergehenden Gruppen eine invariante Untergruppe 
G% (bez. @4%) enthalten, welche die Substitutionen unter 1) umfasst; dieselben 
bedeuten ausser der Identität 946 15 geschaarte Involutionen, sowie 6 
Null- und 10 Polar-Correlationen. Bei den Transformationen dieser Gruppe 
bleiben alle 6 Tetraeder 7,..7, einzeln in Ruhe. Untergruppen dieser 
Gruppe sind schliesslich drei Gruppen @, (bez. @“%), bei deren 'Transforma- 
tionen bez. die Eeken von 7,, von 7,, von 7; einzeln in Ruhe bleiben.') 
III) Die unter II) betrachteten Untergruppen ergeben sich natürlich 
ebenso aus jeder der 9 übrigen Hauptgruppen G%, (bez. G\1,), bei deren 
Transformationen die Fundamentalfllächen FF? (k= 2,3 ...10) in Ruhe bleiben. 
Der Durchschnitt aller dieser 10 conjugirten Hauptgruppen ist die unter 
II) zuletzt betrachtete Untergruppe @\ (bez. G\%). 


Der Durchschnitt zweier der 10 conjugirten Hauptgruppen, z. B. 


von G$, (G15) und von 6%, (GI%) ist eine Gruppe G,,, (bez. G4,),”) deren 


Substitutionen aus folgenden 8 Permutationen resultiren: 
@9 : . 


798° 
lach) ve ee ein) (CANEN ER) Re ler) 
SE) (EEE ea (UA) 64) (X ©) (3%) @&)- - - (Di) (Go) 
33) (m); %) . | ale Zylan 1% 
PB. .\ ER er (T,, 4) 
(2, x) (2 Kg X, x) . . | 


Durch die Transformationen dieser Gruppe gehen die beiden Tetraeder 7, 
und 7, in sich und in einander über; n durch dieselben bestimmte Con- 
figuration: (Sr, 2+8+8, 85+’), 

deren Oonfigurationsgeraden 2 Gerade e, 8 Gerade d, und 3 Gerade d sind, 
wird durch die Transformationen in sich übergeführt. 


Solcher Gruppen G,,, (bez. 6%) giebt es im Ganzen (%) = 45; je drei 
derselben, z. B. die zu den drei Tetraederpaaren 71, 7; Tı, T;; T,, Ts (den 
EB FD, 22: 29, 295 29, F2), gehörigen haben eine’ Unter- 


1) Vgl. $11 A) 3) und E. Study: Sphär. Trigonometrie u. s. w. $ 8. 
2) Vgl. E. Study: a.a. O. unter III. 
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gruppe G,, (bez. G%) gemein, deren Substitutionen die in G,,, unter 1) und 
6a) aufgeführten sind. Auch bilden die in G,,, unter 1), 3a), 6a), 6d) für sich 
eine Untergruppe G,,, (bez. G{%4), durch deren 'Transformationen, ebenso wie 
bei der vorhergehenden, das Tetraeder 7, in sich übergeht. 

IV) Auf die Aufstellung und geometrische Deutung weiterer Unter- 
gruppen, wie z. B. der den sämmtlichen in den $$ 11 bis 21 betrachteten 
eyelischen Permutationsgruppen entsprechenden, soll hier nicht näher ein- 
gegangen werden, da dieselbe sich aus den obigen Resultaten und Auf- 
stellungen ohne Schwierigkeit entnehmen lässt. Es möge nur noch kurz 
die geometrische Bedeutung der erzeugenden Substitutionen, aus welchen 
sich diejenigen der Hauptgruppe zusammensetzen lassen, hervorgehoben 
werden. 

Betrachten wir die allgemeinste Collineationsgruppe G,/%, und die 
ausgezeichnete Untergruppe @,“% derselben, von welcher die Gruppe G\} 
wiederum eine ausgezeichnete Untergruppe darstellt.‘). Die Substitutionen 
von G, ergeben sich durch Combination der Untergruppe G%, welche den 
positiven Permutationen der &; entspricht, mit der Untergruppe @G\. Die 
Permutationen von G{, lassen sich aber vollständig durch die beiden drei- 
und fünfzähligen eyelischen Permutationen:') 

S'—= (& 9%) = |2 4-1-3] 

T—= (%232,%%) = [3-1 -2; 4]; 
erzeugen, von denen die erstere eine dreizählige geschaarte (vgl. $ 12 A1)), 
die andere eine fünfzählige allgemeine Collineation (vgl. $ 16 A) bedeutet. 
Die übrigen Substitutionen von Ga», welche den negativen Permutationen 
der x; mit den negativen Vorzeichencombinationen entsprechen, resultiren, 
wenn die Substitutionen von G%, noch mit der einen Substitution U in allen 
Combinationen verbunden wird: 

U = [2 &ı % 2, 2 25) = [1 2-3; —4;]ı , 

welche eine vierzählige geschaarte Collineation mit Axenpaar e bedeutet 
(vgl. $ 17 A 2))). 

Ebenso leicht lässt sich die geometrische Bedeutung der vier anderen 
von Maschke') angegebenen erzeugenden Substitutionen: 


') Vgl. H.Maschke a.a. 0. Die Gesammtzahl der Substitutionen der Haupt- und 
Untergruppen ist bei Maschke aus einem bereits erwähnten Grunde die vierfache der im 
Texte angegebenen. - 
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(I) .... Binz 0-2 0] = [2413] 
B=U.. a u) =|12-3;—4;] 
(0) 2» 2» 2. a 0-0 | = [143 2], 
D ....:. a a u 8-3] = [12-34] 


feststellen. (A) bedeutet eine geschaart-involutorische Collineation mit Axen- 
paar d, (vgl.$ 17 A n)), (B) ist mit U identisch und (C) und (D) bedeuten 
zwei centrisch-involutorische Collineationen mit bez. &- (&-) und e, (&) als 
Centrum (Homologieebene). (Vgl. $18 A ı))). 


s 24. 
Uebertragung einer Raumfigur auf den dreidimensionalen 
sphärischen Raum (die Hypersphäre). 

Entsprechend der durch Oentralprojeetion erhaltenen Abbildung einer 
ebenen Figur auf eine Kugelfläche, deren Mittelpunkt das Projeetions- 
centrum ist, lässt sich auch die Oentralprojection einer Figur des drei- 
dimensionalen (ebenen) Raumes auf einen dreidimensionalen sphärischen 
Raum (eine sog. Hypersphäre) betrachten, welcher das Projeetionscentrum 
zum Mittelpunkt hat. Hierbei entspricht jedem Punkte des ebenen Raumes 
ein Punkt und dessen Gegenpunkt, jeder Geraden ein Hauptkreis und jeder 
Ebene eine Haupt- (Diametral-) Kugel des sphärischen Raumes. Aus einer 
bestimmten räumlichen Configuration entsteht demnach eine entsprechende 
Configuration von Punkten, Hauptkreisen und Hauptkugeln des dreidimen- 
sionalen sphärischen Raumes; z. B. aus einem ebenflächigen Tetraeder ein 
sphärisches Tetraeder (und dessen Gegenfigur), dessen vier Hauptkugeln 
den sphärischen Raum in 16 Tetraeder zertheilen, von welchen je 8 in 
jedem der 8 Punkte zusammenstossen. Sind speciell diese vier Hauptkugeln 
zu einander senkrecht, so resultirt das durch 16 congruente reguläre Tetra- 
eder (deren Seitenflächen Kugeloktanten sind) gebildete reguläre sphärische 
„Zellgewebe“, welchem das reguläre (linear begrenzte) Sechszehnzell 
des vierdimensionalen Raumes ein-, das reguläre Achtzell umgeschrieben 
ist.) Die Mittelpunkte dieser 16 regulären T'etraeder liefern durch Haupt- 


1) Vgl. z.B. V. Schlegel: „Theorie der homogen zusammengesetzten Raumgebilde.“ 
Nova Acta der ksl. Leop.-Carol. Akademie. Bd. XLIV Nr. 4, sowie des Verf. Abhandlungen: 
„Beiträge zur Theorie der mehrf. perspectiven Dreiecke und Tetraeder*. Math. Ann. Bd. 28 
S. 252 ff. und „Ueber reguläre Polytope höherer Art.“ Marburger Ber. 1885 Nr. 3 Mai. 


Nova Acta LXXV. Nr.l. 22 
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kugeln verbunden ein zweites reguläres Zellgewebe; dasselbe wird von 8 
regulären Hexaedern begrenzt, deren Mittelpunkte die Eekpunkte der 
Tetraeder sind. Diesem, dem ersteren „eonjugirten“, Gewebe ist das reguläre 
Achtzell ein-, das reguläre Sechszehnzell des vierdimensionalen Raumes 
umgeschrieben. 


Der Verein dieser beiden Gewebe ergiebt ein drittes reguläres Ge- 
webe, dessen Eekpunkte die s+16 = 24 Eckpunkte der beiden und dessen 
Grenzpolyeder 24 reguläre Oktaeder sind. Diesem regulären Gewebe ist 
das reguläre Vierundzwanzigzell des vierdimensionalen Raumes sowohl 
ein- als umgeschrieben, da die Mittelpunkte der 24 ÖOktaeder ein dem 
ersteren conjugirtes congruentes reguläres Gewebe bestimmen. 


Die soeben beschriebenen Gebilde des dreidimensionalen sphärischen 
Raumes und die ihnen zugehörigen des vierdimensionalen (ebenen) Raumes 
kommen für die folgenden Untersuchungen hinsichtlich der Transformationen, 
durch welche diese Gebilde in sich übergeführt werden, in Betracht. Der 
Verein der beiden ersten einander conjugirten Gewebe oder ein diesem 
collinear verwandtes Gebilde lässt sich als durch Centralprojeetion der 
Figur eines Systems dreier desmischen Tetraeder, nämlich der 
drei Fundamentaltetraeder 7,, 7,, 7; (vgl. $ 10, (79e)) auf einen concentrischen 
sphärischen Raum entstanden ansehen. Ebenso entsteht der Verein der 
beiden einander eonjugirten Gewebe, deren jedem ein reguläres Vierund- 
zwanzigzell des vierdimensionalen Raumes ein- und umgeschrieben ist, 
durch Centralprojeetion der vollständigen Figur der drei Tetraeder 7,, 73, 7; 
eines desmischen Systems und der drei Tetraeder 7,, 7,, 7, des conjugirten 
desmischen Systems auf einen concentrischen sphärischen Raum. 


Die Regeln für die Uebertragung der Eigenschaften der ursprüng- 
lichen Figuren auf die angegebenen Centralprojectionen, sowie für die ana- 
lytische Formulirung derselben sollen im Folgenden kurz entwickelt und 
sodann mit Benutzung der in den früheren Paragraphen gewonnenen Resul- 
tate auf die genannten Gebilde angewendet werden. 
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$ 25. 

Uebertragung einer ebenen Figur auf eine Kugelfläche 
durch Centralprojection. Collineationen und Correlationen der 
regulären Oktaeder-Hexaeder-Gruppe. 

Zunächst möge der Analogie wegen und zum Zwecke eines besseren 
Verständnisses kurz die Centralprojeetion derjenigen ebenen Figur auf eine 
concentrische Kugelfläche betrachtet werden, welche die regulären sphärischen 
Netze der Oktaeder-Hexaeder-Gruppe liefert. 

Es werde die Figur eines vollständigen ebenen Vierecks 


mit den Ecekpunkten (\, O,, C;, C,, 
»  „» Seitenpaaren bı, by; by, bs; bs, ba; 

»  » Diagonalpunkten A, A, A, und den Diagonalen a,, a, a;; 
»  „ Sechnittpunktpaaren B,, B;; B,, B;; B,, B; 

der Seiten mit den Diagonalen von einem ausserhalb der Ebene liegenden 
Punkte O aus auf eine concentrische Kugelfläche projieirt. Alsdann ent- 
sprechen jedem der 3 Punkte A, der 4 Punkte €, der 6 Punkte B je 2 
(als Gegenpunkte zusammengehörige) Punkte, jeder der 3 Geraden a, der 
6 Geraden b je ein Hauptkreis der Kugelfläche. Diese 3+6 Hauptkreise 
bedingen eine Eintheilung der Kugelfläche in 48 sphärische Dreiecke mit 
je emem Eckpunkte A, B, 0; in der Figur dieses sphärischen „harmonischen 
Hexakisoktaedernetzes“') treten die bekannten harmonischen Beziehungen 
in der Figur eines ebenen vollständigen Vierecks entsprechend auf. Ebenso 
entsprechen den 24 Collineationen und den 24 Correlationen, durch welche 
die ebene Figur in sich übergeht, bezw. 2.24 Collineationen und 2.24 
Correlationen, durch welche die sphärische Figur in sich oder in die polar- 
reciproke übergeht; diese Transformationen lassen sich endlich auf die im 
weiteren Sinne gleicheckigen und gleichflächigen Polyeder übertragen, 
welche einem im Allgemeinen durch 2.24 homologe Punkte bestimmten 
sphärischen gleicheckigen Netze bez. ein- oder umgeschrieben sind. Durch 
collineare (bez. reciproke) Transformation lassen sich die Netze des har- 
monischen Hexakisoktaeders in die speciellen regulären überführen, denen 


) Vgl E. Hess: Einleitung in die Lehre von der Kugeltheilung. Seite 420 ff. 


22% 
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die im engeren Sinne gleicheckigen und gleichflächigen (speciell regulären) 
Polyeder der Hexaeder-Oktaedergruppe bez. ein- oder umgeschrieben sind. 

Sind x, y die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der betrach- 
teten ebenen Figur (oder 2, 2, 2 die homogenen Coordinaten desselben 
z. B. in Beziehung auf das Dreieck A, A, A,) und liegt der Mittelpunkt O 
der Projeetionskugel im Abstande gleich der Längeneinheit von der Ebene, 
so dass die Kugel die Ebene im Punkte 0%, dem Anfangspunkte des recht- 
winkligen Coordinatensystems berührt, so sind die Coordinaten 31, 3, 3 des 
projieirten Punktes M (und des Gegenpunktes M‘) in Beziehung auf ein 
rechtwinkliges System mit dem Anfangspunkte O0, der 3,;-Axe 00‘ und den 
bez. zur O'X und O‘Y parallelen 3,- und 3-Axen: 


e — I Te . 2 2 — 
2 = SE Vertp+1 oder bei Benutzung res Ver+t22+2: 
£ 4 Y le) homogener Coordinaten | 3 23 (918) 
nr - > —— a == =E Seen ons 
—uey 1 21, 2 23 i V2?+2?+23? 
1 @3 
TE /atg+1 Tr Vartartai 


wo das obere und untere Vorzeichen immer für alle drei Coordinaten 31, 33, 33 
gleichzeitig zu nehmen ist. Werden zur Vereinfachung die homogenen 


: 6 : 1 ae 
Coordinaten 2, 2, 2 eines Punktes der Ebene mit Maui multiplieirt, 
/z1?+23°+23? 


so dass die Quadratsumme —1 ist, so wird einfach 


w 


wobei 3,— cos (OM, O3), 32 = eos (OM, 08;), 3 — eos (OM, 08,) ist, und die 
Transformationsformeln für die sphärische Figur sind — abgesehen vom 
doppelten Vorzeichen — denjenigen für die ebene Figur entsprechend. 

Um die aus der oben betrachteten Figur durch centrale Projeetion 
entstehende sphärische Figur des harmonischen Hexakisoktaeder-Netzes in 
die specielle reguläre überzuführen, kann man, statt die collineare Trans- 
formation der sphärischen Figur auszuführen, auch einfach von der speciellen 
regulären ebenen Figur ausgehen, bei welcher die Eekpunkte (;, C,, 0, Q, 
des Vierecks denjenigen eines Quadrats von der Seite 1 entsprechen und 
der Mittelpunkt dieses Quadrats (der Punkt A,) der Berührungspunkt der 


DE 


2) 
3) 
4) 


5) 1 


6) 
7) 
8) 
9) 

10) 
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Projeetionskugel ist, während A, A, die unendlich ferne Gerade der Ebene 
ist und die 6 Punkte B die Mittelpunkte der Seiten des Quadrates und die 
unendlich fernen Punkte der Diagonalen desselben sind. Die Coordinaten 
der Punkte A, 0, B der Kugelfläche sind alsdann: 


| 1 1 be 1 1 
4A... 4100| G....+4— + — u Diese. 20 +— +— 
t } la a8 ur: A S Vans 
1 1 1 1 1 
45...0 #1 0 .|.&%....-E—— +#- | B....+— 0 -E — 
i FR VE; v2 ya 
er 1 1 1 
A220, 0 me a bonn. 0 00 
Btat Te TE 
| en 1m | A 1 (910) 
G. — = +—|B:. 0 Fe 4 
Va Zus v3) Kane 
| b; (er 0 + u 
| v2 v2 
| 
® A tun: 
a) 
Die 24 Collineationen, welche die ebene Figur in sich über- 
führen, werden, wenn wiederum z, 2, 2% die homogenen Coordinaten eines 


Punktes bedeuten, einfach durch 

oe=tsl,k=1,2,3). (912) 
dargestellt; sie entsprechen den 6 mit den A Worzeisheneonhiaauonen ver- 
Eine solche Collineation soll, 


sehenen Permutationen der Indices von z. 
ähnlich wie es oben geschehen ist, durch das Symbol 

[+k, ti, ts] SR a 
(ki, hy, ik; — 1, 2, 3) bezeichnet werden; sie bleibt bei 
In der folgenden Tabelle ist übersichtlich die 


(918°) 
gleichzeitigem Vor- 
zeichenwechel ungeändert. 


Bedeutung dieser Collineationen angegeben, welche mit Rücksicht auf die 


sphärische Figur durchweg so geschrieben sind, dass ihre Determinante 
—= +1 wird. 

1 2 3].. Identität. 
| 1-2-3].. Centrische Involution mit Centrum A, und Homologiegeraden «, 
|-1 2 3] 2% a n S n Asa 5 5 dr, 
[-1 -2 3] .. ” ” ” ” As ” ” di, 
ie 372alee 5 5 5 E Bien > bi, 
— la) —2] 0 ” ” ” ” b, ” ” bu, 
[ 3-2 1] Sa ” n 2) n b; ” ” b,, 
—3 -—2 —1] 3.0 ” ” ” ” B, ” ) b,, 
[2 1-3] 02 ” ” ” e) B; ” ’ ba, 
-2-1-3].. ’ = . ei It, 5 ; be. 


. (918) 
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D d 
4zählige Collineationen en 


Doppellinien 
e Me S2—[1-2-3] (vgl.2)... | a a 
” ar ®—|-12-3]|wL3)... | Bu v0: in: 
BEzbll) maranma... 320 


Doppelpunkte und 


Doppellinien (91%) 

BIER NAG, T 

RE EL ee lee «HERR, | 

x ‚, 3zählige Collineationen... , la? 

18 Bl 2]. | AR 
ee 

18 =[-23-1]..) | ee 

20) 2=[-3-12]..| | la? « 
ee elle 

2)8 =[-2-31]..] | Sr RE ee 

2) 2—=-[3-1-2]..| ® 3 | ls 

Re 
23)S -=[2-3-1]..] Ir nn a 
24) ®=[-31-2]..| A | Psce 


Für die durch die angegebene Centralprojection aus der ebenen 
Figur entstehende sphärische Figur ist die Zahl der Collineationen die 
doppelte, nämlich gleich 48. Die eine Hälfte derselben, welche durch die- 
selben Symbole, wie in Tabelle (912) dargestellt werden — nur dass die 
Indices sich auf räumliche rechtwinklige Coordinaten 3,, 3, 3; beziehen —., 
stellt eigentliche räumliche Collineationen (von der Determinante +1), 
hier speciell Drehungen dar, die übrigen 24 Collineationen, für welche die 
in den Klammern stehenden Ziffern durchweg das entgegengesetzte Vor- 
zeichen erhalten, wie in (91%), bedeuten uneigentliche Collineationen (von 
der Determinante —1), hier speciell Spiegelungen und sogenannte Dreh- 
 spiegelungen.') 

Die 24 eigentlichen Collineationen sind — im Anschluss an die 
Tabelle (912) — 1) die Identität, 2) .. 4) drei 2zählige Drehungen (Um- 


') Vgl. A. Schoenflies: Krystallsysteme und Krystallstructur. Leipzig 1891. S. 29. 
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wendungen) um die 3 Symmetrieaxen A, A,‘ A Ay‘, As 45‘; 1)..4) bilden 
die sog. Vierergruppe); 5).. 10) sechs 2zählige Drehungen (Umwendungen) 
um die 6 Symmetrieaxen B, B\’‘... B, B,; 11)..16)3.2— 6 4zählige Dreh- 
ungen von 90° und 270° um die Axen A; 4A:'; 17)..24) 4.2—=8 3zählige 
Drehungen von 120° und 240° um die Axen €; (j‘. 


Die 24 uneigentlichen Collineationen sind — ebenfalls im An- 
schluss an die Tabelle (919) — 1) die Spiegelung am Mittelpunkte O (In- 


version); 2)..4) 3 einfache Spiegelungen an den 3 Symmetrieebenen «, 
@, @ (den Aequatorebenen zu den Punkten A;, 4‘); 5)..10) 6 einfache 
Spiegelungen an den 6 Symmetrieebenen £, . . . 8, (den Aequatorebenen zu 
den Punkten B;, Bj‘); 11)..16) 2.3—= 6 vierzählige Drehspiegelungen 
(Drehungen von 90° und 270° um eine Axe A; A;‘ und Spiegelung an der 
zugehörigen Aequatorebene «); 17)..24) 4.2— 8 sechszählige Dreh- 
spiegelungen (Drehungen von 60° und 300° um eine Axe C; Cj‘ und Spie- 
selung an der zugehörigen Aequatorebene 7;). Die 24 uneigentlichen Colli- 
neationen resultiren auch einfach durch Combination je einer eigentlichen 
Collineation mit der Inversion [-1 -2 -3]; die 48 Collineationen stellen die 
sog. Oktaedergruppe zweiter Art!) dar, deren Eigenschaften in der letzten 
Zeit vielfach untersucht worden sind. Es sei hier nur noch darauf hin- 
gewiesen, dass die 24 eigentlichen Collineationen sich sämmtlich als zwei- 
fache, die 24 uneigentlichen als einfache und dreifache Spiegelungen 
darstellen lassen. 

Was die 48 Correlationen der sphärischen (und der entsprechenden 
räumlichen) Figur anlangt, so ergeben sich diese analog aus den 24 Üorre- 
lationen der zugehörigen ebenen Figur. Diese letzteren werden durch 

06, — = oder dureh e2:— Er : 2... 2 2 81.250917) 
dargestellt, wobei &; homogene Liniencoordinaten bedeuten, und analog, wie 
es oben geschah, durch 


[+ A, th, th] oder [Hk, ti» tl] » » » .» . - 91M) 


(kı, ko, ka— 1, 2, 3) bezeichnet; auch sie bleiben bei gleichzeitigem Vor- 
zeichenwechsel ungeändert. 


1) Vgl. A. Schoenflies a.a. O. S. 99. 
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Im Anschluss an die Tabelle (912) bedeuten diese Correlationen für 
die specielle reguläre ebene Figur: 


1) [1 2 3] oder [1 2 3] die Polarreeiproeität in Bezug auf den imaginären Kreis 2?-+232+2,2 —0| 
oder [2 verenn 
12-3] „ 12-3] „ a - die gleichseitige Hyperbel 2,2—2,?—2,? =0| 
oder a 2—L,2 —I3? — [ 
3) -1 2 3] „ 1 2 3] r Y ” ” ” —2?+23? — 23? =4 
oder —5?+L62—L3?—0 | 
41-23] „ —1-23] „ ; e auf den Kreis —21° 22? 4232 — 
oder —&?—2+L2—0| 
sr are Se 5 A auf die Parabel -24?+22% 23 —0| 
oder —2+25 5=0[| 
6) [ 1-3-2] „ -1-3-2] ” ” ” ” n 2.422 aD 
oder &,2+2L, & — | 
7) [3 —2 1] ” 6 2 1] ” x ” ” ” —222+ 22, 3=0 
oder —52+2L5, 3=0| 
3) [32-1] „ 732-1] , B » » » 2°+22, Feet, 
En, oder &2+27, 5—=0[ 
za, 21 3] > „ die gleichseitige Hyberbel —4?+22 3 —0| 
’ oder —432+2%, & —0[ 
Meere > ar A i 22422 2% ® 
oder 32?+25 5 = h (019) 
18 =[1 3 -2] oder [1 3 —2 5? 1-2 -3 
) [ ] [ 2| =, ] ee (ern [Doppel a?—0..a, | 
12) 8—[1 32]|., 1.3.9] 8—[1=3 Bj] Coninraktonen Jessen Popp elnuuk u re 
Sr Saas ro 
13) 8 —|[ ] [=3 — es | | | Doppelgerade 2,2 = el 
,8-Bß2-1 , B2-)|e=Lı2=3]| i | ”  \Poppelpunkt 22=0..4,| 
Jens meer 
ee 9] | __ Poppeigerade 22=0..0,| 
16) 88 [area „ [er | | 17,7 = \Dopwelnutenn 
®=[3 1 2] oder[3 ı 2] 
1)S8S =[2 3 1] oder 2 3 ı s—[a 3 ı] 23 ı 1) 6zählige allgemeine 
La ER PER EI p Ms] { BE | Correlationen 
Nur 02 GE 2 2 
Zwei sich in ee doppelt berührende Kerncurven: 
K, Gleichseitige Hyperbel, X, Parabel: 
Kı..2&3+32+2 2) = 54024622 (5 54% +8 &) = 0 
R..242422—2 (3432444 9)= 2 (6 +54 +4&)= 0 
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1 NP ER ie S? — [-3 —1 2] oder [-3 -1 2] 
1 N er Veygr nos 2 ua 
9, 8 [2 3 1] oder [-2 3 —1] ne: Vers 
20) 5—=[-3 -12]| „ [-3 —1 2] hr eh = —. 
| TE 
a allgemeine Correlationen 
Zwei sich in = np = doppelt berührende Kerneurven: 
Kı, gleichseitige Hyperbel, X, Parabel: 
K, ... 233 +34+42)=5?t5?+83?+2 5 +66 +& 5)—=0 
R;...2?+2242°42 033432444 2)=2 5546546 )=0 


Sn Der 
u ar 3] ” 12 | 


6zählige allgemeine Correlationen (919) 


S?= [3 —1 -2] oder [3 —1 —2] 
2)$ =[-2 -3 1] oder [-2 -3 1] 


2) =[-1-—2) „ FE -1 -2] 


RN? 
K, gleichseitige Hyperbel, Ä, Parabel: 
Kı..:.2&83—2 24 +2 2) = 54624542 ( 55 Hd So) 0 
KR, ... 2242242242 3 24 +42)=2 55-5445 5)—=0 
EN 82—[-3 1 —2]oder [-3 1 —2] 
—a 3-1 „ 23-1] 
SS iasgssine. mars | 


6zählige allgemeine Correlationen 


23)$ —=[2 -3 -1| oder [2 —3 -1 
2yS®°=[-31-2]) „ 531 = 


= 2 
Zwei sich in \ = e- doppelt berührende Kerneurven: 


Zwei sich in u = © doppelt berührende Kerneurven: 
K, gleichseitige Hyperbel, A, Parabel: 
KK... 2% 343 4—a 2) = 5’+%?+5°’+2 (& St I &) = 0 
KR... 2?+22°+23°42(&% 233423 4 —aı 2) = 20 5 +85 9 —& &) — 0. 

Die Zahl der Correlationen für die durch die angegebene Central- 
projeetion aus der ebenen Figur entstehende sphärische Figur ist 
wiederum die doppelte, nämlich gleich 48. Die eine Hälfte derselben, 
welche durch dieselben Symbole wie in Tabelle (919) dargestellt werden — 
nur dass die Indices bez. räumliche Punkt- und Ebenen-Coordinaten be- 
deuten — kann als eigentliche, die anderen 24 Correlationen, für welche 
die in den Klammern stehenden Ziffern durchweg das entgegengesetzte 
Vorzeichen, wie in (919) erhalten, können als uneigentliche Collinea- 
tionen bezeichnet werden. 

Die. sphärischen Kerneurven für diese Polarcorrelationen und all- 
gemeinen Correlationen werden nun durchweg kleine (speciell auch grosse) 


Nova Acta LXXV. Nr.]l. 23 
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Kugelkreise,') nämlich die Schnitteurven der dureh O0 und die ebenen 
Kerneurven in (919) bestimmten Kegel 2ten Grades mit der eoncentrischen 
Projeetionskugel 2+3%+3= 1. Insbesondere sind die sphärischen Kern- 
eurven derjenigen Polarcorrelationen, welche Drehungen um eine zweizählige 
Axe (Umwendungen) entsprechen, kleine Kugelkreise, deren sphärische 
Radien 7 betragen und für welche der Mittelpunkt und Gegenpunkt die 
Schnittpunkte der zweizähligen Axe mit der Kugel sind. Einer einfachen 
Spiegelung entspricht eine Polarcorrelation, deren sphärische Kerneurve ein 
solcher kleiner Kugelkreis (und dessen Gegenkreis) vom sphärischen Radius 
7 ist, dessen Mittelpunkt und Gegenpunkt die Schnittpunkte der Normalen 


zur Spiegelebene mit der Kugelfläche sind. 


Allgemein entspricht einer Drehung um eine Axe von der Amplitude 
2kn . 2 ® - ed = 
„ eine allgemeine Correlation, deren beide sphärische Kerneurven con- 


centrische kleine Kugelkreise (und deren Gegenkreise) sind, welehe also 
eine doppelte Berührung in den beiden imaginären Kreispunkten der unend- 
lich fernen Schnittlinie der parallelen Ebenen haben. Die Mittelpunkte 
sind die Schnittpunkte der Axe mit der Kugelfläche, die beiden sphärischen 


= = . E14 . E 2) En: 
Radien &, und &, ergänzen sich zu 5, wobei tg &, — cotg & y- os ist. 


Die beiden Kerneurven sind reell für 
nn imaginär für —. 


2%k 
2 7) N 


1 

PL 

. er 2k 17 8 1 . ug SE - 

in den Uebergangsfällen — — vo oder = redueiren sie sich auf den un- 
” 


endlich kleinen Kugelkreis (und den Gegenkreis) und den Hauptkreis, 


welcher den Aequator zu den Mittelpunkten bildet. Für 2k _ | yesultirt 
77 
der specielle Fall (vgl. oben) &ı = =7 Wi: = —0 der unendlich ferne 


imaginäre Kugelkreis. 

Einer Drehspiegelung d.h. einer Drehung um eine Axe von der 
Amplitude <= 
ebene entspricht eine allgemeine Correlation, deren beide sphärische Kern- 


verbunden mit einer Spiegelung an der zugehörigen Aequator- 


1) Vgl. hierzu E. Hess: Ueber die Correlationen der regulären Gruppen. Sitzungsber. 
der Ges. z. Bef. d. ges. Naturw. Dezember 1894, 8. 11-35. 
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eurven concentrische kleine Kugelkreise (und deren Gegenkreise) sind. Die 
Mittelpunkte derselben sind wiederum die Endpunkte der Axe und die 


beiden sphärischen Radien &‘ und &‘ ergänzen sich zu 5 wobei 


TRET: 
tg &,' = cotg &' = Vo — 


: 3 i 2 ö er 
ist. Die beiden Kerneurven sind also umgekehrt imaginär für 5<7 <z 


Ä a Ä Pe. 4 
dagegen reell für ma Die Uebergangsfälle mals oderi_- 


ergeben dasselbe Resultat wie oben, während für 2k _ oder oben erwähnte, 
N 


der einfachen Spiegelung entsprechende Fall resultirt und für 2, 
N 


wiederum der unendlich ferne imaginäre Rugelkreis sich ergiebt (über diesen 
letzteren Fall der Polarcorrelation, welcher der Inversion entspricht vgl. u. 
den ersten Fall der uneigenilichen Correlationen). 

Die 24 eigentlichen Correlationen sind — im Anschluss an die 
Tabelle (919) — 1) die Polareorrelation in Bezug auf den unendlich fernen 
imaginären Kugelkreis, 2)..4) drei Polareorrelationen, deren sphärische 


Kerneurven die mit den Radien 7 um die Mittelpunkte A, (A), Az (A3‘), Az 


(43) beschriebenen kleinen Kugelkreise (und deren Gegenkreise) sind, 
5)..10) sechs Polarcorrelationen, deren sphärische Kernceurven die mit den 


Radien 7 um die Mittelpunkte B, (BY), B,(B,) B, (B,), B, (B‘,), B, (B,‘) und 


B, (B,)) beschriebenen kleinen Kugelkreise (und deren Gegenkreise) sind, 
11)..16) 3.2= 6 vierzählige Correlationen, deren sphärische Kerneurven 
die Nullkreise mit den Mittelpunkten A, (A,‘), Az (Ay‘), As (As) und die Haupt- 
kreise «, @, a, sind, 17)... 24) 4.2—= 8 sechszählige allgemeine Corre- 
lationen, deren sphärische Kerneurven je zwei concentrische kleine Kugel- 
kreise (und deren Gegenkreise) mit den sphärischen Radien & — 90°—n, 
&=n(tgn= 2) und den Mittelpunkten ©, (0), 03(0,), C3,(C;) und C,(C,) sind. 

Was die 24 uneigentlichen Correlationen anlangt, so resultiren 
dieselben einfach durch die Combination der 24 eigentlichen mit der In- 
version. Die sämmtlichen Kerneurven werden bez. dieselben, wie für die 
eigentlichen Correlationen; nur entspricht jetzt jedem Hauptkreis der Kugel 
der Gegenpunkt des Punktes, welcher ihm bei der eigentlichen Corre- 


23* 
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lation entsprach; jedem Punkte entspricht zwar in beiden Fällen derselbe 
Hauptkreis (dieselbe Ebene), aber das eine Mal die eine, das andere Mal 
die entgegengesetzte Richtung (oder Seite) des Hauptkreises, eine Unter- 
scheidung, welche sich für die umgeschriebenen Polyeder in der Vertauschung 
der beiden parallelen (an Punkt und Gegenpunkt construirten) Berührungs- 
ebenen ausdrückt. 

Hinsichtlich der Polareorrelationen der übrigen regulären Gruppen 
und der Aenderung der Beziehungen, welche im Falle des Fehlens der 
Inversion (bei der Tetraedergruppe und den Diedergruppen mit ungerad- 
zähliger Hauptaxe) eintritt, sei auf die erwähnte Abhandlung des Verfassers‘) 
verwiesen, in welcher auch die durch die sphärischen Kerneurven bestimmten 
Eintheilungen der Kugelfläche berücksichtigt sind. 


$ 26. 
Uebertragung einer Figur des dreidimensionalen Raumes 2%, auf 
den dreidimensionalen sphärischen Raum S.. 


Nunmehr soll die bereits im $ 24 erwähnte Uebertragung von 
Figuren des dreidimensionalen ebenen Raumes R, auf den dreidimensionalen 
sphärischen Raum S, vermöge der Centralprojeetion behandelt und auf die 
Figuren eines Systems dreier desmischen Tetraeder 7,, T,, T, und eines 
solchen Systems in Verbindung mit den drei Tetraedern 7,, 7,, T, des con- 
Jugirten desmischen Systems angewendet werden. 


1) Es seien x, 9, z die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes des 
Raumes R,, zı, 2, 2, 2, seine homogenen Coordinaten (in Beziehung auf das 
Tetraeder A, A, A, A,), und es liege der Mittelpunkt O des sphärischen 
Raumes S, im Abstande = 1 von dem ebenen Raume R,, so dass S, den 
kaum R, im Punkte 0° (dem Anfangspunkte des rechtwinkligen Coordinaten- 
systems) berührt, dann sind die Coordinaten 3, 3, j, 3}, des auf S, proji- 
eirten Punktes 7 und des Gegenpunktes M' in Bezug auf ein vierfach 
rechtwinkliges System mit Anfangspunkt 0, der 08,-Axe 00' und den bez. 
zu O'X, O'Y, 0'Z parallelen Axen 03,, 03, 03, durch die Formeln bestimmt: 


!) Sitzungsber. d. Gesellsch. z. Bef. d. ges. Naturw. Dezember 1894, 8. 11—35. 
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2 21 
NE VE s 4 7 + Varta2t2°+22 
Very oder bei Be- Ban a Slırı 
Y  d en EHE 
= EEE, nutzung der 22 En TE 
ya te = (92«) homogenen Da er ta (gap), 
ds — et: Verty>+z+1 Coordinaten al = a2: Fa 
1 21 22% 23, 24: 22 
dl 1: Varty2 ne] a En EEE z Fan 


wo das obere und untere Vorzeichen immer für alle 4 Zus dur Zar Zu 


gleichzeitig zu nehmen ist. Wenn die homogenen Coordinaten mit 
1 


Vzı2+ 22°+ 232424? 
multiplieirt werden, so dass die Quadratsumme — 1 wird, so resultiren die 


einfachen Formeln: 


a=H+ 2a | 
Ti 92 
33 — + 23 (927), 
= Hr 2% 
wobei 31= cos (OM, OBı), 32 cos (OM, OB), 33 cos (OM, O3;), 4 = cos (OM, 89 \ co 29) 
und 312-+322-+35?+34? = un 


ist. Die Coordinaten eines Punktes M des S, sind also die Cosinus der 
sphärischen Abstände desselben von den Eekpunkten des Quadrantentetra- 
eders, welches durch die vier auf einander senkrechten Coordinatenaxen 
oder die vier auf einander senkrechten Coordinatenräume auf S, entsteht. 


2) Jede Ebene von R, wird durch einen durch 0 und die Ebene 
bestimmten dreidimensionalen ebenen Raum als eine Haupt- (Diametral-) 
Kugel des S, projieirt. Die Coordinaten &, &, &, & einer Hauptkugel sind 
die Coordinaten des Pols (bezw. Gegenpols) dieser Hauptkugel d. h. die 
Cosinus der Winkel, welche das von O auf den Euklid’schen Raum der 
Hauptkugel gefällte Perpendikel mit den Coordinatenaxen bildet oder die 
Cosinus der sphärischen Abstände des Pols (bez. Gegenpols) von den Eck- 
punkten des Quadrantentetraeders; hierbei entspricht der Pol oder Gegenpol 
bez. der Innen- oder Aussenseite der Hauptkugel. Der Pol (bez. Gegenpol) 
einer Hauptkugel ist der Schnittpunkt aller auf derselben senkrecht 
stehenden Hauptkugeln; umgekehrt ergiebt sich die Polarhauptkugel m 
eines Punktes M von 8, als der Ort der Endpunkte aller Hauptkreis- 
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quadranten, welche durch M gehen, oder als der Ort aller Hauptkreise, 
welche auf allen durch M gehenden Hauptkugeln die Polaren (Aequatoren) 
zu M sind. Dies Entsprechen von Pol und Polarhauptkugel lässt sich als 
die Polarreeiprocität in Beziehung auf die unendlich ferne imaginäre Kugel 
Ss auffassen, welche durch den aus O über ihr beschriebenen Kegelraum 
in der Gleichung 31?+32?+33?+3,? = 0 dargestellt wird (vgl. $ 27 DD). 

3) Jede Gerade von R, wird durch eine durch O0 und die Gerade 
bestimmte Ebene als ein Hauptkreis des S, projieirt. Ein Hauptkreis des 
S, ist sowohl durch zwei Punkte (und deren Gegenpunkte), wie durch zwei 
Hauptkugeln als deren Schnittlinie bestimmt. Zu jedem Hauptkreis gehört 
hiernach ein reeiprok-polarer Hauptkreis, welcher sich einmal als 
Schnittlinie der beiden Polarhauptkugeln zu zwei Punkten des ersteren, 
zweitens auch als Verbindungskreis der beiden Poie (Gegenpole) zu zweien 
durch den ersteren hindurehgehenden Hauptkugeln ergiebt. Der sphärische 
Abstand zweier Punkte des S, ist gleich dem Neigungswinkel der beiden 
Polarhauptkugeln derselben, und der Neigungswinkel zweier Hauptkugeln 
gleich dem sphärischen Abstande der Pole (bez. Gegenpole) derselben. 

Zur analytischen Darstellung dieser und weiterer Beziehungen führt 
man die den Plücker’schen Coordinaten gerader Linien im R, analogen 
Hauptkreiscordinaten ein. Es seien: 


die Coordinaten zweier Punkte eines Hauptkreises, welche 
a 3 3% Zi 


DEE um einen Quadranten abstehen 
31 9 32 $) 33 $) 34 | 


pl y%—1l I, —=0Wk—1, 2,3, 4) 
die Coordinaten zweier Hauptkugeln (oder ihrer Pole), 
welche durch den Hauptkreis hindurchgehen und auf ein- 


„u 


Sn % 


und St Ce, G5), [ar | 
5 


[3 
(m; 


12 ip 


ander senkrecht stehen (35? =1, I"? —=1, IL; —= 0), 


dann sind die 6 Grössen: 


Pı2, Pıs, Pıa | 
P34, Paz, Pas [ 


die Strahl-Coordinaten, die 6 Grössen: 


wo Pi = din dr; ih, | nn. (92e) 


Qı2, Qıs, Qıa | 
34, Qa2, 423 l’ 


die Axen-Coordinaten des Hauptkreises.') 


wo 0; — ar — (7 Bu ist, 


\ 


1) Die Plücker’schen Linien- (resp. Hauptkreis-) Coordinaten sollen im Folgenden immer 
in der oben gegebenen Anordnung in zwei Verticalstriche eingeschlossen angegeben werden. 
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Dabei ist pP. — 4, oder die P;; eines Hauptkreises sind die 4;. seiner 
reeiproken Polare. Für die P;. (und entsprechend die 4) gelten die 


Relationen: 
SB, — >02, ee (9277) 
und De bh ml 2.222. . 0a 


gı2 As4+4+ 413 Qee+ Qu 9a; = 0 | 

Die p;. sind auch, zu je dreien mit 0 combinirt, die Coordinaten der 
Hauptkugeln, welche den Hauptkreis mit den Eekpunkten des Quadranten- 
tetraeders verbinden, die 4; die Coordinaten der Punkte, in welchen der 
Hauptkreis die Fundamentalhauptkugeln schneidet. 

Ein Hauptkreis, welcher einen gegebenen Hauptkreis und dessen 
reeiproke Polare schneidet, ist auf beiden rechtwinklig, und die Länge des 
zwischen beiden liegenden Abschnittes beträgt einen Quadranten. 

Zwei Hauptkreise eines S, schneiden sich nur, wenn sie derselben 
Hauptkugel angehören. Sind zwei Hauptkreise gegeben, welche sich nicht 
schneiden, so können im Allgemeinen zwei Hauptkreise gezogen werden, 
welche beide rechtwinklig scheiden: es sind dies die beiden Hauptkreise, 
welche als die beide gegebenen Hauptkreise und deren reciproke Polaren 
schneidenden gezogen werden können. Diese beiden gemeinschaftlichen 
sphärischen Perpendikel sind receiproke Polaren. 

Sind P‘%r, Pr die Coordinaten der beiden Hauptkreise, d'2, 6“, die 
Bogenlängen der beiden gemeinsamen Perpendikel, ss, &“ı die Winkel, 
welche je zwei durch 6‘ oder durch 6“, und die beiden Hauptkreise ge- 
legten Hauptkugeln miteinander bilden, dann ergiebt sich: 

sin d'j2 sin ea — sin Ö*, sin ea = Ip%g P*ym — Piz Pat Pia Pur + Pfr P* | Ep 
+ P'4 Pa + Pe Pat P’as Ps ) 039 
c08 d‘j2 ©08 22 — 608 Ö*r2 608 & — Dp‘g Pr — Piz P*i2+ Piz PYıs+ Pia P%ıs | 
+ P’3ı Pa + Pla Pa + pP’ Pas; | 
diese beiden Grössen können als Moment und Comoment!) der beiden 


(92%) 


!) Vergl. hierzu: F. Lindemann: Projectivische Behandlung der Mechanik fester 
Körper. Math. Ann. VII. 56—144. E.d’Ovidio: Studio sullo geometria projettiva. Brioschi 
Ann. (2). VI. 72—101. W. Killing: Die Nicht -Euklidischen Raumformen. Leipzig 1885. 
Heath: On the dynamics of a rigid body in elliptie space. Philosoph. Transact. 1884. 
Cole F.N.: On Rotations in Space of Four Dimensions. Amerie. Journ. of Math. Vol. XII. 
p. 191—210. — Besonders die beiden letzten Arbeiten stehen in naher Beziehung zu den 
obigen und den weiter folgenden Betrachtungen. 
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Hauptkreise bezeichnet werden. Schneiden sich die beiden Hauptkreise, so 
ist da = da — 0, und die zweite Formel ergiebt für den Neigungswinkel 
& derselben: 

GOB.EIS,— WSV Di a ne (927) 

4) Von besonderer Bedeutung für die folgenden Betrachtungen sind 
die sphärischen Linien- (Hauptkreis-) Complexe ersten Grades, deren 
wichtigste Eigenschaften kurz entwickelt werden sollen. 

Ein solcher sphärischer Complex entsteht auf die oben angegebene 
Art durch Oentralprojeetion aus einem linearen Complexe des R,. Derselbe 
wird in Pj,- oder 4;.-Coordinaten durch eine der beiden Gleichungen dar- 


gestellt: 
> a;5 Pi, = Cı2 Pız+Cıs Pıat 1a Pıat az Pasta Part as Ps = 0. . . (930) 
oder Ia;7 Im = Rsı Qıa+ a2 Q15+@2s Qiataı2 Os + Cız Qeataıı gs =0O . . (93c)) 


Der polare Complex, dessen Hauptkreise die reciproken Polaren 
der Hauptkreise des ersteren sind, wird bez. durch die Gleichungen: 


IB a ee oa ae) 
Re ee keya orten are tor eye) 
dargestellt. 


Jedem Punkte des S, entspricht in Bezug auf den Complex eine 
durch den Punkt (und den Gegenpunkt) gehende Hauptkugel, jeder Haupt- 
kugel ein auf ihr liegender Punkt (und dessen Gegenpunkt); das sphärische 


Nullsystem ist durch die Gleichungen charakterisirt (7; = -@;7): 

jı = a3 Ca + Gsa S3 + Az & G—— a2 32 + Cs 3; + Au Zu 

32 = Os {ı + 014 63 + ası &; I = Ayı Zı + 23 33; + a Zu 

Ö > > 93, = 3 93y‘ 
3; = au Stau & + a2 &4 C37) 5; — ayı SG + 2 }r + @34 34 ) 
4 == (32 St 0ıs Ca+aı [ar & = 0 1 Ir a42 32 + 43 53 . 


Durchläuft der Punkt 3, 3, 3» 3, einen Hauptkreis (Pjz), so dreht sich 
die Hauptkugel &, &, &, 5; um die conjugirte Polare (p‘;.), wobei die Be- 
ziehungen stattfinden: 

- Pı2 = Qi. Gh! Pia 
».C—T%. ps 


OR p'io = (4. Ger, Pia 
6‘ . p'ıs =Z(Ap. C— TRELS Pıs 


Sa a 
= 

[2 

I 

I 


0.Ppu = an. Greg Pıs (930) 6. Pıs = Qu a (930), 
a ey oo 6.934 = a1 . O'—I'R. p'z4 
0 .Pon = an. GER. Pas 6.242 = dia ‚CT. Pius 
pi, 4 C—-P%. Das 6.29 = au. OC—T%. Ps 
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wenn zur Abkürzung 


I — (12 Qa34 + dız 4a - 414 @&35)? OO wre an Er (938) 
GES OPT aD (936) 


gesetzt wird. 
Ist T=0, d.h. der sphärische Complex ein speeieller, so ist 
P'2 : Dis : Dia : P'sa : Pa2 : P’a3 = Qu : Aa : az : 12 ! dis : Aa, 
d. h. jedem Hauptkreis ist der Leithauptkreis zugeordnet; der diesem spe- 
ciellen Complexe polar entsprechende hat die reeiproke Polare dieses Leit- 
hauptkreises zur Directrix. 

Die beiden sich polar entsprechenden Complexe (93«) und (938) be- 
stimmen zwei specielle, sich polar entsprechende Complexe, deren Leit- 
hauptkreise die Axen des Complexes und seines polaren Complexes sind, 
Die Coordinaten dieser Axen folgen aus der in A quadratischen Gleichung: 

(&12+2 @34) (@s1+ 4 012) + (@13+2 @u3) (@se+ Acız) + (@1ı+ 2 035) (a3 +Aaı)—=0 (937) 


oder 224 1, ARE KO m a(danr) 
/2 
wor A — 027 039221.079221.0422 1.024221. 0252 10052 2020239) 
ist. Die Wurzeln der quadratischen Gleichung (937) sind reell und reeiprok: 
= AR VS 
In — el — u 0 OR Er (931); 


die hierdurch bestimmten Axen sind also zwei polar-reeiproke Hauptkreise. 
Für 7—=0, d.h. einen speciellen Complex sind die Axen der Leithaupt- 
kreis und seine reciproke Polare. Wenn die Diseriminante 4?—4T = 0 ist, 


so sind die beiden Fälle «) A= 27” und 9) A=—2T' zu unterscheiden. 
Im Falle 9) it ,=--1 und an =az, a3 —@e, Qu—cas, und der 
Complex: 
«2 (Pıa+P3) + aıs (Pit Pa) + a PatPpas) = 0 . . : . (93%) 
oden:Kaıo Er Linse aa — ern (93%), 


wenn die t%; die analog den Klein’schen Coordinaten =; (vgl. $ 1 (2«)) ge- 
bildeten sphärischen Liniencoordinaten bedeuten, fällt mit seinem polaren 
Complexe zusammen; die Axen werden unbestimmt. Die Hauptkreise des 
Complexes (93x‘) enthalten die Erzeugenden des ersten Systems u — 09, 5 =, 
x, = 0 der unendlich fernen imaginären Kugel: rı?+173?+,? = 9. 
Im Falle 8) ist ,=1 und &» = -a, &13 —-@, @u—=-@a; der Complex: 
&ı2 (Pıs— Pa) + &ıs (Pis— Pa) + au Papa) =0 . - - . (934) 


oder es wtars a au 0. 2 20 (A) 
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fällt ebenfalls mit seinem polaren zusammen; die Axen sind gleichfalls un- 
bestimmt. Die Hauptkreise des Complexes (937) enthalten die Erzeugenden 
des zweiten Systems 5 = 0; 1, = 0, 5x —=0 der unendlich fernen imaginären 
Kugel: +1? +5? = 9. 

Dieselben Resultate ergeben sich auch, wenn man die Bedingung 
ausdrückt, dass die conjugirte Polare eines Hauptkreises in Bezug auf einen 
sphärischen Complex ersten Grades C zugleich die reciproke Polare des 
Hauptkreises sein soll. Aus den Bedingungen pP —=0Pm folgt durch ein- 
fache Determinantenentwicklungen die Gleichung: 

oe —-AP- Te +2 ATE—-TER—-ATE+T=0,... (9) 
welche die beiden Doppelwurzeln 7” und —r” und die Wurzeln der qua- 
dratischen Gleichung: 


02-0 EEE ION EN En re 2) 
hat. 
c) Der Doppelwurzel o— 7” entsprechen die drei Gleichungen: 
Pı2 + Paı = 0 
Pıs + Pia = 0 RE Tr (935,) 
Pu + Pas = 0 | 
in Verbindung mit C = 0, oder, wenn 
a2 54 — Ba 
a3 — dp = Piz 


a1 — a3 — Pu 

gesetzt wird, die beiden Gleichungen: 
Fevatum+ mL... 0 
Pie? + Pi? + Pi? = 0, | 
d. h. es resultiren die beiden imaginären, sich selbst conjugirten Haupt- 
kreise, welche dem Complexe und der unendlich fernen imaginären Kugel 
angehören und die Coordinaten haben: 
A, An iu, Bir Ara Füße 1° 

—(B1?+ 2), Bra Ba FißuT" AR, Bir Bra + ip I” A 
— 3 Bra Fi Ba IN, Ar, A Arie" 
Bus Pia ti 1%, Br), Bis Ars Fit DT 
— us Ba Hi IA, Bla Bis Fi Ba TA, Büro? + BN32 
Buß Fi TA, ur Bit ih ID, —(Bh?+ 852) 


1/ 


wo TR=A—2T7% = Her. 2 Re) 


oder | (937), 


oder 


Weitere Beiträge zur Theorie der räumlichen Configurationen. 187 


c‘) In dem speciellen Falle A—= 27 % jst T'=0, ß—0; die Haupt- 
kreise werden unbestimmt, nämlich die Erzeugenden des einen Systems der 
unendlich fernen imaginären Kugel. Solche Complexe sind z. B. die Funda- 
mentalcomplexe ı, =, =, 5 =I, ferner 3 +2, —= 0), 5 + = 0, u #5 =0U.S.W. 


ß) Analog entsprechen der Doppelwurzel 9= —T'” die 3 Gleichungen: 
Pia — Par = 0 | 
Pıs — Piz = 0 N (935°) 
Pa — Pa; = 0 ) 


in Verbindung mit C—=0, oder wenn 
a2 + a3 — Pfı2 
a3 + ae = BÜı3 
a4 + a — Pu 
gesetzt wird, die beiden Gleichungen: 
82 Pıa + Ps Ps + Pu pa = 0 | 
219? + Pıs? + Pıs? = 0 | 
d. h. es resultiren die beiden imaginären, sich selbst conjugirten Haupt- 
kreise, welche dem Complexe und der unendlich fernen imaginären Kugel 
angehören und deren Coordinaten sind: 


(930%) 


: 7 ; Ir 1 ’ u 1/ 
B"132+ "42, —B9 B"3 +i Ba Tr" 4, —B" 9 Ba 7; £ Me F“% 
= . 1/ zen 1 
B"13? 8142, — B“i3 =L N B"4 Tr“ Eu — "2 Ba Fi £ u IT" 


BL 65 ( Um Th, Br Bi —Bihs PB“ + i Bus TA 
oder 93m 
— A A Fi "A, +, — Ps Bra Hi Ba 1748 Gen 
e 2 e) 2 $) 3 te 2 
a — Be + Ü Bis Th, Ba un ae N B“ıa T"A, B42-+B" 132 
en Bes + ri Re Th, jan IE. Bon Th, { My PB 32 
wo rn Ar a a a. ala. (IB 
ist. 
ß) Ist speciell A=—2T% d.h. T“—0,$“.=0, so werden die Haupt- 


kreise unbestimmt, nämlich die Erzeugenden des zweiten Systems der un- 
endlich fernen imaginären Kugel. Solche Complexe sind z. B. die Funda- 
mentaleomplexe,—0, 1,=0, 5, —0, ferner „+5 =I9, K+H=09, tu —=0U.S.W. 

y) Den beiden reellen Wurzeln der quadratischen Gleichung (93») 
entsprechen die beiden zu einander polar-reeiproken Hauptkreise, welche 
aus der Gleichung (937%) als Axen erhalten wurden, da ge= I”? ist. 
Diese beiden Hauptkreise schneiden die unendlich ferne imaginäre Kugel 
Kt in zwei conjugirt imaginären Punktpaaren (haben mit Si zwei con- 
jugirt imaginäre Hauptkugelpaare gemein); das hierdurch auf St» be- 

24* 
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stimmte Polartetraeder besonderer Art hat als beide anderen Gegenkanten- 
paare die in (93x) und (93x2“) angegebenen imaginären, sich selbst conju- 
girten Hauptkreise. 

Die Coordinaten der Eckpunkte (Hauptkugeln) dieses Tetraeders er- 
geben sich leicht aus den Coordinaten der beiden reellen Hauptkreise, die 
das dritte Gegenkantenpaar bilden. Sind die Coordinaten der letzteren: 

Pı2 = Is — Yıa Psı = I = Ya 


Is = 02 —yYs ,„ Pe gs —=Y2 


Pıs = 23 — Yıs Pas — Qıa —= a3 
und wird zur Abkürzung: 
Til Ik t Yim Ykm — ik — Eki 
Yir? + ru + Tim? = Gi 
gesetzt @, AL, m=—1, 2, 3, 4), so sind die Coordinaten der vier Eckpunkte 
(Hauptkugeln) des Tetraeders in den vier Formen darstellbar: 


dr ER + Fat, Est Fat, Eis + Fa? 
oder &i2+ Yızd, 65%, &3 + Yard, at Yari | 
» Est Yu &3stYast, dd EahYsi| 
„ EutYub &atFjal Est Ya, di? | 


. (930) 


In dem besonderen Falle des speciellen Complexes: 7’= 0, hat die 
Gleichung sechsten Grades (934) eine fünffache Wurzel og = 0, welcher alle 
Hauptkreise des Complexes entsprechen, während der sechsten Wurzel og 4 
der zu dem Leithauptkreis des speciellen Complexes polar-reciproke ent- 
spricht. 

Für den besonderen Fall «) A—=27" werden die Hauptkreise un- 
bestimmt, nämlich die Erzeugenden des einen Systems von Six: ebenso 


werden die der Doppelwurzel ,—= —1 (vgl. (93x)) oder = — I" == ent- 


sprechenden Axen unbestimmt, während die Hauptkreise (935% die beiden 
imaginären, sich selbst conjugirten Hauptkreise (93x“) bestimmen. Die Ge- 
sammtheit der reellen Axen bildet also mit den imaginären Erzeugenden 
des einen Systems von X» eine lineare Congruenz, deren Leithauptkreise 
die beiden Hauptkreise (93x“) sind. Die sämmtlichen reellen Axen können 
als im Olifford’schen') Sinne parallele Hauptkreise bezeichnet werden. 


!) Vgl. hierzu F, Klein: Zur Nicht-Euklidischen Geometrie. Math. Ann. 37. S. 544. 
Hier finden sich auch die einschlägigen Abhandlungen Clifford’s eitirt. 


Weitere Beiträge zur Theorie der räumlichen Configurationen. 189 


Für den besonderen Fall %) A=—2T” folgt analog, dass die Ge- 
sammtheit der reellen Axen mit den imaginären Erzeugenden des zweiten 
Systems von Six eine lineare Congruenz bildet, deren Leithauptkreise die 
beiden imaginären, sich selbst conjugirten Hauptkreise (93x‘) sind, und dass 
die sämmtlichen reellen Axen als Clifford’sche Parallelen angesehen 
werden können. 

Das oben auftretende Gebilde, welches aus der Gesammtheit der 
Hauptkreise, welche einen Hauptkreis und dessen reciproke Polare (und 
zwar rechtwinklig) schneiden, besteht, kann als der besondere Fall einer 
linearen Congruenz aufgefasst werden, in welchem eine solche Congruenz 
mit ihrer polaren zusammenfällt. 

5) Jede Fläche zweiten Grades des AR, wird durch einen, durch 
O und die Fläche bestimmten „Kegelraum“ als eine sphärische Fläche 
zweiten Grades auf den $, projieirt. Hierbei sind die beiden Hauptfälle 
zu unterscheiden, ob die zu projieirende Fläche des R, imaginäre oder reelle 
gerade Erzeugungslinien besitzt; im ersten oder zweiten Falle besitzt auch 
die sphärische Fläche imaginäre oder reelle erzeugende Hauptkreise; sie 
besteht im ersten Falle aus zwei getrennten T'heilen. Für die nachfolgenden 
Untersuchungen kommen nur die beiden besonderen Fälle in Betracht, in 
welchen die Projection auf den 5, eine Kleinkugel (und deren Gegenkugel) 
oder eine specielle sphärische „Regelfläche zweiten Grades“ ist. 

Z. B. die Fläche F% ((18«) in $ 7), welche speciell ein zweischaliges 
gleichseitiges Rotationshyperboloid: —a?+y?+2?+1 = 0 ist, projieirt sich auf 
den S, als die durch die beiden Gleichungen: 


— +32 +3 +3, — | 94 
a0 0) 


| 
N 


. 1° = 2 IT 
bestimmte Kleinkugel (nebst Gegenkugel) vom sphärischen Radius /,, 


welche durch den Schnitt der beiden auf der 03,-Axe im Abstande -+)/1 
senkrechten ebenen Räume mit dem S, entstehen. 


Dagegen ist die Projeetion der Fundamentalfläche FÜ) (A79 in $ 7), 
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welche speciell ein einschaliges gleichseitiges Rotationshyperboloid: 
22 +92 —22—-1=0 
ist, auf den S, durch die beiden Gleichungen: 


1 


1 


Ä (947) 
3»t2. 5 = | 


2 
oder durch das System einer dieser beiden Gleichungen und derjenigen des 
S, dargestellt. Diese specielle sphärische Rotations-Regelfläche, deren beide 
Systeme erzeugender Hauptkreise bez. die Projectionen der erzeugenden 
Geraden von F“) sind, enthält zwei kleine, sich polar-reeiprok entsprechen- 
der Kugelkreise (und deren Gegenkreise) vom sphärischen Radius T als 
„Kehlkreise“. 


8 27. 
Uebertragung der Transformationsformeln auf den 
sphärischen Raum S;. 

Aus den Formeln (927) ff. ergiebt sich, dass die früher für den ebenen 
Raum R, aufgestellten 'Transformationsformeln sich ohne Weiteres auf den 
sphärischen Raum 5, übertragen; während aber die geometrische Bedeutung 
der ersteren bei gleichzeitigem Vorzeichenwechsel aller Substitutions-Coeffi- 
cienten ungeändert bleibt, ist die Bedeutung der entsprechenden Formeln 
für den S, in beiden Fällen eine andere, so dass die Zahl der Collineationen 
und Correlationen einer Gruppe von Substitutionen für den S, die doppelte 
derjenigen für den R, ist. Die beiden Collineationen oder Correlationen, 
von denen die eine aus der anderen durch ein gleichzeitiges Umkehren 
aller Vorzeichen der Substitutionscoeffieienten entsteht, sind aber für den S, 
beide zugleich eigentlich (von der Determinante +1) oder zugleich 
uneigentlich (von der Determinante —1), da bei der angegebenen Aen- 
derung das Vorzeichen der Substitutionsdeterminante dasselbe bleibt. 

Die sämmtlichen hier im Betracht kommenden Substitutionen sind 
quaternäre orthogonale, und die Coefficienten @,, und Ar, dieselben 
wie in den Formeln (79%) und (799) des $ 10, da die homogenen Coordinaten 
der Ecken und Flächen der 6 Fundamentaltetraeder 7,..7, (vgl. (79e)) für 
den R, bereits mit den geeigneten Factoren multiplieirt vorausgesetzt wurden, 
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so dass sie bis auf das Vorzeichen die Coordinaten der Eekpunkte und 
Hauptkugeln der 6 sphärischen Fundamentaltetraeder darstellen. 

Es sollen zunächst einige allgemeine Bemerkungen über die Deutung 
derjenigen quaternären orthogonalen Substitutionen vorausgeschickt werden, 
welchen Collineationen entsprechen, nämlich einmal der eigentlichen, 
welchen einfache und Doppel-Drehungen, andererseits der uneigent- 
lichen, welchen einfache oder dreifache Spiegelungen im dreidimensio- 
nalen sphärischen Raume $S, entsprechen.') 


$ 28. 
I) A) Eigentlich orthogonale quaternäre Substitutionen 
(Collineationen). 
a) Einer eigentlich orthogonalen ternären Substitution: 
= ag h=1,2 3) 


wobei Sa? —1, Fa, a7 —0, Ay —ay und A=1l .... 0... (9«a) 
ı ı 


ist, entspricht bekanntlich eine Drehung, durch welche der Kugeloktant 3, 3: 3; 
in die neue Lage 3.‘ 3‘ 3‘ übergeht. Der Drehpunkt ist der Sehnittpunkt 
der die drei Bogen 3. 31‘ 3 3‘ 3; 3‘ normal halbirenden Hauptkreise; 
sind A, «, » die sphärischen Abstände dieses Drehpunktes von den Eck- 
punkten des einen oder des anderen Oktantendreiecks, & die Amplitude der 
Drehung, so sind die sog. Euler-Cayley’schen Coeffieienten 7, m, n durch 
die Relationen bestimmt: 


1 
1=eosAtg ze 

1 a 
m cos utg — € ee ale) 
Nn=covt I 


I) Vgl. für das Folgende: Cole, Heath u. s. w. a. a. O. sowie M. E. Goursat: Sur 
les substitutions orthogonales et les divisions regulieres de l’espace. Annales seientifiques de 
l’ecole normale superieure. T. VI. 1889. Nr. 1. — Goursat hat hier gezeigt, dass jede ortho- 
gonale Substitution mit 4 Variabeln auf ein System zweier linearer, nicht homogener Substitu- 
tionen, welche mit zwei complexen Variabeln vorgenommen werden, zurückgeführt werden 
kann. Diese beiden Substitutionen entsprechen für die eigentlichen allgemeinen Collineationen 
den beiden Drehungen, für die uneigentlichen Collineationen der Drehung und der Spiegelung. 


192 Edmund Hess, 


Diese Coeffieienten sind in den horizontalen Anordnungen: 


1 —n | 


u el er 29a) 
Be | e 


proportional den Coordinaten der Eckpunkte (d.h. den Cosinus der sphärischen 
Abstände dieser Punkte von &,,; 3. 3,) des Dreiecks, dessen Seiten die 
? 
Halbirungshauptkreise der Nebenwinkel 2,2‘ 2,2, Z32,, sind oder auch 
proportional den Coordinaten der Seiten (d. h. den Cosinus der sphärischen 
Abstände der Pole dieser Seiten von 3, 3» 3;) des (Polar-) Dreiecks, dessen 
, 
Eekpunkte die Halbirungspunkte von 3, 3, 3 3; 33 3‘ sind. 
I 8 


6) Bei der analogen Deutung einer eigentlich orthogonalen 
quaternären Substitution: 


4, — 20% 3% Gen alm2a)! 
k 
2a = il, ar, a; = 0, Jelr == As A —1 A en We (96«) 


werden (vgl. $ 26) unter den Coordinaten eines Punktes des S, die Cos. der 
sphärischen Abstände des Punktes von den Eckpunkten 3, 3» 3 3: des 
sphärischen Quadranten -Tetraeders verstanden, welches in die neue Lage 
31° 32° 35° 34‘ übergeht, unter den Coordinaten einer Hauptkugel die Cos. der 
Neigungswinkel derselben gegen die Hauptkugeln Z, Z,, Z, Zı (oder der 
sphärischen Abstände der bezüglichen Pole). Alsdann sind die Coordinaten 
der Halbirungspunkte T; der Bogen 3; 3% zu den nebenstehenden Grössen 
proportional: 


I... AQutl aa dzı Ola 

SE 0 ie, Q»s+t1l Qs di42 | 968 
Sn 05 da3 Azss+1 Qas 265) 
ea Aa4 Ass Qua--1 


Das durch diese vier Punkte bestimmte sphärische Tetraeder hat zu 
Seitenflächen die Hauptkugeln 7;, deren Coordinaten zu folgenden Grössen: 


T, -».. &o a2 —01s 014 

Ts 15.78 012, oo 423 42 | 96 
T; ....03 033 &00 Be ; ( n 
Ta, on Karl, En UAz4 &oo ) 


proportional sind. 

Hierbei ist, wenn ®‘;, ®“z, die ersten Minoren der Determinante 
2(+1) der Coeffieienten in (968) sind und B‘ deren Determinante (die ad- 
jungirte zu 2(+1)) ist, 
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ge oo? ei = % 
Zu mt +2a; ++ (Wi 47%) 
S@o0 Icon 
o'%L. = —o'.; =——- &L = —  —0,; = (;r — AL; Te ee | | 
ik D ki an ik Av ki ik kit (dir 1) + (ar. mm) (969) 
Cu 9 — Dre &ı9 Ay + &ız Aa + Cıı as 
1607 Stan 163@008 
2 1), Mm) —= (2 1))3, 
(+1) Frag daR (90? Ayo) X (2(+1)) 
und umgekehrt: 
= 4 (@o0—#?) (002-9?) 
Se ai) = 


4 
ar — Ari Ze Zn («oo ik 2 % Rn) (966°) 


(@;k ay)+ (dr Ayım) = u («oo A — Hd Ay) 
w— an + Zap? +9. 
Die in den Halbirungspunkten T; normal zu den Bogen 3; 3% stehen- 
den Hauptkugeln 77; schneiden sich im Allgemeinen nicht in einem Punkte 
oder einem Hauptkreise, sondern bilden ein sphärisches Tetraeder mit den 


Eekpunkten ®;. Die Coordinaten von IL und ®; sind zu den nebenstehenden 
Grössen proportional: 


I... au 1 aı Ay Ay Bi... —9 —a —Uyg — gg 
IR... Au—1l Ay ae (96) Pros u og), 23 | (968) 
D;...@3 @3 Ay—l Qy Deus as 04 0 0 | > 
In ...04 Qu Ga Au\ ee. 0: 0 db. 


Denn es ist, wenn ®“;;, ®“;, die ersten Minoren der Determinante 
2(—1) der Coeffieienten in (962) sind und deren Determinante B“ ist (ver- 
gleiche (960): 


89 . A 
Ce EC 0) 
u u —— 8 96 
oz, Im Ta mi u 0 (ar a0) (Ci mm); 967) 
1692 8194 16396 
2 —1| == —_———, BD" — 92a = 2 —| 3, 
ze) ao oo! a) Ano® ez) 


Aus dem Vorstehenden ist die zwiefache Deutung der Euler- 
Cayley’schen Coeffieienten «yo, &ı2, &3, Ks @y4, @y; Enz und $ für die all- 
gemeine (Schrauben-) Bewegung in einem sphärischen Raume S, ersichtlich. 

Durch die beiden sich gleichzeitig ein- und umgeschriebenen Tetra- 
eder (die Eekpunkte &; (®:) sind mit den Hauptkugeln 77 (7;) ineident) ist 
ein sphärisches Nullsystem bestimmt, dessen zugehöriger sphärischer 

5 
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Hauptkreis-Complex (ersten Grades) „der Mitteleomplex“ in pjz- oder qik- 
Coordinaten durch eine der beiden Gleichungen dargestellt ist (vergl. (93«), 
(938) in $ 26): 

az Pi = Cr Pıat+ 613 Pıst as Pıat &yı Pate Pate pa =09 ... (969) 
oder Da; gm Ze &yı Jırt+ 2 ist Aut Cı2 Its Yet 9a = 0, . . . (969) 
während der polare Complex dureh: 

BE Eee Cl) 

oder dureh@>le- ag OR a SE SE Be are See Sr (96 1‘) 
dargestellt wird. 

Die Axen dieses Complexes (vgl. $ 26 unter (937) bis (930)) sind die 
beiden polar-reeiproken Axen (Schraubenaxen) der Doppeldrehung, 
durch welche die Bewegung des sphärischen Systems resultirt. Die Strahlen 
des Complexes sind alle diejenigen Hauptkreise, welche auf den Bogen 3 3% 
in deren Mittelpunkten senkrecht stehen, zugleich auch die Axen solcher 
conjugirten Drehungen, welche sich aus zwei Umwendungen (Drehungen 
von 180°) zusammensetzen. Endlich werden durch die dualistische Trans- 
formation, zufolge deren 3 und 77; oder 7; und 3‘; sich entsprechen, die Axen 
je zweier conjugirten Drehungen einander zugeordnet.') 

Durch die Axen des Mitteleomplexes ist (vgl. $ 26) ein Polartetra- 
eder besonderer Art auf ix bestimmt, dessen beide anderen Gegenkanten- 
paare die sich selbst conjugirten imaginären Hauptkreise (93x) und (93x“) 
sind. Die Coordinaten der Feken und Hauptkugeln dieses Tetraeders sind 
in (930) angegeben; dieselben entsprechen den Wurzeln der biquadratischen 
Gleichung in z (vgl. $9 D: 


Aı—T Aa Az Ars 
Ay An—T (As Ay 


: — (2 0 Wear (050) 
Az, Ag Ass UT Ayı 
Ay dys ds Ay—T 
oiker Feen een), 5» a ehe) 


welche eine reeiproke Gleichung ist und wobei: 


(&o0>— 2) 


dio 


u ES Par 
(96%) sind. 
dioo 


4 21.92 
== 34 =» (a; dx) =» + ”) — | | 


1) Vgl. E. Study a.a. 0. 
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c) Betrachten wir zunächst die besonderen Fälle der Bewegungen, 
welche durch das Auftreten der Doppelwurzeln 1 und —1 charak- 
terisirt sind. 

e) Für die Doppelwurzel „== +1 ist (vgl. (967)) sowohl 
2(-D—0, als 0"; — 0, —0, d.h. 4 —0, also T'—=0 und b=2(a-—]), .... (96u) 
so dass die beiden anderen Wurzeln z;, z, aus der quadratischen Gleichung 

72 —_ (a2 2) le — 0) re ne (960) 
sich ergeben. 

In diesem durch die Bedingung $—=0 charakterisirten Speecialfalle 
schneiden sich die 4 Hauptkugeln 7; in einem Hauptkreise, welcher die 
Rotationsaxe der entsprechenden einfachen Drehung ist. Die Haupt- 
kreiscoordinaten dieser Rotationsaxe ergeben sich als zweite Minoren der 
Determinante 2(—1) oder der Determinante B“ (vgl. (962) und (968)): 


[27 dp Üd23 n 
a 2 | OR ee ei mg) 


d. h. die Rotationsaxe ist der Leithauptkreis des speciellen Complexes, in 


ap (ıs3 0 


welchen der polare Complex (96: übergeht (vgl. (966)); der Leithauptkreis 
des speciellen Complexes, in welchen der Mitteleomplex (96%) selbst über- 
geht, ist die reeiproke Polare: 


2 As As 


I ER re iniidtneziiitagäh 
04 dp O2 


Alle Punkte der Rotationsaxe und die beiden imaginären Schnitt- 


punkte der reciproken Polare mit fix bleiben fest, ebenso alle durch die 
reciproke Polare gehenden Hauptkugeln und die beiden durch die Rotations- 
axe an ix gelegten Berührungshauptkugeln. Die Amplitude &, der Rotation 
ergiebt sich leicht entweder durch Bestimmung des Neigungswinkels zweier 
entsprechenden durch die Rotationsaxe gehenden Hauptkugeln (z. B. der 
durch die Axe und die Punkte X, und X‘, gehenden Hauptkugeln) oder aus 
dem Bogenabstande zweier entsprechenden Punkte der reciproken Polare, 
welche die Pole jener Hauptkugeln sind (z. B. der Durchstossungspunkte 
der reciproken Polare mit den Hauptkugeln A, und 4‘ des Coordinaten- 
tetraeders). Man findet mit Benutzung der Relation 9 — 0: 


nn 
or 
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a) &o00 lys, SER 1 ,- 
8, = — —= >V:a; — zVa 
— \ &o00 — 96 
ao? Ro — 2 Q;% 1 a 26m) 
cs, = — = "—-%u 1 1 
= — —] = — — - 24; —l=-—l. 
a “oo ” tor 2° 2 


DE SE . . 29% 
Ist ©—, die Drehung also n-zählig, so ist «= 200 | 
Iri Iri | . (960) 


27x se 2er 27 Me AE ran 
ud 3 —=cs— +isin——=e", y=ce8— —isin—=e ". 
n n n n 


Bemerkenswerthe specielle Fälle sind: 

«) 1) Bee Ei — 1 (vgl.(962), &o = Au, di; — 0 .. (960) 
Dieser durch die vierfache Wurzel r=1 charakterisirte Fall ent- 

spricht der identischen Transformation 3; =; das Tetraeder T;—7; fällt 

mit dem Coordinatentetraeder zusammen; es bleiben alle Elemente des 


Raumes S, in Ruhe. 


JA), 9 = m a I gs —y—=—1, ao—0I, 2(+1)—=I0, 0; —=0;,—0 | 
SI >> 2 (967) 
3a;—0, > (di AR) —= —l, 04, = 4%, do = Far. 


Dieser dureh das Auftreten der beiden Dopelwurzeln r—1 und 
zt—=—1 charakterisirte Fall ist der einer Umdrehung von 180° oder einer 
Umwendung; die vier Punkte T; liegen auf der reeiproken Polaren der 
Rotationsaxe und gehen bei der Bewegung in ihre Gegenpunkte über. 

3) Für die Doppelwurzel „= n—=—1 ist (vgl. (967)): 
2(+1)=9, 0; =04,—=0, d.h. ao —=0, also P=0 md b—=—2(a+l);..... (96v) 
die beiden anderen Wurzeln ergeben sich aus der quadratischen Gleichung: 

72 — (ga) de Dr Sedo) 

Die vier Halbirungspunkte T; (968) liegen in diesem durch «wo = 0 
charakterisirten Speeialfalle auf einem Hauptkreise, dessen Coordinaten sich 
als zweite Minoren der Determinante 2 (+1) oder der Determinante B‘ 
ergeben: 


a4 (u As 


le a 0 Me aeno) 


Dieser Hauptkreis ist wiederum Leithauptkreis des speciellen Com- 


a2 Us Os 


plexes, in welchen der polare Complex (967) übergeht, während die reeci- 
proke Polare: 


a2 ds &14 


U . A. ca. 


Oz Aa 23 
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der Leithauptkreis des speciellen Complexes ist, in welchen der Mittel- 
complex (969) übergeht. 

Alle Punkte dieses Hauptkreises (960%) gehen in ihre Gegenpunkte 
über, während die Punkte des Hauptkreises (960) eine Drehung um den 
ersteren als hotationsaxe erleiden, deren Amplitude «, sich aus: 


NE, I 1 1 ,— 
in = — —=_V- 3a; = Va 
2 V ao 2 “ 2 | (964) 
292 + I a;7: 1 a { 
cos &ı, — — —_—_ l--_ Be! u 
oo + >20; 2 


ergiebt. Diese Bewegung, welche als besondere Doppeldrehung be- 
zeichnet werden möge, resultirt also aus einer Umwendung um den Haupt- 
kreis (960) und einer Drehung von der Amplitude «, um den Hauptkreis 
(960), wobei die Reihenfolge der beiden componirenden Bewegungen ver- 
tauschbar ist. Ist &, = = die Deckung also »-zählig, so ist: 

z mi Zei 


Er) 


5 


er 
a= —4#sin — und zz, =e 
N 


Bemerkenswerthe specielle Fälle sind: 
3) 1) MI 15 Ad 0, a 1; 0: 2(—1) =(, 0; = @", = Ö | 
96a 
Sa; =, (a; a) — —1, a, — Ay, Av = Day. ) a) 
Dieser durch das Auftreten der beiden Doppelwurzeln = —ı und 
t—= +1 bestimmte Fall ist der bereits unter «) 2) erhaltene einer Umwen- 


dung um den Hauptkreis (960) als Rotationsaxe. 


BA) n=2, a en b=6, HRG —-uyu——lL% —|/ do, &y; — 0) | (96a) 
di = —l, dk —=(): | 
Dieser dureh die vierfache Wurzel = --1 charakterisirte Fall 


ist derjenige der Inversion oder der Spiegelung am Punkte ©: 
3; = 3. Jeder Punkt des Raumes S, geht in seinen Gegenpunkt über; 
für jede Hauptkugel vertauscht sich die Innen- mit der Aussenseite. 

Der allgemeine Fall 3), welcher durch eine Drehung um den Haupt- 
kreis (960) von der Amplitude «, und eine Umwendung um den Hauptkreis 
(960) resultirte, lässt sich daher auch aus einer Drehung um den ersteren 
von der Amplitude & — «0 — 180° und der Inversion zusammensetzen. Die 
Coefficienten der Substitution sind im Falle $%) denjenigen der Substitution 
für den entsprechenden Fall «) (einer einfachen Rotation von der Amplitude 
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3 . ; 2 $ 
—:0) sämmtlich entgegengesetzt gleich. Ist =" und n eine ungerade 
N 


Zahl, so stellen die geraden Potenzen der Substitution S’, welche dem Fall 


. IT r . . . 
ß) einer Drehung um ; nebst Umwendung entspricht, die einfachen 
v 


Drehungen für den Fall «) dar. Im Falle eines geraden » dagegen sind 
die Potenzen der Substitutionen S und S‘, welche den Fällen «) und $) ent- 
sprechen, von einander verschieden. 

Diejenige eine Transformation des ebenen Raumes R, darstellende 
Substitution, aus welcher die eine der beiden Substitutionen e «) und e ß) 
direet, die andere durch gleichzeitigen Vorzeichenwechsel aller Substitutions- 
coeffieienten hervorgeht, bedeutete eine axiale Collineation. Speciell ent- 
spricht der identischen Substitution einmal die identische Transformation 
ce) 1), das andere Mal die Inversion $) 2), und der geschaarten Involution 
entspricht in «) 2) und 3) 1) je eine Umwendung, wobei die beiden sich 
polar-reeiprok entsprechenden Hauptkreise als Axen mit einander vertauschen. 

d) Ein weiterer wichtiger besonderer Fall ist der durch das Auf- 
treten zweier Doppelwurzeln, welche nicht 1 oder —1 sind, der 
biquadratischen Gleichung in 7 (96x‘) charakterisirte.e. Die durch ihn be- 
stimmten Bewegungen im Raume S, entsprechen den geschaarten Involu- 
tionen und Collineationen mit imaginärem Axenpaar im Raume R.. 


Setzt man zur Auflösung der reciproken biquadratischen Gleichung 
n. 1 
(96x): ee ee 


so erhält man die beiden quadratischen Gleichungen: 
T?—art'+ (b—2) = 0 
re (060) 
T=— Tr+1l=0 | 
Das Verschwinden der Diseriminante der ersteren dieser Gleichungen: 


D) 


7 I+2=0 oder > 


2 
drückt die Bedingung aus, dass die biquadratische Gleichung zwei (zu ein- 


pa Be. EN aaa 


ander reciproke) Doppelwurzeln hat. 
Aus den Gleichungen (964) folgt mit Berücksichtigung der Relation 
(I6d):. 16@00? „ES E 


(96 e) 
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und hieraus 7% — — .. («-5) RE NN TEN 
Ferner folgt (vgl. (96%): 

FRE Las) [ur ee 
Somit besteht die Relation: 

A—=+2T% oder =AT,....: 2 De a 1) 


welche (vgl. $ 26 unter 9 «) und %%)) ausdrukt dass die beiden Axen des 
Mittel-Complexes unbestimmt werden. Die Gesammtheit der reellen 
Schraubenaxen bildet also mit den imaginären Erzeugenden des einen Systems 
von tx eine lineare Congruenz, deren Leithauptkreise die beiden imaginären, 
sich selbst conjugirten Hauptkreise (93x) bez. (93x) sind. Das durch die 
Axen des Mitteleomplexes auf Six bestimmte Polartetraeder besonderer Art 
ist also in diesem Falle unbestimmt. 

c) In dem besonderen, einer geschaarten Involution mit imaginärem 
Axenpaar im Raume A, entsprechenden Falle für den Raum $S, sind die 
beiden Doppelwurzeln x gleich © und —i entsprechend den Werthen: 

deNverN oe me od 
die Bewegung in S, ist eine vierzählige. 

3) Wenn die geschaarte Collineation mit imaginärem Axenpaar im 
Raume R, eine »-zählige ist, dann ist die entsprechende Bewegung im 
Raume S;, falls » eine gerade Zahl ist, eine 2»-zählige, und zwar ist: 


T' = 2cos- 7,0 40087, DE 2 (1 2 =); re (or) 
n n 


\ 
ist dagegen » eine ungerade Zahl, so resultirt sowohl eine »-zählige als 
eine 2»-zählige derartige Bewegung im Raume S;; die geraden Potenzen 
der Substitution S‘, welche die letztere darstellt, bedeuten dann wieder die 
n-zähligen Bewegungen. 

In Betreff der verschiedenen Arten der Zusammensetzung einer 
solehen Bewegung sind die nachfolgenden, unter e) am Ende aufgeführten 
Beziehungen zu vergleichen. 

e) Der allgemeine Fall einer eigentlich orthogonalen quaternären 
Substitution, welcher eine allgemeine (Schrauben-) Bewegung in dem Raume 
S, bedingt, entspricht einer allgemeinen eigentlichen Collineation in dem 


3 


Raume A,. Aus den unter 2) aufgestellten Formeln ergeben sich die beiden, 
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sich gleichzeitig ein- und umgeschriebenen Tetraeder mit den Eckpunkten 
2, ®; und den Hauptkugeln 7;, I7;, daraus das zugehörige sphärische Null- 
system, der Mittel-Complex, dessen Axen (die Schraubenaxen der Bewegung), 
sowie das festbleibende Polartetraeder auf tx, dessen Eekpunkte und 
Hauptkugeln den Wurzeln der biquadratischen Gleichung in 7 (96x) ent- 
sprechen. Aus einer »-zähligen Üollineation des R, resultirt eine 2»-zäh- 
lige Doppeldrehung des Raumes S,, deren Zähligkeit sich direkt aus dem 
Grade der Einheitswurzeln der biquadratischen Gleichung in z erkennen 
lässt. Wenn die Schraubenaxen der Bewegung bestimmt sind, so ergeben 
sich die Amplituden der beiden componirenden Drehungen einfach dadurch, 
dass man den cosinus des Bogens ausdrückt, welchen je ein Punkt einer 
solchen Axe in Folge der Transformation beschreibt. Für die Axen und 
Amplituden irgend zweier conjugirten Drehungen, speciell zweier Umwen- 
dungen, gilt die der Rodrigues’schen Beziehung für den Raum AR, analoge, 
dass das Produkt der Sinusse der halben Amplituden der Rotationen um 
zwei conjugirte Axen, des Sinus des kürzesten (sphärischen) Abstandes 
dieser Axen und des Sinus ihrer Neigung gleich dem Produkt der Sinusse 
der halben Amplituden der Rotationen um die Schraubenaxen ist. 

Zu der Erkenntniss der Beschaffenheit einer solehen Doppeldrehung, 
zumal zu der Bestimmung der conjugirten Axen kann auch mit vielem 
Vortheil die Darstellung in Hauptkreis-Coordinaten benutzt werden, wie 
denn entsprechend bereits früher bei den Transformationsformeln für den 
kaum 2, die Wurzeln der Gleichung 6ten Grades in o berücksichtigt worden 
sind. Die wichtigsten der hierher gehörigen Beziehungen mögen noch im 
Folgenden aufgeführt werden. 

Ein Hauptkreis 9 geht durch die Transformation in den Hauptkreis 
g' über, wobei zwischen den Plücker’schen Hauptkreis-Coordinaten P;; und 
Pr; die Relationen bestehen 


= ‘ ie .’ O 

6 du; —= 2 (Gi Ai.) Pii, + P3 (ii, Api,) pi, De 1 Be (96m) 
% 1,%2 

6° DE = > (a; q;,k) Pi, + 22 (Mi 4;,k) p%, R In. (960) 
ü ine 


Hierin bedeuten (@;; @;;,) u. s. w. die zweiten Minoren der Deter- 
minante 4, i, und z, von einander verschiedene Zahlen der Reihe 1, 2, 3, 4 
ausser i, welche eyelisch mit Ausschluss von i aufeinander folgen. 
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Die Bedingung, dass ein Hauptkreis bei der Bewegung festbleibt, 
ergiebt die Gleichung 6ten Grades in o: 

(au a2)—0 (Aıı a3) (Au As) (dıs Ass) (Aıs A22) (dı2 Ass) 
(aıı 32) (aıı As3)—6 (Ar As) (dis Ası) (A14 As2) (dı2 Ass) 
(aı Aa) (ar A435) (ar A4)—6 (Aıs As) (a1 Ay) (dı2 Ass) 
(ası d42) (azı a4) (Azı a4) (Ay: A4)— 0 (As4 [0709] (A32 A4s) 
(as A2) (As Q23) (as As) (Ass a2) (Ar Ae)—0O (Asa (as) 
(@2ı A32) (Azı A353) (A2ı As) (Ass Az) (A294 As2) (22 A33))—6 

Für den Fall einer eigentlich orthogonalen Substitution 4—1 ist 

(@;,k, G;,%,) = (Gisk, Q;,k,)» De er (969) 


und die Determinante © der zweiten Minoren von 4, welche abgekürzt 


EZ ee (9672) 


durch «;, b;, ec; ... bezeichnet werden mögen, wird 


I Se (960) 


0; de C% ba 6; 
die Elemente der adjungirten Determinante ©' werden gleich den entsprechen- 
den Elementen von ©. Daraus folgt, dass die Gleichung (96n) eine reci- 
proke Gleichung 6ten Grades wird: 
—2(a+b,+6)065+ 29. H— 9.8 +°9.—2(n+b,+6)0o+1l=0,... (96r) 
worin &9,, &9; die Summen der partialen Determinanten 2ten und 3ten Grades 
der Diagonalelemente von © bedeuten. 

Führt man statt der Hauptkreiscoordinaten P;, die den Klein’schen 
Liniencoordinaten x; ($ 1, (2«)) analogen t; ein, so bleiben die Wurzeln o 
wesentlich, d. h. bis auf einen gemeinsamen Factor, dieselben, wie sich ein- 
fach ergiebt, wenn man in der Determinante (96») die erste und vierte, zweite 
und fünfte, dritte und sechste Reihe additiv und subtractiv miteinander ver- 
bindet, wodurch die Determinante in folgendes Produkt zweier Determinanten 
öten Grades zerfällt: 


(u +a)—6 b+b, a+c (a —a)—0 bb, G—£; 
%+a, (b+b)—0 94%) x<| ma (b—b,)—06 9—G;|—=0.. . (965) 
Az+Qa bds+b; (C5+C,)—0 As—Ag ba—d, (Cs—C,)—6 
entsprechend den Substitutionen: 
on —=ata)ıu tb rb)i tete) = (m —a,) + lb — br) urle—CH) Ko 


6L3' — (+ 4;) tı +(b2+4;) tas+(C+6;)T5( (96) und ory' = (Ü—a;) + (b;—b;) Yu + (9 —C;) Xa[ (968). 
6% — (a3 445) dı + (b>+be) + (C>+ 65) = GL — (Q3>—4;) tat (bs bi) Lat (a —C5) 2) 


Nova Acta LXXV. Nr.1. 26 
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Die hier in Betracht kommenden Werthe für die Wurzeln der 
Gleichung (96») in co sind in $ 9 unter I A) für die eigentlichen Collinea- 
tionen des Raumes AR, angegeben worden. Dabei sind die Werthe für o, 
welche zwei Substitutionen S* und S”+* entsprechen, dieselben; diese beiden 
Substitutionen unterscheiden sich in 3-Coordinaten durch gleichzeitigen Vor- 
zeichenwechsel der Coeffieienten und der zugehörigen Wurzelwerthe für r. 
Der Doppelwurzel o=1 entsprechen im allgemeinen Falle im Raume S, 
die beiden Schraubenaxen der Bewegung, den anderen vier Wurzeln o die 
beiden imaginären, der Six 'angehörigen Hauptkreispaare des festbleibenden 
Polartetraeders. 

Zu jedem Hauptkreis g, welcher durch die Bewegung in g‘ übergeht, 
gehört ein Mittelhauptkreis g“”, d.h. der geometrische Ort der Mittelpunkte 
Aw, 3” ,.... aller Sehnen WU, 8% .... und ferner ein Hauptkreis g®), 
welcher der Schnitthauptkreis aller in 1, 8” ... auf den Sehnen senk- 
recht stehenden Hauptkugeln ist.') 


Die Hauptkreiscoordinaten p‘) von g”” folgen aus: 


pik = =) tz an nn 0 
1 102 
und umgekehrt: 
Pin = 2 (di dur) bi, +2 (a) > 3: (6w) 
1 172 
wobei (a; @;;) ... die zweiten Minoren der Determinante 2(+1) (vgl. (960)) 


bedeuten; ebenso folgen die Hauptkreiscoordinaten p%) von g”) aus: 


bye ER a u x u, ulz m ö 
Dir ad n@ mi,) Di +2 (ar, @ mis) Piiz: rn (96) 
iı dla 


und umgekehrt 


SINE, ı, (v) x u, u, v) Ay) 
Pr = 2 (a im) Pi +2 (a; im) Pike’ a 
i, inia 5 


wobei (a; ai)... die zweiten Minoren der Determinante 2(—1) (vgl. (96n) 
bedeuten. 

Ein Hauptkreis 9 und der entsprechende 4"), ebenso g®) und g‘ sind 
die Axen zweier conjugirten Drehungen; die Bedingung, dass diese beiden 
Axen reciproke Polaren sind, ergiebt die Schraubenaxen. Ein Hauptkreis 
g”” und der ihm entsprechende y®) sind conjugirte Polaren in Bezug auf den 


1) Vgl. A. Schoenflies: Geometrie der Bewegung. Leipzig 1886, Drittes Capitel. 


Weitere Beiträge zur Theorie der räumlichen Configurationen, 203 


Mitteleomplex, während die Strahlen desselben durch die Gesammtheit der 
in den Punkten X”, 8” .... auf den Sehnen AW, 8%‘, .... senkrecht 
stehenden Hauptkreise gebildet werden; diese letzteren sind auch die Axen 
soleher eonjugirten Drehungen, welche sich aus zwei Umwendungen zu- 
sammensetzen. Die analytische Darstellung dieser Beziehungen ist mit Be- 
nutzung der vorstehenden Formeln leicht auszuführen und gestaltet sich 
sehr einfach, wenn man als Hauptkreis 9 eine Kante des Coordinatentetra- 
eders wählt. Bei der Composition zweier Drehungen ist die Multiplieation 
der beiden Substitutionsdeterminanten nach bekannten Regeln auszuführen, 
indem man die Zeilen (Colonnen) des ersten Factors mit den Colonnen 
(Zeilen) des zweiten Factors multiplieirt und die erhaltenen Werthe in der 
Substitutionsdeterminante des Produkts nach Zeilen (Colonnen) anordnet. 


un 


29. 
I B) Uneigentlich orthogonale quaternäre Substitutionen. 
Für eine solche Substitution: 
ji =: Undk ak nm 2a): 
5 k 
wobei 


Saal: = a, a,—=I, Ar = —4, (Gr U) (ik, a), AI: 970) 
ist, ergeben sich folgende charakteristische Beziehungen und Unterschiede 
gegenüber einer eigentlich orthogonalen quaternären Substitution: 

Die in r biquadratische Gleichung (vgl. (96x%)): 


AT Ara Ay As 
Ay Aut Ay Ay 


Az; Ay AT Ay 2. em 

Ayı dp Ag Ay—T 
nimmt, da Dr IS OR N 97) 
wird (wegen (4, %%) = — (Cr, %,%,)) die einfache Form an: 

ZA Se le VO N (970) 
wobei O2 RR een (2te) 
ist. 
Diese Gleichung hat stets die Wurzeln „=1,,—=—l, d.h. die 


Determinanten 2(+1) (vgl. (966)) und 2(—1) (vgl. (967)) sind Null, was geo- 
metrisch bedeutet, dass die Halbirungspunkte T; der Bogen 3: 3% auf einer 


26* 
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Hauptkugel B, liegen und dass die in T; normal zu den Bogen 3; 3‘; stehen- 
den Hauptkugeln 77; sich in einem Punkte 8, schneiden. 

Der Wurzel z,=1 entspricht der reelle fest bleibende Punkt 3, 
der Wurzel „—=—1 ein reeller Punkt ®,, der Pol der Hauptkugel B,, 
welcher durch die Transformation in seinen Gegenpunkt übergeht. 

Die beiden anderen Wurzeln der Gleichung (976) sind diejenigen der 


quadratischen Gleichung: 


EEE; aD ER ee IH) 
dieselben sind für reelle «;; und für 
Baal Be (07) 


conjugirt imaginär: 
(979) 


und denselben entsprechen zwei festbleibende imaginäre Punkte 8;, 8,, 
welche der St» angehören. Die beiden reciprok-polaren Hauptkreise 
BB B|(B,B,|) und |8, 8,| (| B, B,|), sowie die dieselben schneidenden 
Hauptkreise bleiben fest. 

Ertheilt man sämmtlichen Coefficienten «7; das entgegengesetzte 


Zeichen, so vertauschen sich die beiden Punkte (Ebenen) 8, und 8, (B, und 
B,), während die imaginären Punkte 8,, 8, auf ix dieselben bleiben. 

a) In dem speciellen Falle |a|—=2 wird 

eo) fra, sy eg =,y=1,n=-—1; der dreifachen Wurzel =1 
entspricht die festbleibende Hauptkugel B,, der Wurzel = —1 der in seinen 
Gegenpunkt übergehende Pol 8,.. Dieser Fall charakterisirt die einfache 
Spiegelung an der Hauptkugel B,; jeder Punkt des S, geht in den zur 
Hauptkugel 5, symmetrisch liegenden Punkt über. 

Die Determinante der Coeffieienten einer solehen Substitution, welcher 
eine einfache Spiegelung an der Hauptkugel: 

Statt 

entspricht, erhält die Form: 


—S a ee a —24& a6 
(ae — S1 & 26° r63° +6? —26 5 —6&0 

—25U 8 —bG ee ae 

—2{ & —2& 6; —25 6; 2462 64: 
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%) Für a=—2, welcher Fall aus «) durch Umkehrung aller Vor- 
zeichen der a;, hervorgeht, wird „=, =,=—1,n=1. Der Wurzel ——=1 
entspricht der festbleibende Punkt ®,, der dreifachen Wurzel = —ı die 


Polarhauptkugel B, (deren Innen- und Aussenseite sich vertauschen). Dieser 
Fall charakterisirt diejenige besondere dreifache Spiegelung oder 
Drehspiegelung, welche sich aus einer einfachen Spiegelung an 
B, und der Inversion (vgl. $ 28 IA) ce) 3) 2)) zusammensetzt. Eine solche 
Inversionsspiegelung, wie sie kurz bezeichnet werden möge, resultirt 
auch durch eine dreifache Spiegelung an irgend drei durch 8, gehenden, 
zu einander senkrechten Hauptkugeln oder durch eine Umwendung um 
irgend einen durch 8, gehenden (zu B, normalen) Hauptkreis und eine ein- 
fache Spiegelung an der zu diesem Hauptkreis senkrechten, durch 8, 
gehenden Hauptkugel. 

b) Der allgemeine Fall ist derjenige einer dreifachen Spiegelung 
oder Drehspiegelung. Derselbe resultirt durch eine Drehung um die 
Axe 8, 8, von der Amplitude &,, wobei 


a ar 
GOBBEOE E50 PER EI Be ee ee Er 3/76) 


ist und eine Spiegelung an der Hauptkugel B, (wobei die Reihenfolge 
der beiden Operationen vertauschbar ist), oder durch eine dreifache 
Spiegelung, nämlich an zwei durch 8, 8, gehenden Hauptkugeln, welche 


um > gegeneinander geneigt sind und an der Hauptkugel B,. Das fest- 


bleibende Haupttetraeder hat also zwei reelle Eckpunkte ®,, 8, und zwei 
conjugirt imaginäre B,, 8. Wird allen Coeffieienten “7; der Substitution 
das entgegengesetzte Zeichen ertheilt, so vertauschen sich 8, und 8, und 
an Stelle von B, tritt die Hauptkugel 2.. 
Für die hier m Betracht kommenden dreifachen Spiegelungen ist 
_ aha 


ee (070) 


und zwar ist speciell: 
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= | a 
e E | für n — | Al 
Bi is 2 3 für n = 5 
y=—i | Zmi k—1 
i fürn) 5 =e’ odern—=10 
EA Bee _ mi ——2 
T, —=a Me) u=e 
Tu = 02 er — 
i een ae er - 
= Kira 16 | ? | frn=5 
T,;, = —4 Bil | Am k=2 
y=—o: | n=b" oder n—=10 
a= V P} | am a 
. I —— 2 9 
ee für Ban (974) 
zy = Fi | a— a Z=i0012,9 
ge 5 Ani für N = 10 
| en. 5 Ve 
B=-j | für n = 8 Ve ae 1 = 
1 Bi 2 
zu = # | | Tı =. 9 
| V5—1 
re 
ri für n — 10 
Tz = —e ” k =}: 
| _ mi 
Te 2 
hi 


Diejenige eine Transformation des ebenen Raumes R, darstellende 
Substitution, aus welcher die eine dieser beiden Substitutionen direkt, die 
andere durch gleichzeitigen Vorzeichenwechsel aller Substitutionseoeffieienten 
hervorgeht, bedeutete eine uneigentliche Collineation. Speciell entspricht 
der eentrischen Involution einmal die einfache Spiegelung a) «), das 
andere Mal die Inversionsspiegelung a) ?). 

Man bemerkt auch sofort die Analogie und andererseits die Ver- 
schiedenheit, welche zwischen den quaternären und den ternären un- 
eigentlichen Substitutionen stattfindet. Die letzteren bedeuten ebenfalls ein- 
fache oder dreifache (Dreh-) Spiegelungen an Ebenen durch einen Punkt, 
wobei die letzteren durch Drehung um eine Axe verbunden mit einer Spie- 
gelung an der zu der Axe senkrechten Ebene erhalten werden können; 
bei den ternären uneigentlichen Substitutionen ist aber der aus dem Falle 


einer einfachen Spiegelung durch gleichzeitigen Vorzeichenwechsel aller 
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Substitutionscoeffieienten hervorgehende Fall derjenige der Inversion oder 
Spiegelung an einem Punkte (vgl. $ 24 nach (912)). 

Die Beschaffenheit einer ein- oder dreifachen Spiegelung im Raume 
S,, die Bestimmung der charakteristischen Axen, Punkte, Hauptkugeln lässt 
sich auch analytisch durch Benutzung der Darstellung in Hauptkreiscoordi- 
naten erhalten (vgl. die Formeln (96m) u. folg.). Die Gleichung 6ten Grades 


in 6 (96n) wird wegen (@;,x %%) = — (Ur, Gr): 
a—6 b\ [N ay by C 
dy b,—6 (6) Q- b; 65 
ds bz, (a —6 Ag Un “|_o (979) 
—u — u —. —m—0 bh °—C EUER TE 
— Ab, — A —by—6 —6, 
—A ba 4 —d, ——6 


oder da 29, =0, 29%, —=0 sind, 
06 +39,.04—- 39,0 1=0, Be. (979°) 

welche stets die Wurzeln o—1, —1 hat. Die übrigen vier hier in Betracht 
kommenden Werthe für die Wurzeln o sind bereits in $ 9 unter I A) bei 
den uneigentlichen Collineationen des Raumes R, angegeben worden. Den 
Wurzeln so — 1, —ı1 entsprechen die beiden festbleibenden Hauptkreise ®, B, 
und 8; B.. 

Werden statt der Hauptkreiscoordinaten Pi; die X; eingeführt, so 
bleiben die Wurzeln cs wesentlich dieselben und die Substitutionen (96m) 


gehen in folgende über: 


or = (ma) + (ddr) + (1 —C) Le or, — (a, +4) dı — (bi +br) a — (+64) 55| 
03 — (4,—4;) ty; + (b—b;) ta + (a6) Le | (978) und or, = —-(+a;) 1 — (db +b;) 3; — (+65) 5) (978°) 
65 = (43a) a + (dd) La + (3%) Le 6% = (43446) dı —(d3+d6) is — (634 66) 5]. 

$ 30. 


II) Orthogonale quaternäre Substitutionen, welche 
Correlationen bedeuten. 
Dieselben gehen aus den entsprechenden linearen Transformations- 
formeln zwischen Punkt- und Ebenen-Coordinaten durch den besprochenen 
Uebergang aus dem ebenen Raume AR, in den sphärischen Raum S$; hervor. 


Je eine Collineation = Sa 3: und eine Üorrelation Del 3. oder 


Ta &, von welcher die eine aus der anderen durch Vertauschung von 
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Punkt- mit Ebenen- (Hauptkugel-) Coordinaten entsteht, sollen einander ent- 
sprechend genannt werden. Die Correlationen sind daher ebenfalls in 
eigentliche und uneigentliche zu unterscheiden, je nachdem die Sub- 
stitutionsdeterminante dJ— +1 oder = —1 ist. (In Betreff derjenigen ternären 
orthogonalen Substitutionen, welche Correlationen bedenten, speciell der 
Correlationen der regulären Gruppen, sind die Bemerkungen in $ 25 (For- 
meln (917) folg.), sowie die ceitirte Abhandlung des Verfassers „Ueber die 
Correlationen der regulären Gruppen“ zu vergleichen). 

Die der identischen Transformation 3; = 3% oder &; = 5; entsprechende 


CorrelationeC4 3: oder au Tot a (gan) 
bedeutet die Polarreciprocität in Beziehung auf 
Sr Od eneG; E r r (980) 


d. h. in Beziehung auf die sphärische (imaginäre) Fläche $@, welche 
bereits als unendlich ferne imaginäre Kugel tx bezeichnet wurde ($ 26 2)). 
Zufolge dieser Polarcorrelation entspricht jedem Punkte des S, die zu- 
gehörige Polarhauptkugel, jeder Hauptkugel der zugehörige Pol (bez. Gegen- 
pol), jedem Hauptkreis ein reeiprok-polarer Hauptkreis (vgl. $ 26 1)bis3)). 


Der Inversion oder Spiegelung am Mittelpunkte 0: y=——5; 
oder &%; —--£; entspricht die uneigentliche Correlation: 
Ge — oder an — U ee (055) 


dieselbe soll als inverse Polarreeiproeität in Beziehung auf tx bezeichnet 
werden; denn zufolge ihr entspricht jeder Hauptkugel von S; der Gegen- 
punkt des Punktes, welcher derselben bei der eigentlichen Polarreeiproeität 
(98c) entsprach. Jedem Punkte von S, entspricht zwar in beiden Fällen 
dieselbe Hauptkugel, aber das eine Mal die eine, das andere Mal die ent- 
gegengesetzte Seite derselben; diese Unterscheidung drückt sich z. B. für 
die der S; umgeschriebenen Vielräume (Polytope) in der Vertauschung der 
beiden „parallelen“, an Punkt und Gegenpunkt construirten, berührenden 
ebenen Räume aus. 
Nun lassen sich zwar alle Correlationen des S;: 


1 


= Zap 3 oder 85 = Zap us ee 087 
aus den entsprechenden Üollineationen: 


ii > u: 3, oder &; = 2; ar 
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in Verbindung mit der speciellen Polarcorrelation (98«) (bezw. (98«‘)) her- 
leiten. Jedoch ist es andererseits auch von Interesse und für die Unter- 
suchung der Beschaffenheit dieser Correlationen des sphärischen Raumes 8; 
wichtig, dieselben direkt aus den Correlationen des ebenen Raumes A, mit 
Benutzung der besprochenen Uebertragung zu erhalten. Analytisch ergeben 
sich aus jeder eine Correlation des ebenen Raumes R, darstellenden Sub- 
stitution zwei Substitutionen, von welchen die eine direkt, die andere durch 
gleichzeitigen Vorzeichenwechsel aller Substitutions-Coeffieienten erhalten 
wird; diese beiden Correlationen des S; sind gleichzeitig eigentlich oder un- 
eigentlich. 


Es sollen im Folgenden die wesentlichen, hier in Betracht kommen- 
den Fälle im Anschluss an die in $ 9 unter II A), B) unterschiedenen auf- 
geführt werden, bei denen die Beschaffenheit der Wurzeln der charak- 
teristischen biquadratischen Gleichung in oe oder bei Anwendung der Linien- 
coordinaten diejenige der Wurzeln der Gleichung 6ten Grades in o ent- 
scheidend war. 


$ 31. 
II A) Eigentliche Correlationen des S;. 

Jede eigentliche Correlation lässt sich durch die Wurzelwerthe 
t für die entsprechende Collineation charakterisiren, während die Wurzel- 
werthe o für die letztere bei der entsprechenden Correlation sich so ändern, 
dass drei Werthe für o, und zwar bei reellen Transformationen die den 
Hauptkreiscoordinaten x, £&, X; (oder Xı, X, %;) entsprechenden das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen erhalten. In der That vertauschen sich in den Trans- 
formationsformeln in P%, und Pi. (vergl. (96m) folg.) für A—=1 bei der ent- 
sprechenden Correlation bez. die vierte, fünfte, sechste Zeile der Coefficienten 
mit der ersten, zweiten, dritten, so dass die Substitutionsdeterminante ©‘ 
(vgl. (969)) die Form erhält: 


O' — rs ae Pro 2 N I ea (98): 


vw 
—ı 


Nova Acta LXXV. Nr.]. 
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Die Substitutionsformeln in x; und x; (vgl. (96%) und (96)) werden: 


oa ta)tı tb tb) tat) L | 61 = (m —a,) a —(b, —b;) u — (1 —Cı) es] 
or (m+a;) + tb) tla+6)L (98)  0ry = -(m—a;) B—(b>—b;) y—(G—6;) Kar (98E') 
6%, — (a3 +) tı + (d3+be) 34a + 6) %; | 5 — (a — a) Er —(bz —d;) u — 66) 2, 


woraus erhellt, dass von den Wurzeln der beiden cubischen Gleichungen: 


(a. +ta)—o b+b, ae (—a,)+06 b—b, G—cy 
+4, (b+b,)—6 &+c,|—=0.. (988) %—a, (b>—b-)+6 G—c,|—=0.. (98%) 
Az+a; datbs; (&+e,)—6 A—Ag dd; (i3—C)+6 


die drei ersteren mit denjenigen für die entsprechende Collineation überein- 
stimmen, die drei letzteren den entsprechenden für die Collineation ent- 
gegengesetzt gleich sind. 

Bei der folgenden übersichtlichen Angabe der hier in Betracht 
kommenden Fälle eigentlicher Correlationen wird die Reihenfolge der Wurzel- 
werthe o für die entsprechende eigentliche Collineation immer der Reihen- 
folge x, & La Lu I, & gemäss angenommen. Dem gleichzeitigen Vorzeichen- 
wechsel aller Werthe für o entspricht in allen Fällen die Umkehrung des 
Riehtungssinnes der zugehörigen Hauptkreise. 

1)" Derridentischen Transformation = = 1,7 11,0 81.13.19 
entspricht die Polar-Reeiproeität in Beziehung auf x, o=1,—1l, 1, 
—1l,1,—1, der Inversion = —1, —1,—1,—1 die inverse Polar-Reeci- 
proeität in Bezug auf fix. 

2) Den Umwendungen um einen Hauptkreis (bezw. dessen con- 
jugirte Polare) = 1,1, —1,—1 (bez. = —1, —l, 1,1) und .Bs=1,1, —1, 
—1,—1,—1 entspricht eine eigentliche Polarcorrelation (bez. eine eigent- 
liche inverse Polarcorrelation) in Bezug auf die Projeetion einer reellen 
Regelfläche 2ten Grades mit reellen erzeugenden Geraden auf den S, (vgl. 
8 26 5) und Formel (94y)); die Wurzeln o sind z.B. o=1, —ı, —1, 1, —1, 1. 
Als hierher gehörige Flächen 2ten Grades treten im Folgenden F®.. FW), 
F®, F®) auf, deren Projeetionen auf $, durch 3V..3), 3%, 3 bezeichnet 
werden mögen. 

3) Den vierzähligen Doppeldrehungen, für welche die Gesammt- 
heit der Schraubenaxen eine lineare Congruenz mit imaginärem Axenpaar 
bildet (vgl. $ 28 I) A) unter d) «)): 

TA Vundz.B 0o=ı,1, 1,1 1 
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entspricht eine vierzählige Null-Correlation, deren zugehöriger 
sphärischer Complex mit seinem polaren zusammenfällt (vgl. $ 26 4) «‘)); die 
Wurzeln 6 sind z.B. oc —=1, —1, —1, —1,—1,—1. Als solche Complexe treten 
die 6 Fundamentaleomplexe %; = und 12 der Oomplexe &, +1, = 0 auf. 


4) a) Einer »n-zähligen einfachen Rotation um einen Hauptkreis: 


ni ni 
1 1, 1 e N - e n 
ni 2mi 2rcı arcı 


c=lLle n. er eR,e n 
entspricht, falls n ungerade ist, eine ®”-zählige allgemeine Corre- 
lation, deren Haupttetraeder die unendlich fernen imaginären Schnittpunkte 
der Rotationsaxe und ihrer reciproken Polaren mit x zu Eckpunkten hat. 
Die Werthe für o sind alsdann: 


Irci Ini ni Ini 


5 n 
‚e .e 


die geraden Potenzen der Substitution S’ liefern die n-zähligen einfachen 
Rotationen, während S” die Polarreciproeität in Bezug auf Six bedeutet. 

Der durch gleichzeitigen Vorzeichenwechsel aller Substitutions-Ooeffi- 
cienten aus der einfachen Rotation hervorgehenden 2n-zähligen beson- 
deren Doppeldrehung, welche sich aus einer einfachen 2n-zähligen 
Drehung um die Axe und einer Umwendung um deren reciproke Polare 
zusammensetzt (vgl. A) 1) unter ec) 3): 


2ri Ini 


en 


=—l —l —!", 


entspricht ebenfalls eine 2»-zählige allgemeine Üorrelation mit demselben 
Coordinatentetraeder: die geraden Potenzen dieser Substitution bedeuten 
wiederum die »-zähligen einfachen Rotationen, $” bedeutet die inverse 
Polarreeiproecität in Bezug auf tx. 

4b) Ist dagegen » eine gerade Zahl (für das Folgende kommt nur 
der Fall n= 4 in Betracht), so entspricht 

4b) «) der einfachen »-zähligen Rotation um einen Hauptkreis 
eine n-zählige Axencorrelation der ersten Art (vgl. $ 9 II B) unter 
3)), deren Axen die Rotationsaxe und deren reeiproke Polare sind. Hierbei 
bleiben die Hauptkreise zweier sphärischen Strahlbüschel (B,, 77,) und (®,, IR) 


27* 
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fest, deren Hauptkugeln 77,,/R durch die Rotationsaxe gehen, während die 
mit jenen bez. incidenten Punkte ®, ®, der reciproken Polare angehören. 
Die in sich transformirten sphärischen Flächen 2ten Grades werden auf die 


erste Art in sich transformirt. Die geraden Potenzen von $‘ bedeuten die 


N 


5-zähligen einfachen Drehungen um die Axe, 5’ bedeutet die Umwendung 


um dieselbe. 

4b) 3) Der 2»-zähligen besonderen Doppeldrehung, welche aus 
einer einfachen 2»-zähligen Drehung um die Axe und der Umwendung um 
deren reciproke Polare sich zusammensetzt, entspricht ebenfalls eine n-zählige 
Axencorrelation der ersten Ärt, deren Axen dieselben sind, wie bei 
4b) «); dieselbe kann als inverse der ersteren bezeichnet werden, da einer 
Hauptkugel der Gegenpunkt des Punktes entspricht, welcher ihr bei «) ent- 
sprach, ebenso einem Punkte die andere Seite der Hauptkugel, wie bei «). 

5a) Einer 2»-zähligen Doppeldrehung, deren Schraubenaxen eine 
lineare Congruenz mit imaginärem Axenpaar bildet (vgl. $ 28 A) 1) unter 
d) 9)), entspricht bei ungeradem n, für welches die 2»-zähligen Sub- 
stitutionen die »-zähligen als gerade Potenzen von S enthalten, 


va 


eine 4n-zählige Correlation mit zusammenfallender Kernfläche 
(vgl.$ 9 I A) unter 9): 


= 1, —e 1: —en $) 1, —U 


Die Leithauptkreise der beiden festbleibenden speciellen Complexe sind die 
imaginären Axen der linearen Congruenz für die Schraubenaxen. Die ge- 
raden Potenzen von S’ entsprechen den 2»-zähligen Doppeldrehungen, 5” 
der Inversion, die beiden Potenzen 5” und 5“ der direkten und der in- 
versen Polarreeiproeität in Bezug auf x. 
5b) Ist aber » eine gerade Zahl, so entspricht einer 2»-zähligen 
Doppeldrehung von der vorausgesetzten Beschaffenheit, eine 2»-zählige 
Correlation mit zusammenfallender Kernfläche. Die geraden 
Potenzen von S’ entsprechen hierbei den n-zähligen Doppeldrehungen, deren 
Schraubenaxen eine lineare Congruenz mit demselben Axenpaar bilden. 
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6a) Denjenigen Collineationen des S,, welche allgemeine 2n-zäh- 
lige Doppeldrehungen (Schrauben-Bewegungen) bedeuten und für welche 
die Wurzelwerthe für x bei gleichzeitigem Vorzeichenwechsel ungeändert 
bleiben, während unter den Wurzelwerthen für o je zweimal die Wurzel 
+1, —1 und zwei zusammengehörige Einheitswurzeln auftreten, z. B.: 


h : el ı 2 
NE AT, a Po Pk Pe .0= 1, 1, —i|, t, —!; ni | 

Er RE „, (987) 
n=6...Tr-=e, —a, — ch 0o3..-o—1, 1, 1, —1, 02 
n=10 ..T=e&, —a, —ei, ei..0—=l |, —I, e, —|, 8 


entsprechen 2n-zählige Correlationen mit zusammenfallender 
Kernfläche. Die Wurzelwerthe für 6 werden für die drei in (987) an- 
gegebenen Fälle: 

n=4 ...0=|, —I —|I, —, —lL i | 

ee Zl, il, er EN Er) 

n=10 ..0=1, —l, —l, —e, —l, —e |, 

Die festbleibenden Leithauptkreise der beiden speciellen Complexe 
werden durch eins der beiden imaginären Kantenpaare des Haupttetraeders 
der entsprechenden Collineation gebildet. Die geraden Potenzen der Sub- 
stitution S‘ bedeuten »-zählige Doppeldrehungen, deren Schrauben- 
axen eine lineare Congruenz mit dem imaginärem Axenpaar bilden, S'% be- 


deutet die Inversion, s"® und se (für n>4) bedeuten zwei vierzählige 
Null-Correlationen. 

6b) Dagegen entsprechen denjenigen allgemeinen 2r-zähligen 
Doppeldrehungen, für welche die Wurzelwerthe für 7 bei gleichzeitigem 
Vorzeichenwechsel in solche von doppelter Zähligkeit übergehen, während 
die Wurzelwerthe für 6 zwei Gruppen mit den Werthen o=1 und zwei 
Paaren von zusammengehörigen Einheitswurzeln darstellen, 

6b) «) im Falle eines geraden », z.B. für 


: : 1 1 2 : 
m— 1272. 0d—, — NE 0 — oo 8 el3kr,) 


allgemeine 2»-zählige Correlationen, deren Haupttetraeder dasselbe 
ist, wie für die entsprechenden Doppeldrehungen. Die Wurzeln s werden 
z. B. für 


n=12...0=l1l —l &, —ı 0, i (98) 


und es bedeuten für dieses Beispiel 5‘, S%, 8”, s’1, gs, Su, Ss, 923 24-zäh- 
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lige allgemeine Correlationen, 5“, 8“, 8, Sı 8-zählige Corre- 
lationen mit zusammenfallender Kernfläche, $”, 5, Ss“, S2 12-zählige 
Doppeldrehungen, deren Schraubenaxenpaar das reelle Kantenpaar des 
Haupttetraeders ist, S“, 5“, 816, 8% 6-zählige Doppeldrehungen, deren 
Sehraubenaxen eine lineare Congruenz mit dem einen imaginären Kanten- 
paar als Axenpaar bilden, S%, S4s 4-zählige derartige Doppeldrehungen 
mit dem anderen imaginären Kantenpaar als Axenpaar der linearen Con- 
gruenz, während S“2 die Inversion bedeutet; 
6b) 3) im Falle eines ungeraden » z. B. für 


MD ee DEE, EHEN, EN ne Shi | 


9892 
m = 50. Sid we 2 We, ee. So, le en, ze E32) 
allgemeine 4n-zählige Correlationen, deren Haupttetraeder mit dem- 


jenigen der Doppeldrehungen übereinstimmt. Die Wurzeln z. B. werden für 


Dede, He \ (9838) 


Del el, ee 0 = | 

Für n—=15 z. B. bedeuten 8‘, 8, 8%, SW, 8", $'5; $%, Su 20-zählige 

allgemeine Correlationen; 8”, Ss; S“, Ss, 8%, Ss; Ss, S'2 bedeuten 

10-zählige Doppeldrehungen, deren Schraubenaxenpaar das reelle 

Kantenpaar des Haupttetraeders ist, während 5” und S"° die direete und 

indireete Polarreeiproeität in Bezug auf Six, $“ die Inversion 
darstellen. 

Der wichtige Unterschied zwischen den beiden Fällen 6a) und 6b) 

für die Collineationen und damit auch für die entsprechenden Correlationen 

lässt sich auch dadurch charakterisiren, dass die Amplituden für die beiden 


. . . T 
componirenden Drehungen um die Schraubenaxen im ersten Falle |» 5 und 


Nn—P . se D D 
Er betragen, also sich zu x ergänzen, im zweiten Falle dagegen 


„? 
21 


IT . . 
und Pr, |; Wo Pu Pr Zahlen bedeuten, welche prim zu 2» sind. 


& 32. 
II B) Uneigentliche Correlationen des S;. 

Jede uneigentliche Correlation des S, lässt sich ebenfalls durch die 

Wurzelwerthe für x (vgl. $ 29 (976) unter I B) der entsprechenden uneigent- 


lichen Collineationen charakterisiren: die Wurzelwerthe für o ändern sich 
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hierbei nur um den gemeinsamen Faktor i, bleiben also im Wesentlichen 
dieselben. In der That: In den Transformationsformeln für die px und Pir 
(vgl. (96m) folg.) für 4=—1 vertauschen sich für die entsprechende Corre- 
lation bezw. die vierte, fünfte, sechste Zeile der Coeffieienten mit der ersten, 
zweiten, dritten, so dass die Substitutionsdeterminante © die Form erhält 
(vgl. (97 »)): 


% bb 9% bb % 
Die Gleichung in 0° erhält die Form: 
00 3,0: 104303 022 EEE Er (98%) 
und diese geht durch die Substitution 0° — io in die entsprechende Gleichung: 
+29. —89%,.0%—1—0 

(vgl. (97»%)) über. 

Durch Einführung der Hauptkreiseoordinaten x; für »;., wodurch die 
Wurzeln o im Wesentlichen ungeändert bleiben, gehen die 'Transformations- 
formeln (96m) in folgende über (vgl. (979): 


or = (ua) a +(bı—b,) tu + lc —C4) Es] or = (m +a,) dt tdi +br) %3+(cı +6) es] 
X — (m—4;) Ya +(by—b;) u+lo@—6;) Te, (982) or, = (+) rıt+(ba+b;) B+(a+6%) 15) (984) 
615 — (a3>—a;) + (d>—b;) +3 — 65) | Gr = (A354) Lit (d3+bs) Lat (3 +65) | 


Die Formeln (972) und (984) stimmen überein, während die Substitutions- 
eoefficienten in (975) und (984°) entgegengesetzt sind. 

Im Folgenden sind die hier in Betracht kommenden Fälle uneigent- 
licher Correlationen angegeben und durch die Wurzelwerthe für z und o 
der entsprechenden uneigentlichen Collineationen gekennzeichnet. 

1) Einer einfachen Spiegelung an einer Hauptkugel (vgl. $ 29 IB) 
unter a) a): = —1,1,1,1,0°=1, —1, 1, —1, 1, —1 entspricht eine uneigent- 
liche Polar-Correlation in Bezug auf die Projeetion einer Fläche 
2ten Grades mit imaginären erzeugenden Geraden auf den S, (vgl. $ 26 5) 
(94«) und (943)), d.h. in Bezug auf eine bestimmte Kleinkugel (nebst Gegen- 
kugel). Einer Inversionsspiegelung (vergleiche $ 29 I B) unter a) 3): 
z=1, —l, —l, —1 entspricht eine inverse uneigentliche Polar- 
Correlation. 
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2) Einer 2»-zähligen allgemeinen dreifachen Spiegelung oder 
Drehspiegelung (vgl. $ 29 IB) unter b) entspricht 

a) im Fallen 2, rel, —1,, —;; 

o=1, —l, ti, —, ti, —i 

eine vierzählige Axencorrelation zweiter Art (vgl.$ 9 II B) unt. 3)), 
deren Axen die beiden reellen Kanten des Haupttetraeders der Dreh- 
spiegelung sind. Den beiden reellen, um einen Quadranten von einander 
abstehenden Punkten 8, 3, der Drehaxe entsprechen zwei reelle Punkte 
G,, &, derselben, welche bez. um einen Achtelskreis von den ersteren, von 
einander um einen Quadranten abstehen, also durch eine Drehung von 45° 
um die reeiproke Polare der Axe resultiren. Diese Punkte &, €, sind die 
Mittelpunkte der bei dieser Correlation festbleibenden sphärischen Strahl- 
büschel; die zugehörigen Hauptkugeln 7), 7, gehen durch die reciproke 
Polare der Axe und resultiren aus den Hauptkugeln B,, B, des Haupt- 
tetraeders durch die Drehung um 45°. Wenn allen Coefficienten «@;, der 
Substitution das entgegengesetzte Zeichen ertheilt wird, so vertauschen sich 
für die Drehspiegelung 8, und 8,, B, und B,; für die entsprechende inverse 
Correlation treten die Gegenpunkte C,, €, und die entgegengesetzten Seiten 
der Hauptkugeln 7, 7, auf. 


b) Im Fallen >2, z. B.: 


n= 3, rT= +1, +1, 4, +a?; BE 1 —l, 0, —Q, a2, — 
2, = x 1 je ; 1 1 
2 ea ran =) ulm 
ae) j Jı j r 

1, Fl, +48, +; 0 = 1, —l, &, —e, &, —e? 


n—-ArT= (98 u) 


| 
HH 
+ 


DE Do 


entspricht der 2»-zähligen allgemeinen Drehspiegelung eine 
2n-zählige allgemeine uneigentliche Correlation. Die beiden 
imaginären Eekpunkte (und Hauptkugeln) des Haupttetraeders sind dieselben, 
wie für die entsprechende Drehspiegelung, dagegen stehen die beiden reellen 
Eckpunkte von denjenigen, welche der Drehspiegelung zugehören, um je 
einen Achtelskreis ab, resultiren also durch eine Drehung von 45° um die 
die beiden imaginären Eckpunkte enthaltende Kante, wodurch auch die 
beiden durch diese Kante hindurchgehenden reellen Hauptkugeln eine 
Drehung von 45° erfahren. Da der Bogenabstand der beiden reellen Eck- 
punkte selbst einen Quadranten beträgt (der beiden reellen Hauptkugeln 


ne ® .. . .. . . . 7 
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selbst auf einander senkrecht stehen), so folgt, dass für n — 2» die reellen 
Eekpunkte (Hauptkugeln) für die Correlation zu derselben Gruppe von 
Punkten gehören, wie diejenigen für die Collineation, für n=2p+1 dagegen 
zu einer anderen Gruppe. So sind für n= 4 (vgl. $ 15 A) und B) 2) die 
beiden reellen Eckpunkte für die Collineation und Correlation je zwei Punkte 
{9 =f® (zwei Hauptkugeln (9 gV), dagegen für n—3 (vgl. $ 21 A) und 
B)) für die Collineation je ein Punkt e und g (je eine Hauptkugel & und 7), 
für die Correlation dagegen zwei Punkte p (zwei Hauptkugeln x). 

Die geraden Potenzen einer eine solche Correlation darstellenden 
Substitution S’ bedeuten die »-zähligen Drehungen um den die beiden ima- 
ginären Punkte enthaltenden Hauptkreis, S” bedeutet bei geradem n die 
Umwendung um diesen Hauptkreis, bei ungeradem » dagegen eine uneigent- 
liche Polar-Correlation (vgl. 1) dieses $) oder, falls die Vorzeichen aller 
Coeffiecienten @;; umgekehrt werden, die inverse uneigentliche Polar- 
Correlation. Im Übrigen ist die durch den gleichzeitigen Vorzeichen- 
wechsel aller Coeffieienten «7; oder der Wurzelwerthe für cs bestimmte 
2n-zählige allgemeine uneigentliche Correlation, abgesehen von dem Auf- 
treten der Gegenpunkte und der entgegengesetzten Seiten der Hauptkugeln, 
von derselben Beschaffenheit, wie die erste. 


8 33. 
Anwendungen auf regelmässige Gebilde des vierdimensionalen 
Raumes. 


Aus den in den letzten Paragraphen gewonnenen Aufstellungen lassen 
sich nunmehr unmittelbar die sämmtlichen Bewegungen, Spiegelungen und 
dualistischen Umformungen entnehmen, durch welche die bereits in $ 24 
erwähnten regelmässigen, linear begrenzten Gebilde des vierdimensionalen 
Raumes R, in sich übergehen. 

Die regelmässigen (und auch die zum Theil regelmässigen), linear 
begrenzten Gebilde des vierdimensionalen Raumes R,, die sog. regulären 
(und die theilweise regulären) Polytope sind bestimmten sphärischen „Zeil- 
geweben“'), welche den sphärischen Raum S, ausfüllen und durch die 


1) Vgl. E. Hess: Ueber die regulären Polytope höherer Art. Marb. Ber. 1885. S. 31—57, 


Nova Acta LXXV, Nr.l. 
98 
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Symmetrieräume jener Gebilde entstehen, ein- oder umgeschrieben. Diese 
sphärischen Zellgewebe entstehen durch Centralprojeetion aus bestimmten 
vollständigen Figuren des dreidimensionalen ebenen Raumes R, (vgl. $ 26), 
analog wie die sphärischen Netze, welchen die regelmässigen (und die halb- 
regelmässigen) Polyeder ein- oder umgeschrieben sind, durch Central- 
projection gewisser vollständiger ebener Figuren auf die Kugelfläche er- 
halten werden können (vgl. $ 25). 

Den Bewegungen, Spiegelungen und dualistischen Umformungen, 
durch welche ein solches sphärisches Zellgewebe in sich übergeführt wird, 
entsprechen in einfacher Weise die Collineationen und die Correlationen für‘ 
die jenen ein- und umgeschriebenen Polytope. Denn da durch Verbindung 
des Mittelpunktes O des S, mit den Punkten, Hauptkreisen und Hauptkreis- 
bogen, Hauptkugeln und Flächentheilen derselben, sphärischen Flächen 
ten Grades, bez. Gerade, Ebenen und Ebenentheile, Euklid’sche Räume 
(„Lineoide“ nach Cole!) und deren Theile, Kegelräume 2ten Grades des R, 
entstehen, so können — auch analytisch — alle den Punkt 0 enthaltenden 
Gebilde des Raumes R, durch die entsprechenden des sphärischen Raumes 
S, dargestellt werden. Insbesondere entsprechen zweien sich nicht schnei- 
denden (nicht derselben Hauptkugel angehörigen) Hauptkreisen des S, zwei 
sich nicht in einer Geraden schneidende (nicht demselben Euklid’schen 
Raume angehörige) Ebenen des A, einem Hauptkreis und dessen reciproker 
Polare entsprechen zwei „absolut zu einander senkrechte“ Ebenen (nach 
Cole’s Bezeichnung), welche sich in Beziehung auf den imaginären Kegel- 
raum oder „Null-S,-Raum“ Xx, der der imaginären Fläche X entspricht, 
als eonjugirte Polar-Ebenen zugeordnet sind. Auf diesem Null-S,-Raum 
lassen sich zwei Schaaren imaginärer erzeugender Ebenen unterscheiden, 
ebenso wie den reellen sphärischen Flächen 2ten Grades mit zwei Schaaren 
reeller erzeugender Hauptkreise im R, Kegelräume 2ten Grades mit zwei 
Schaaren reeller erzeugender Ebenen entsprechen. Einem sphärischen Haupt- 
kreis-Complexe ersten Grades (vgl. $ 26 unter $)) entspricht im R, ein linearer 
„Ebenen-Complex“, wobei die oben besprochenen Beziehungen und beson- 
deren Fälle des ersteren sich ohne Weiteres auf den letzteren übertragen 


lassen. 


1) A. a. 0. 
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Hieraus ergiebt sich, dass einer einfachen Drehung um einen 
Hauptkreis, einer Doppel-Drehung um zwei sich nieht schneidende Haupt- 
kreise im S, bez. eine einfache Drehung um eine Ebene, eine Doppel- 
Drehung um zwei sich nicht schneidende (d. h. nur den Punkt O gemein 
habende) Ebenen im R, entspricht; insbesondere entspricht der Schrauben- 
bewegung um zwei polar-reeiproke Hauptkreise im AR, eine Doppel- 
(Schrauben-) Drehung um zwei absolut zu einander senkrechte Ebenen. 
Auch der besondere Fall, in welchem die Gesammtheit der sphärischen 
Schraubenaxen eine lineare Congruenz bildet, deren Leithauptkreise zwei 
imaginäre, sich selbst conjugirte, Hauptkreise der ti» sind (vgl. $ 28 IA) 
unter d)) überträgt sich in leicht erkennbarer Weise auf den Raum R,. Die 
Zähligkeit der Drehungen ist hierbei immer für R, dieselbe, wie für S;. 
Einer Spiegelung an einer Hauptkugel im S, entspricht eine Spiege- 
lung an dem zugehörigen Euklid’schen Raume im A, u. s. £. 

Im Folgenden sollen nunmehr diese Beziehungen für die drei hier 
zunächst in Betracht kommenden und bereits in $ 24 erwähnten regulären 
Polytope, das Sechszehn-Zell, das Acht-Zell und das Vierundzwanzig-Zell 
mit Benutzung der zugehörigen sphärischen Zellgewebe genauer angegeben 
werden. 


8 34. 
Sphärische Zellgewebe des regulären Sechszehnzells und des 
regulären Achtzells. Conjugirte Zellgewebe. 


1) Wenn die vollständige Figur eines ebenflächigen Tetraeders, als 
welches das Fundamentaltetraeder 7, gewählt werde, durch Centralprojection 
auf einen concentrischen sphärischen Raum S, vom Radius =1 übertragen 
wird (vgl. $ 24), so wird durch die vier den Grenzflächen &,..e, von 7, ent- 
sprechenden Hauptkugeln «, ..«, der Raum $, in 16 sphärische Tetraeder 
getheilt, welche einander bezw. als Gegen-, Neben-, Scheitel-Teetraeder zu- 
geordnet sind. Sind die vier Hauptkugeln speciell zu einander senkrecht 
— was durch geeignete Wahl des Projectionscentrums oder durch collineare 
Umformung der Figur immer erreicht werden kann —, so entsteht ein 
durch 16 congruente reguläre sphärische Tetraeder, deren Seitenflächen 


25* 
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Kugeloktanten sind, gebildetes reguläres sphärisches Zellgewebe, welches 


als @, bezeichnet werden soll. 

Dies Gewebe @, hat 8 Eckpunkte, nämlich 4 Punkte a,..a, und 
deren Gegenpunkte a‘ .. a‘, welche die Projeetionen der Eckpunkte &..e, 
von 7, sind, 4.6— ei = — 24 sphärische Kanten gleich einem Kreis- 


quadranten, welche den 6 Hauptkreisen e, den Projeetionen der Kanten e 


Srlo ae >, 


von 7, angehören und zu je zwei reeiproke Polaren sind, 4.8 — 


sphärische Grenzflächen gleich einem Kugeloktanten, welche den 4 Haupt- 
kugeln «, ..«,, den Projeetionen der Grenzflächen &, ..e, von 7, angehören 
und die Polarhauptkugeln der Punkte a; sind, endlich 16 sphärische Grenz- 
tetraeder, von denen in jeder Ecke 8, in jeder Kante 4, in jeder Fläche 2 
zusammenstossen. Das diesem Gewebe @,, welches auch als reguläres 
sphärisches Sechszehnzell bezeichnet werden kann, eingeschriebene 
Polytop ist das reguläre Sechszehnzell P,, dessen Eckpunkte mit den- 
jenigen des Gewebes G@, übereinstimmen, während die Kanten, die regulären 
dreieckigen Flächen und die regulären tetraedrischen Grenzräume in ein- 
fachen Beziehungen zu den entsprechenden sphärischen Gebilden stehen. 
Die Abstände 7; der Kanten, ”; der Seitenflächen, r, der Grenzräume vom 
Mittelpunkte werden einfach, für den Eekradius 1, 
1 
oe = n—5; 
die Länge 8, einer der 24 Kanten, der Inhalt 5%, einer der 32 Seitenflächen, 
der Inhalt ®, eines der 16 Tetraeder, sowie der Inhalt R, eines der 16 
Pentatope, welche durch Verbindung eines Tetraeders mit dem Mittelpunkte 
O entstehen, werden in den bezüglichen Maasseinheiten: 


Be I 1 1 
Sn 2, VS BB; 7232 NR, — 3m» S . . . ® . (993) 
— der Inhalt des- 


7; (99«) 


so dass der „Umfang“ (die Grenze) des Sechszehnzells 


selben E beträgt, während das Volumen eines sphärischen Tetraeders der 


16te Theil des Volumens des sphärischen Raumes, also z ist.) 
') Vgl. R. Hoppe: Regelmässig linear begrenzte Räume von vier Dimensionen. Arch. 
f. Math. u. Phys. Bd. 67. S. 29—43. — E. Hess: Ueber reguläre Polytope höherer Art. A.a.O. 
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2) Werden in den 8 Eckpunkten des sphärischen Gewebes @, die 
den Raum $, berührenden Euklid’schen Raume construirt, so entsteht das 
dem Gewebe @, umgeschriebene reguläre Achtzell P. Die 16 
Schnittpunkte, welche sich zu je zweien als Gegenpunkte entsprechen, 
dieser 8 Räume zu je vieren sind die Pole der tetraedrischen Grenzräume 
des eingeschriebenen Sechszehnzells in Beziehung auf $;, die 32 Kanten, 
in welchen sich je 3 Räume schneiden, entsprechen polar den regulär-drei- 
eckigen Grenzflächen, die 24 regulär -viereckigen Grenzflächen den 24 
Kanten des eingeschriebenen Sechszehnzells, die 8 Grenzräume endlich sind 
reguläre Hexaeder. Für die Abstände »‘, der Eckpunkte, r';, der Kanten, 
r‘; der Seitenflächen und »‘, der Grenzräume vom Mittelpunkte erhält man 
leicht (vgl. (99«)): 

Mo y=——V3, = ua 5 222997) 

'p Tf Y% Ve 
für die Grössen &%, F%, PB, RN, ergeben sich in den bezüglichen Maassein- 
heiten die Werthe: 

ey A el er (090) 
so dass der „Umfang“ des Achtzells 64, der Inhalt desselben 16 beträgt, 
für die Kantenlänge — 1 also bezüglich 8 und 1.') 

Die Eigenschaften und polaren Beziehungen der beiden regulären 
Polytope P, und P‘, können auch analytisch sehr einfach durch Benutzung 
des vierfach rechtwinkligen Coordinatensystems erhalten werden, dessen 
Coordinatenräume die 4 in O sich senkrecht schneidenden Euklid’schen 
käume sind, welche den concentrischen Raum S, in den 4 Hauptkugeln 
& .. «4, Schneiden, während die 6 Coordinatenebenen und die 4 Coordinaten- 
axen bez. die 6 Hauptkreise und die 4 Eckpunkte a, ..a, (nebst Gegen- 


punkten a‘, ..a‘,) erzeugen. 


3) Durch die 16 Eckpunkte des regulären Achtzells P‘, ist auf dem 
concentrischen Raum 5‘, mit dem Radius *,—2 ein zugehöriges reguläres 
sphärisches Gewebe @“, bestimmt, welchem P‘, eingeschrieben ist. Dieses 
Gewebe @“, ist durch die 12 Hauptkugeln 3° gebildet, welche je vier Eck- 
punkte eines Quadrates von P‘, und deren Gegenpunkte enthalten, und 


1) Vgl. Hoppe a.a. O. 
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setzt sich aus 8 regulären sphärischen Hexaedern zusammen, weshalb es 
auch als reguläres sphärisches Achtzell bezeichnet werden kann. Für den 
Centriwinkel «, einer sphärischen Kante, den Neigungswinkel A,‘ zweier 
Hauptkreise, welche einer Ecke (oder einer sphärischen Grenzfläche) an- 
gehören und den Neigungswinkel 4, zweier sich in einer Kante schneiden- 
den Hauptkugeln, ergeben sich die Werthe:') 


er Aa ao de a 9 
während die entsprechenden Werthe «, A, U, für das Gewebe @, waren: 
gg ei TEN RETTET) 


Bedeutet für das diesem Gewebe umgeschriebene Polytop P% Wr, 
den Neigungswinkel zweier in einer Fläche sich schneidenden Grenzpolyeder, 
W7., den Neigungswinkel zweier benachbarten Seitenflächen und W,., den 
Winkel zweier anstossenden Kanten einer Seitenfläche, so ist: 

W,,— 180°, = 90%, W7, — 180° 4, — 90%, W,— 180-4, —90°. . . (99) 


Das dem Gewebe @“, umgeschriebene Polytop ist wiederum ein zu 
dem zuerst betrachteten P, eoncentrisches reguläres Sechszehnzell; die ent- 
sprechenden Werthe für W,,, Wr, Wr, folgen analog aus (992): 

WW), 180°‘, = 120%, Wy, — 180°—A%, — 180° 27, W7, — 180°A', = 60°....(999) 

Die 12 Euklid’schen Räume durch 0, welche den sphärischen Raum 
S‘, in den 12 Hauptkugeln $' schneiden, bestimmen auf dem eoncentrischen 
Raume $, (vom Radius — 1), welcher das zuerst betrachtete Gewebe ent- 
hält, die 12 Hauptkugeln $. Diese 12 Hauptkugeln 3 erzeugen auf dem 
eoneentrischen Raum S, ein zu @“% concentrisches Gewebe @%, welches wir 
das zu G, conjugirte Gewebe nennen wollen. Die Eekpuünkte dieses 
conjugirten Gewebes @% sind die Mittelpunkte der Polyeder des Gewebes 
G;, die Kantenmittelpunkte von @% die Flächenmittelpunkte von @,, indem 
die Hauptkugeln des eonjugirten Gewebes durch die Mittelpunkte der sich 
in einer Kante schneidenden Polyeder des ersteren Gewebes senkrecht zu 
diesen Kanten hindurchgehen. Die Beziehung der beiden Gewebe @, und 
G‘, ist eine gegenseitige, so dass @, auch das conjugirte Gewebe zu @, 
ist, die Eckpunkte von @, also auch die Polyedermittelpunkte von @% und 
die Kantenmittelpunkte von @, die Flächenmittelpunkte von 6% sind. Dem 


1) Vgl. E. Hess a.a. 0. 
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Gewebe 6, ist ein reguläres Polytop P, ein- (ein reguläres Polytop P‘%, um-) 
geschrieben, dem eonjugirten Gewebe @%, ist ein dem ersteren concentrisches 
Polytop P, um- (ein dem ersteren concentrisches Polytop P‘, ein-) ge- 
schrieben. Beziehungen zwischen den Elementen dieser Polytope sind mit 
Benutzung der obigen Relationen leicht aufzustellen. 

Für die Erkenntniss und, so zu sagen, anschauliche Darstellung der 
Bewegungen, Spiegelungen und dualistischen Umformungen, durch welche 
diese regulären Polytope in sich übergehen, sind die gleichzeitige Berück- 
sichtigung der beiden einander conjugirten Zellgewebe &, und @% und die 
dureh dieselben bedingten Eintheilungen des sphärischen Raumes S, von 
grosser Wichtigkeit. 

4) Die 12 Hauptkugeln 3, welche das Gewebe @‘, erzeugen, halbiren 
die Winkel und Nebenwinkel je zweier senkrecht auf einander stehenden 
Hauptkugeln «, welche das Gewebe @, erzeugen; sie können als die Pro- 
jeetionen der 12 Seitenflächen &;... ©, der drei Fundamentaltetraeder 7, 7,7; 
(vel. $ 10 unter (799) von O auf S, aufgefasst werden, während die 16 
Schnittpunkte c&...c und c,....c% dieser Hauptkugeln 3 zu je sechsen als 
Projeetionen den 8 Eekpunkten e,...e, der beiden Fundamentaltetraeder 
T,, T, — für den hier vorausgesetzten Fall der Regelmässigkeit der sphä- 
rischen Gebilde — entsprechen. 


Vollständige Figur der beiden regulären Gewebe 6, und €‘. 
1) Der Verein der beiden sphärischen Gewebe @, und @‘, wird durch 

die vier Hauptkugeln « und die 12 Hauptkugeln 3 gebildet; diese 16 Haupt- 

kugeln schneiden sich (vgl. $ 1): 

zu je vieren (««8ß) in 6 Hauptkreisen e (und e‘) (entsprechend den 
6 Kanten e von 7,), 

zu je dreien (#2) in 16 Hauptkreisen 7“ (entsprechend den 16 
Geraden 7‘), 991) 

zu je zweien (# 8) in 12 Hauptkreisen e (und .) entsprechend 
den übrigen 12 reellen Geraden e), 

zu je zweien (« £) in 24 Hauptkreisen d (und d‘) (entsprechend den 
Geraden d), 
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welches alle Schnitthauptkreise der 16 Hauptkugeln sind, da 
4 3 2 2 16 ; 
en) rf) ra) (r) m 
Die Schnittpunkte der 16 Hauptkugeln sind: 
4 Punkte a,..a, (und Gegenpunkte a‘,..a‘,), | 3 Hauptkugeln « | 


entsprechend e,..e, in denen sich | 6 ” ß 
12 Punkte b,..b,, (und Gegenpunkte b,‘..b‘,,), j 2 Hauptkugeln « | 
entsprechend &;..C,, in denen sich \3 1A BJ 


16 Punkte d,..d,, (und Gegenpunkte d‘,..d‘,), | 1 Hauptkugel «| Em 


entsprechend d,..d,, in denen sich | 3 Hauptkugeln £ | 
8 Punkte c,..c; (und Gegenpunkte (c',..c',), | 6 Hauptkugeln $ | 
entsprechend &;..6,, in denen sich | vereinigen. | 


Die Summe dieser Schnittpunkte: 


4 ()+ (5)+16 (3)+s (5) 0 


muss noch, da auf jedem der 6 Hauptkreise e vier Punkte (je zwei Punkte 
a und b), auf jedem der 16 Hauptkreise 4 vier Punkte (je ein Punkt a 


und d, zwei Punkte c) liegen, um 
6 (4-1) (4) +16 41) (?)= 120 
Zi REN 


vermindert werden, so dass die Anzahl aller Schnittpunkte der 16 Haupt- 


3 

Auf jeder der 4 Hauptkugeln « liegen 3 Hauptkreise e und 6 Haupt- 
kreise d, welche sich in 3 Punkten a, 4 Punkten d und 6 Punkten b (und 
deren Gegenpunkten) schneiden. Vgl. Fig. I, welche eine stereographische 
Projeetion') einer Haupthalbkugel « giebt.’) Es ist hier: 

—ha=45 
Ne Ta}... . ee aa 

Diese Figur ist genau das durch die (3+6) Symmetrieebenen eines regulären 
Oktaeders oder Hexaeders auf einer concentrischen Kugelfläche erzeugte 
sphärische Netz. Durch die vier Hauptkugeln «,..c, allein wird das 
reguläre Oktaedernetz auf jeder derselben vermöge der Hauptkreise e er- 


kugeln „go — 2) resultirt. 


!) Eine anschauliche Darstellung der stereographischen Projectionen der regelmässigen 
Eintheilungen des dreidimensionalen sphärischen Raumes durch die von mir angegebenen 
Polyeder-Kaleidoscope habe ich kürzlich (Marburger Berichte, Juni 1898) behandelt. 

2) Die bei sämmtlichen Figuren (mit Ausnahme von Fig. 8) der 3 Tafeln stehenden 
kleinen und grossen lateinischen Buchstaben entsprechen bez. den kleinen und grossen 
deutschen Buchstaben des Textes. 


C 


180) 
or 
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zeugt, dessen Grenztläche (ein Kugeloktant a,, az, a) auch die Grenzfläche 
eines sphärischen Tetraeders des Gewebes @, ist. 

Auf jeder der 12 Hauptkugeln 3, welche die Polarhauptkugeln zu 
den Punkten b sind, liegen ein Hauptkreis e, je zwei Hauptkreise e” und d, 
vier Hauptkreise /, welche sich in 3 Punkten b, 2 Punkten a und je 4 
Punkten d und c (und deren Gegenpunkten) schneiden. Vgl. Fig. 2, welche 
eine stereographische Projection einer Haupthalbkugel 3 giebt. Hier ist: 


ee [a5=ba<=5e—< ent | 

— und en No eao2 (991) 
d—=|aobod| een 
| kaneenzeh . 


Das durch die 4 Hauptkreise % erzeugte (in Fig. 2 schraffirte) 
sphärische Quadrat cc cc von der Seite 60° und dem Winkel 27, dessen 
Kantenmittelpunkte die Punkte d sind, ist die Grenzfläche eines sphärischen 
Hexaeders des Gewebes @%. Dieselbe beträgt keinen aliquoten T'heil einer 
Hauptkugelfläche, ebenso wenig wie die Kante (=180’—27)) des sphärischen 
Hexaeder-Netzes einen aliquoten Theil eines Hauptkreises beträgt. 

2) Durch die 4 Hauptkugeln « und die 12 Hauptkugeln % wird der 
sphärische Raum S, in 384 gleiche sphärische Elementartetraeder 7, 
mit je einem Eckpunkt a, b, c, d getheilt (vgl. Fig. 3, welche eine schema- 
tische Zeichnung eines solchen Tetraeders darstellt). 

Wir wählen als Beispiel das Tetraeder: 

mit den Eckpunkten: a, b, C d,., 
und den Seitenflächen: ,; ß; &ı Ba, 


und den Kanten: e..|%»b|=|«ß|; A ..|cd, |=|B %s | 
K..|acual=|&Bl;d..|d la 
a oe era zen 32a, 


für welches die Eckpunkte und Seitenflächen (Hauptkugeln) folgende recht- 
winklige Coordinaten haben: 


a eT 
0 (BEUTE 008 08 [6 ed rl -/5 v 5 0 
k NT. /1 /7 
b, = (a1 Ba B5) - - . 0 m / 5 0ER Bs = [üı d, 03] a / 5) Ws 
5 = (99) 
1 1 1 1 E 
uhr). -- 3 Dot: a —= RX As b-] Fo LEN) 0 0 


>> 
olYl 


We Be re / 
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Die Elemente eines solchen Tetraeders sind in übersichtlicher Zu- 


sammenstellung die folgenden: 


Centriwinkel Haupt- Neigungswinkel der Haupt- 
einer sphärischen Kante: kreis: kugeln an dieser Kante: 
Me A er: | a, Ba = 45° 
Ihe, Di = 308 p Echo 52,0 Dr | Bs Be = 60° 
(au =60 . 2.2... | Ba Rs = 60° 
Be a Re ERS Bs a — 90° 
[ed =n. El and: | Ba = 90 (999) 
VE A Re | Bz Ba — 90 
Neigungswinkel der Hauptkreise: 
d, as Cı = 90°—n d, b- Cı = 450 d, a b=n b- d, Cı =. 90° 
Cı b=n 7 b- 5 = MW , b- mn len d, = 90% 
b, 0, d, = 45° 65 =0 md —=180-27 md, b5= 60 


Die Grenzfläche a; b; d, tritt auf der Hauptkugel «, (vgl. Fig. 1) als 
der 48te Theil derselben auf, die 3 Grenzflächen b, c, d,, Ay Cı d1, A Dr Cı 
bez. auf den Hauptkugeln £, 8. 82 (vel. Fig. 2«). (Diese 4 Grenzflächen 
sind in den Fig. 1 und 2« durch Schraffirung gekennzeichnet.) Die Summe 
der 4 Grenzflächen eines Elementartetraeders d. h. der Umfang desselben 
beträgt, wie sich leicht aus den Excessen der 4 Grenzflächen ergiebt, 60° 
d.h. den 12ten Theil einer Hauptkugel. Für die Summe der Umfänge der 
4 Grenzdreiecke ergiebt sich 540°, und für die Summe der Excesse der 4 
sphärischen Eeken mit den Scheiteln as, D,, d1, C,, erhält man 


b) 
15°+45°+60°+ 30° — 150° oder 5; einer Hauptkugel. 


Es existirt aber keine einfache Formel,') aus der sich das 


Volumen des sphärischen Tetraeders, welches hier = des Volumens 


des sphärischen Raumes S, (gleich 2x°) beträgt, mittelst dieser letzteren 
Excesse bestimmen lässt. 

Zwischen den Hauptkreiswinkeln und den sphärischen Kanten einer 
Ecke des Tetraeders und ebenso zwischen den Neigungswinkeln der Haupt- 
kugeln und den Hauptkreiswinkeln einer Ecke bestehen dieselben Bezieh- 
ungen, wie zwischen den Winkeln und Seiten eines sphärischen Dreiecks. 


!) Vgl. Hoppe und Hess a.a. O. 
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Auch bestätigt man leicht an dem hier betrachteten Tetraeder die allgemein 
für ein sphärisches Tetraeder geltende Beziehung,') nach welcher der 
(Quotient aus dem Produkte der Sinus zweier Gegenkanten und dem Pro- 
dukte der Sinus der gegenüberliegenden Hauptkugelwinkel gleich dem 
Quotienten aus der d-Funetion (dem Produkte der Sinus zweier Kanten in 
den Sinus des eingeschlossenen Hauptkreiswinkels) einer Seitenfläche und 
der d-Function (dem Produkte der Sinus zweier Hauptkugelwinkel in den 
Sinus des eingeschlossenen Hauptkreiswinkels) der eegenüberliegenden 
Ecke ist. Dieser Quotient, welchen man als Modulus des sphärischen 
Tetraeders bezeichnen kann, beträgt für das hier betrachtete Tetraeder 


3) Um jeden der 8 Punkte a(a‘) liegen 48 Elementartetraeder, 

ee BDA bio) 2, 116 „ 

: DD = al 

EN Os, RE > 3 

Wenn je 24 um einen Punkt c herumliegende Elementartetraeder 

zusammengefasst werden, so resultirt das reguläre Gewebe @‘,, dessen 

Eekpunkte, Kanten-, Flächen- und Polyeder-Mittelpunkte bezw. die Punkte 

a, 6, d, c sind. 


) 


$}) ) 


Durch Zusammenfassen von je 48 um einen Punkt a herumliegenden 
Elementartetraedern wird das conjugirte reguläre Gewebe @‘, erhalten, 
dessen Eckpunkte, Kanten-, Flächen-, Polyeder-Mittelpunkte bez. die Punkte 
6», b, a sind. 

Das durch Zusammenfassen von je 16 in einem Punkte b zusammen- 
stossenden Tetraedern resultirende reguläre Gewebe G, wird nebst dem ihm 
ein- cder umgeschriebenen regulären Polytope P, genauer im Folgenden 
betrachtet werden (vgl. $ 37 ffe.). 

Endlich resultirt durch Zusammenfassen von je 12 in einem Punkte 
d zusammenstossenden Elementartetraedern ein festes gleichzelliges Ge- 
webe, welches sich aus 32 congruenten dreiseitigen sphärischen Doppel- 
pyramiden zusammensetzt und dessen Eckpunkte die 8 Punkte a und die 
16 Punkte c sind. Diesem gleichzelligen Gewebe entspricht das zugeordnete 


1) Hess a.a. 0. S. 34. 
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feste gleicheckige Gewebe, dessen Eckpunkte die 32 Punkte d sind, 
welches von 16 sphärischen regulären Tetraedern und von 8 sphärischen 
Kubooktaedern begrenzt wird und bei welchem in jeder Ecke sich 3 Kubo- 
oktaeder und 2 Tetraeder vereinigen. Die Beschaffenheit des dem ersteren 
(Gewebe umgeschriebenen gleichzelligen und des dem zweiten Gewebe ein- 
geschriebenen gleicheckigen Polytops ist hieraus leicht zu entnehmen.) 

4) Bei der durch die beiden Gewebe @, und @‘, bestimmten sphä- 
rischen Figur sind für die vorliegenden Betrachtungen noch ausserdem einige 
Punkte, Hauptkreise und Hauptkugeln zu berücksichtigen, welche Pro- 
jeetionen von Punkten, Geraden und Ebenen sind, die bereits früher bei 
den entsprechenden dreidimensionalen Figuren bestimmt worden sind. 

Die reellen Punkte {0 = (vergl. & 2 9 und (10y)) projieiren sich 
auf den 6 Hauptkreisen e und den 12 Hauptkreisen e” als die Halbirungs- 
punkte (und deren Gegenpunkte) der Bogen ab und bc, so dass die Centri- 
winkel der Bogen ai9—-1i9b, b i9=i(9e 22",° betragen. Ferner projieiren 
sich die beiden reellen Punkte d,—i(” (vgl.$ 2 und $ 3 (12y)) auf je einer 
Geraden d auf den 24 Hauptkreisen d als die Halbirungspunkte der Qua- 
dranten ad 6b. Endlich treten auf den 16 Hauptkreisen % als Halbirungs- 
punkte der Bogen cd (= 50") die Projectionen der früher (vgl. $ 4 unter 7) 
und (130) durch p bezeichneten Punkte (nebst Gegenpunkten) auf, also auf 
jedem Hauptkreise %* zwei Punkte p (nebst Gegenpunkten). (Vel. Fig. 3e). 

Von den Punkten i‘® und d, liegen je vier (nebst Gegenpunkten) 
auf einem der Hauptkreise d,, den Projectionen der früher (vgl. $ 2 unter 2)) 
betrachteten Geraden d,.. Für die sphärischen Gewebe @, und @‘%, und die 
ihnen zugehörigen Polytope kommen nur die 24 reellen Hauptkreise d, 
(und d‘,) in Betracht, welche je vier auf den 12 Hauptkreisen e® und e” 
liegende Punkte i (nebst Gegenpunkten) und je vier auf den 24 Haupt- 
kreisen d und d‘ liegende Punkt d, (nebst Gegenpunkten) verbinden. Jeder 
Hauptkreis wird so dureh die abwechselnd auf einander folgenden Punkte 
i(9 und d, in 16 gleiche Bogen (— 22',°) getheilt, so dass jedem der 384 
Elementartetraeder ein solcher Bogen zukommt, welcher die Gegenkanten e” 


1) Vgl. hierüber sowie über die Herleitung der sämmtlichen hierhergehörigen gleich- 
eckigen und gleichzelligen Polytope: E. Hess: Ueber regelmässige Eintheilungen des drei- 
dimensionalen sphärischen Raumes, Marburger Ber. 1895. 8. 29—50. 


Weitere Beiträge zur Theorie der räumlichen Configurationen. 229 


und d, und zwar rechtwinklig, schneidet. Je zwei Hauptkreise d,, welche zu- 
gleich vier Hauptkreise ec und vier Hauptkreise d senkrecht schneiden, sind 
reciproke Polaren (vgl. $ 26 unter 3). Durch jeden der hier in Betracht 
kommenden Punkte i(9 und d, gehen zwei der 24 Hauptkreise d, hindurch. 


$ 56. 
Transformationen der beiden regulären Gewebe 6, und @', 
und der ihnen zugehörigen Polytope in sich selbst. 

Die Gesammtheit der T'ransformationen, durch welche die beiden 
regulären sphärischen Gewebe @, und 6‘, und die ihnen zugehörigen regel- 
mässigen (und auch die zum Theil regelmässigen) Polytope in sich über- 
gehen, ergiebt sich sofort aus den Substitutionen der in $ 23 II) betrachteten 
Gruppe G%, (bez. Gy), wenn der in $ 27 fig. erläuterte Process der Ueber- 
tragung aus dem Raume R, in den sphärischen Raum S, vorgenommen 
wird, wodurch die Zahl der Collineationen und der Correlationen sich ver- 
doppelt. 

Die unter D), 2a), 32); 09), 6d), za) der Dabelle G;. ın S 23 unter I) 
aufgeführten Substitutionen ergeben die im Folgenden übersichtlich zu- 
sammengestellten 'Transformationen. Aus den aufgeführten Punkten, Haupt- 
kreisen, Hauptkugeln u. s. w., welche die einzelnen Bewegungen, Spiege- 
lungen und dualistischen Umformungen charakterisiren, können die ent- 
sprechenden Geraden, Ebenen, Enklid’schen Räume u. s. w. des R, für die 
ein- oder umgeschriebenen Polytope mit Benutzung der in $ 53 gegebenen 
Regeln leicht entnommen werden. Die bezüglichen Substitutionen in ortho- 
gonalen Coordinaten sind im Anschluss an die früheren Bezeichnungen 
durch je ein Beispiel erläutert‘) Die vorgesetzten Nummern entsprechen 
denjenigen der Tabelle G%, in$ 23). 

A) Bewegungen (zwei- oder vierfache Spiegelungen), den 
eigentlich orthogonalen quaternären Substitutionen, welche 


Collineationen bedeuten, entsprechend. 


1) Vgl. auch S.L. van Oss: Die Bewegungsgruppen der regelmässigen Gebilde von 
vier Dimensionen. Inaug.-Diss. Giessen 1894. 
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1) «) Identische Transformation: S—=[1234],, (vergl. $ 28 (966) und 
$ 11 (80a, 8); 

1) «) Inversion (Spiegelung am Mittelpunkt 0), S=|[-1-2-3-4],, (vgl. 

$ 28 (96a)). 

1) 8) 9 Umwendungen um je einen der 9 Hauptkreise e und e”, 

z.B. S=[12-3-4],, (vgl. $ 28 (967), (96©) und $ 11 (80y)); 

1) &) 9 Umwendungen um je einen der 9 Hauptkreise e und e”, 

z.B. S=[-1-234],, (vgl. $ 28 (967), (96©) und $ 11 (807). 

1) yı) und 1)7) 2.6=12 4zählige Doppeldrehungen, bei welehen 
die Gesammtheit der reellen Schraubenaxen eine lineare 
Congruenz bildet, deren Leithauptkreise zwei der 12 imaginären 
sich selbst conjugirten Hauptkreise e” sind; 

5 = Egoo) E+900) — Ana) Forroor) = go) Miro)». +5 

2.B. S—= [2 -1 4-3]; — E99) Ego) — Aogooy Fo-900) = Trgor) Ra) — - - », 

8° = [-2 1-4 3], = e-900, E-g00) — Ay-900) Fargo) — Ar-9o0) A-9009) =... 
S?— [-1-2-3-4], (Inversion). Die imaginären Leithauptkreise sind 
die beiden Hauptkreise e”, deren x;-Coordinaten 0 0 10 +i 0 sind. 
(Vgl. $ 28 unter d)) und $ 11 (80). 

2) «) 2.16=32 dreizählige einfache Drehungen um je einen der 
16 Hauptkreise 7 (alle Punkte von /* und die unendlich fernen ima- 
ginären Punkte f, der reciproken Polare % bleiben fest), z. B. 

S—=[1342] — ko, = [1423] = Kon. 
Vgl. $ 28 unter ce) «), Formeln (96x) und (960) und $ 14 (83«). 

2) )2.16= 32 besondere sechszählige Doppeldrehungen (Drehung 
nebst Umwendung), nämlich Drehung von 60° oder —60° um 4 und 
Umwendung um k. Z.B. 

S=[-1-4-2 3], — Kipy Ausoy, SS— 1-3 4-2] —Ksno kuısuy 
Ss? und S* sind die dreizähligen einfachen Drehungen 2«,), S, die In- 
version. Vgl. $ 28 unter c)8) Formeln (96%) und $ 14 (83a). 

3) «) 12 Umwendungen um je einen der 12 Hauptkreise d, z.B. 

S—=[-1243]. 
Vgl. $ 28 (967), (960) und $ 13 (82«). 


1) Die den beiden Schraubenaxen einer Doppeldrehung als Indices beigefügten Winkel 
bedeuten die Amplituden der zugehörigen Drehungen. 
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3) @) 12 Umwendungen um je einen der 12 Hauptkreise d, z. B. 
g=[1-2-4=3], 
Vgl. $ 28 (967), (960) und $ 13 (82a). 
3) 8ı) nn vierzählige einfache Drehungen um je einen der 6 
Hauptkreise e und e'; z. B. 
S=[12-43] =&goy, = [124-3] = eg, 

5? = eusoo) ist die Umwendung um e. Vgl.$ 28 ce) und $ 13 (82P). 
3)%) 2.6=12 besondere vierzählige Doppeldrehungen, nämlich 
Drehung von 90° oder —90° um e (e) und Umwendung um e (e). 

2.B. S—[-1-2 4-3], = egoo) E1s00, 8? — [1-2 —4 3]ı — &-900) E1s09, 

5? —= eusoo) Ist die Umwendung um e. Vgl.$ 28 c}). 

3)yı) und 3)7) 4.12 —=48 allgemeine achtzählige Doppeldreh- 
ungen, deren Schraubenaxen einer der 12 Hauptkreise d, und dessen reci- 
proke Polare d‘, ist: $5 = dy450) Foga50) oder dy4z0) du 1350). Die Elemente des 
festbleibenden sphärischen Teetraeders, dessen Eckpunkte 4 imaginäre Punkte 
05 @, dessen Hauptkugeln 4 imaginäre Hauptkugeln 9 —g'” und dessen 
Kanten ausser den reellen Schraubenaxen d,, d‘, je ein imaginäres Haupt- 
kreispaar d und e' sind, entsprechen genau den früher ($ 8 © I unter 2) 
(307) und (306) angegebenen. 

2.B. S—=[34-21], wa dy359, S—[-4 3-1 2], = dig1350) d(459)) Vgl.$ 13 
$=[-3-42-1], = d‘y-1350) do45, S’—= [4-3 12], = di 450) (827); 
S2—= [-2 1-4 3], — d’y(90%) ne und 86 = [2 -1 4-3], = d/ 0(-909) do(90°) bedeuten 
die unter 17,), 17.) betrachteten vierzähligen Doppeldrehungen, deren 


Schraubenaxen eine lineare Congruenz bilden, St —[-1-2 -3 -4], bedeutet 
die Inversion. 

Damit sind die 192 Bewegungen, welche die Gewebe 6, und @‘, in 
sich überführen, sämmtlich aufgestellt.') 

B) Ein- oder dreifache Spiegelungen, den uneigentlich 
orthogonalen quaternären Substitutionen, welche Colline- 
ationen bedeuten, entsprechend. 

6)a') 4 einfache Spiegelungen an je einer der Hauptkugeln 
%..0,2.B S=[|-1234, —=|ao,| (vgl. $S 29 ae). 


) Vgl. S.L. van Oss: A.a. 0. Hier sind die 192 Bewegungen auf anderem Wege 
hergeleitet, während die Spiegelungen und Correlationen nicht berücksichtigt werden. 
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6) a) 12 einfache Spiegelungen an je einer der Hauptkugeln 
BB z.B, 81243 We ame 29a2) 

6) «) 4 Inversionsspiegelungen (Spiegelungen an drei zu einander 
senkrechten Hauptkugeln) durch a,..a, z.B.85=[1-2-3-4], (durch a,) 
(vgl. $ 29 aß). 

6) «Q) 12 Inversionsspiegelungen durch b,..b,s, 
z.B.S$S=[-1-2-4-3], (durch b,) (vgl. $ 29 aß). 

6) 8%) 12 vierzählige Drehspiegelungen (dreifache Spiegelungen) 
(vgl. $ 29 b). 

Von den beiden Punkten b;, b;, welche auf einem der 6 Hauptkreise 

e (e), der Axe der 90° betragenden Drehung, liegen, bleibt b; fest, b; geht 

in den Gegenpunkt über, die durch die reciproke Polare e‘ (e), deren ima- 

ginäre unendlich ferne Punkte br, db. fest bleiben, gehende Hauptkugel (die 

Spiegelhauptkugel) #, bleibt fest, 8; vertauscht die Innen- mit der Aussen- 

seite. Die Elemente des entsprechenden Tetraeders, dessen Eckpunkte b;, br 

und die imaginären unendlich fernen Punkte bj, b„ der reciproken Polaren 
sind, wurden in $ 8 unter (317), (316) angegeben. 
Z.B.8 —[-2 143], — (6; bp)iooo, | Br| 
8 2 1745], — (b; b7) 300) | Br | 


1 1 A 1 0 
b; 00 — le 00, Der = 7 EEE, 
v2 v2 v2 v2 
1 1 - l — 
0 On, Sol u a 
y2 va ya Pr m v2 2 2] 


$ (db 6.) = e = (12); 
= [-1-2 34], = (b; by)(ısoo) ist die Umwendung um die Axe. 
6) 8%) 12 vierzählige Drehspiegelungen. Die beiden Punkte b;, br 
und die beiden Hauptkugeln #,, 8 in 62%) vertauschen sich, so dass 
b; fest bleibt, b; in den Gegenpunkt übergeht und $; die spiegelnde 
Hauptkugel ist. 
2.B.S8S = [2-1 4-3], = (b; by)(-000) | Bi | 
= [-21-4-3], = (b; by)000) | Bi |, 
5? stimmt mit demjenigen in 63%) überein. 
6) 8Y) 12+24 = 56 vierzählige Drehspiegelungen. Die Beschaffen- 
heit dieser Drehspiegelungen ist dieselbe, wie unter 68%); für die erste 
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Gruppe von 12 Drelspiegelungen bleibt von den beiden Punkten a;, ax 
eines Hauptkreises e (e) a; fest, a; geht in den Gegenpunkt über und «7 ist 
die festbleibende Spiegelhauptkugel, für die zweite Gruppe von 24 Dreh- 
spiegelungen bleibt von den beiden Punkten c;, c; eines Hauptkreises e” (e"') 
ci fest, c« geht in den Gegenpunkt über und 7; (die Polarhauptkugel zu c;) 
ist die festbleibende Spiegelhauptkugel. 


(8 =[1-2 4-3], = (9; a%)g00) | «x |, | 


ZAUBERN 
\$8—=[1-2-43] = (a; a%)(909) | @x | J 
1 D 
. 0) m: Tu ze ” 
a; 10 0 @; 3 o v2 y2 Im 
a7 0 &. ur 
g 00 — —. 
by, 5 v2 Br 
(% a7.) —Y sr — (12) (bj n) — ee! — (12)‘ 
®2—=[12-3-4] ist die Umwendung um die Axe e= (a, 9) 
hd [5 —=[-342-1, = (5 %) (900) | Yx | 
\= [43-12] = (% 909) | Yr|, 
®—=|-2-143] = (6; (son) 
1,14 1221 121 a) 
ei ea UT 
1 a En 1 i 
(97 o 3 2 5) 3 5 - Tk | Cm aa 3 3 3 ua - 7 
(£; %) = e = (86) . (E72 Cm) = e' = (86). 


68%) 12+24—=36 vierzählige Drehspiegelungen. Bei der 
ersten Gruppe bleibt ar fest, u; geht in den Gegenpunkt über und e; ist 
die Spiegelhauptkugel, bei der zweiten Gruppe bleibt c; fest, «; geht in 
den Gegenpunkt über und 7: ist die Spiegelhauptkugel. 


un Be N Wen a asus wie 
OO 18=|-12453), = (M ago, || |’ unter 69); 

MR (8 =B+4-21 = (4 Weooy|ri|l| &, % und 8? wie 
\8=[-312] = (5 )wog|ril J’ unter 6£9). 


Die sämmtlichen vierzähligen Drehspiegelungen, welche oben durch 
Drehung um eine Axe von der Amplitude 90° und Spiegelung an der zu 
der Axe normalen Hauptkugel dargestellt sind, lassen sich auch auf un- 
zählige Arten durch drei aufeinanderfolgende einfache Spiegelungen an drei 
sich in dem festbleibenden Punkte schneidenden Hauptkugeln erzeugen. 
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Die dreiflächige sphärische Ecke muss nur der Bedingung entsprechen, 
dass das Produkt der Sinus zweier Hauptkugelwinkel in den Sinus des 
eingeschlossenen Hauptkreiswinkels einen constanten Werth, welcher hier 


— Bin 450 — r ist, besitzt. Dieser Bedingung wird durch eine sphärische 
Ecke, bei welcher zwei Hauptkugelwinkel 90° sind, der dritte 45° beträgt, 
genügt oder auch durch eine sphärische Ecke, deren Hauptkugelwinkel 90°, 
60°, 60° sind, während die gegenüberliegenden Hauptkreiswinkel 180°— 27, 
7, 7 betragen. Diese letztere Darstellung ist für die Drehspiegelungen der 
zweiten Gruppe in 65%) und 63%) desshalb von Wichtigkeit, weil die oben 
benutzten Spiegelhauptkugeln 7; und 7, von vorneherein in der Figur der 
Gewebe @, und @‘, nicht auftreten, während die drei Hauptkugeln, welche 
die angegebene sphärische Eeke bilden, durch drei sich in &; oder cz; schnei- 
dende Hauptkugeln 3 repräsentirt sind. 

7a) 2.16 = 32 sechszählige Drehspiegelungen. Von den 
beiden Punkten u,  @—=1,23,3,47=1,2...,16), welche auf einem der 16 
Hauptkreise 4, der Axe der 120° betragenden Drehung liegen, bleibt d; 
fest, a; geht in den Gegenpunkt über, die Spiegelhauptkugel «;, welche 
durch die reciproke Polare %, deren imaginäre unendlich ferne Punkte &, 
fest bleiben, hindurchgeht, bleibt fest, während bei d; die Innen- mit der 
Aussenseite vertauscht wird. Erzeugt man eine solche sechszählige Dreh- 
spiegelung durch drei aufeinander folgende einfache Spiegeluugen, so bietet 
sich als sphärische Ecke mit dem Scheitelpunkt d z. B. eine solche dar, 
deren Hauptkugeln zwei Hauptkugeln # und die Hauptkugel «; sind, welche 
auf den ersteren senkrecht steht, während der Neigungswinkel derselben 
60° beträgt. Das Produkt aus den Sinus zweier Hauptkugelwinkel in den 
Sinus des eingeschlossenen Hauptkreiswinkels erhält für jede solche sphä- 
rische Ecke den Werth sin so v3. 


|$S= 11342], = (a; d)1209 | @;| 


ZB NS ER 
\$-[-142 3] = (% dJ)(-1200) le;| 
Si een . + a ee 
1 1 1 
d) 0 — — —...d 2, x 
v3 ys y3 
I ee 
(;d)=h va y3 y3 ee 
nr ” h 27% v3 v3 3 
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®—[1423] —% 1909 und S!—=[1342], — %‘ı900, sind die einfachen drei- 
zähligen Drehungen um 4 (vgl. unter A), 2«)) S®—[-1234], = |«, | die ein- 
fache Spiegelung an «, (vgl. unter B) 6«‘))). 

7%) 2.16=32 sechszählige Drehspiegelungen. Es bleibt 
a; fest, während d in den Gegenpunkt übergeht, d; (die Polarhauptkugel 
zu d,) ist die Spiegelhauptkugel, die Drehung um die Axe A beträgt 60° 
(bezw. — 60°). Als sphärische Ecke für die dreifache Spiegelung bietet 
sich eine solche mit dem Scheitelpunkt a, zwei Hauptkugeln $ und einer 
Hauptkugel « dar, für welche die Hauptkugelwinkel 90°, 45°, 60°, die gegen- 
überliegenden Hauptkreiswinkel 7, 90°—n, 45° betragen, so dass das con- 
stante Produkt den Werth sin 300-1 erhält. 


[8 = 11-3 —4 2], — K-g09 | I | | 
\$=-f1-4-2>] =Keoy|d| | 


5? und St sind wiederum die einfachen dreizähligen Drehungen um X, da- 


Z.B. (vgl. unter 7«,). 


gegen ist = [1-2 -3 —4]; = Kıso9 | dı| die Inversionsspiegelung (vgl. 
unter 6«'%). 

Damit sind auch die 192 ein- und dreifachen Spiegelungen, durch 
welche die Gewebe 6, und 6‘, in sich übergehen, vollständig aufgestellt. 


A‘) Correlationen, den eigentlich orthogonalen qua- 
ternären Substitutionen, welche Correlationen bedeuten, 
entsprechend. 
la‘) Die Polar-Reeiprocität in Bezug auf fa: 

s'—= [1234], (odr ’—=[1234],); 
1c,‘) Die inverse Polar-Reeiproeität in Bezug auf ix: 
S'—= [-1-2 -3 —4], '). 
13,) 9 eigentliche Polar-Correlationen in Bezug auf die 


vgl.$ 31 unter 1). 


Projeetionen der Flächen zweiter Ordnung FÜ).. FÜ) auf $,, 
z.B. = [12-34] in Bezug auf $); 
18) 9 inverse eieentliche Polar-Correlationen in Be- 
2 to) 


vergl. 
s 31 

unter?2). 

zu; auf dieselben sphärischen Flächen, z.B. !—=[-1-234], 

in Bezug auf ZU. 


!) Es möge genügen, eine Correlation durch eine der beiden Darstellungen zu 
charakterisiren. 


30* 
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1y,) und 17%,) 2.6=12 vierzählige Null-Correlationen, deren zu- 


gehöriger sphärischer (mit seinem polaren zusammenfallender) Complex 
je einer der 6 sphärischen Fundamental-Complexe u; —=0 ist (vgl. 
$ 31 unter 3)). 
A 
| ss—= [31-43], 
S?= [-1-2-3-4], bedeutet die Inversion. 


in Bezug auf y —(, 


2c4) 2.16 = 32 sechszählige allgemeine Correlationen, deren 


Haupttetraeder die unendlich fernen imaginären Punkte f,, und f, von 
k und % zu Eckpunkten hat (vgl. $ 8 III unter (497) und (499)). Die 
geraden Potenzen von S‘ bedeuten die einfachen dreizähligen Drehungen 
um % (vgl. unter 2«,), $% bedeutet die Polarreciproeität in Bezug auf 
x (vgl. $ 31 unter 4a)). 
Z.B.,8' — [02722], S>—= 122 3],; 

S2—=[]1 4 2 3], S“=[1 342]; ®®—[I 23 2]. 


22) 2.16 = 32 sechszählige allgemeine Correlationen, deren 


de‘) 
dc) 


38) 


38%) 


Haupttetraeder bez. dasselbe, wie unter 2«‘) ist; 5” und $‘“ bedeuten 
wiederum die einfachen dreizähligen Drehungen um %, dagegen $° die 
inverse Polarreeiprocität 1e«‘). 

z.B. '=[-1-3-4-2], S°=[-1-4-2-3],; 


12 eigentliche Polar-Correlationen in Bezug auf 

die sphärischen Flächen $% z.B. #=[-1243|,; ergl 
5 ß ; : 5 s3l 

12 eigentliche inverse Polar-Correlationen in Bezug auf a 

die sphärischen Flächen 5% z.B. = [1-2 4-3]; 


2.6—12 vierzählige Axencorrelationen der ersten Art mit 
reellem Axenpaar e (e). Es bleiben die Hauptkreise der beiden sphä- 
rischen Strahlbüschel (a, &) und (a, «;) fest. 5“ bedeutet die Um- 
wendung um die Axe e (Vgl.$ 31 unter 4a o)). 

l ' ee er = N 65 Mare 
2.B.,8°—[12-43], Ss—=[124=3],; Sean a 


2.6=12 inverse vierzählige Axencorrelationen der ersten 
Art (vgl. $ 31 unter 4aß)). 


2.B.S'=[-1-24-3], S®—=[-1-2-43],; 5” und a;, @;; a7, ey, wie unter 3‘). 


2) 


” “in . nu . . 2 
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3y') und 37%) 4.12 =48 achtzählige Correlationen mit zusammen- 
fallender Kernfläche 5% (vgl. $ 31 unter 6a). 8” und 8% be- 
deuten wie unter 37). 37.) die vierzähligen Doppeldrehungen, deren 
Schraubenaxen eine lineare Congruenz bilden (vgl. 1yı), 17). 5“ be- 
deutet die Inversion. 
Die festbleibenden Leithauptkreise der beiden speciellen Complexe und 
zugleich der linearen Congruenz für S” und S“% sind die beiden ima- 
ginären Hauptkreise e” mit den %-Coordinaten: 0010 +0. 

Damit sind die 192 eigentlichen Üorrelationen, durch welche die 
Gewebe 6, und @‘, in sieh übergehen, vollständig aufgestellt. 

B‘) Correlationen, den uneigentlich orthogonalen quater- 
nären Substitutionen, welche Correlationen bedeuten, ent- 
sprechend. 

6%‘) 4 uneigentliehe Polar-Correlationen in Bezug auf die Pro- 


- 


jectionen %) der vier Flächen F% ($ 7 unter 2)), welche das Funda- 
mentaltetraeder 7, als Polartetraeder gemein haben, auf S,; jede dieser 
Flächen erzeugt eine bestimmte Kleinkugel (nebst Gegenkugel) (vgl. 
$ 32 unter 1)). 

2.B. = [1234], FDP... —a?+22+22+22 = 0. 

6«7) 12 uneigentliche Polar-Correlationen; die zugehörigen Flächen 
F'” haben zu je vier die Fundamentaltetraeder 7,, 7;, 7, als Polar- 
tetraeder gemein. 

2.B. ®=|T2#3], F®... 2°42242% 2 — 0. 

6«%') 4 inverse uneigentliche Polar-Correlationen; 
z.B. —[1-2-3-4],; Flächen wie unter 6a‘. 

6«%') 12 inverse uneigentliche Polar-Correlationen; 
z.B. = [-1-2-4-3],, Flächen wie unter 6«%”. 

63%) 12 vierzählige Axencorrelationen zweiter Art mit reellem 
Axenpaar e (e) (vergl. $ 32 unter 2a)). Die Mittelpunkte der fest- 
bleibenden sphärischen Strahlbüschel sind zwei Punkte «a;, a;, welche 
bez. um Achtelskreise von den Punkten b;, b; (vgl. 63%) abstehen. 
Z.B. s—j2143),, 9-3 | ERS a 

S?=[-1-234], ist die Umwendung um die Axe (a; a,). 
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68%‘) 12 vierzählige Axencorrelationen zweiter Art. Dieselben 
sind die inversen der unter 68%), insofern die Gegenpunkte a‘, a‘. 
und die entgegengesetzten Seiten der Hauptkugeln «;, «; auftreten. 
2.B. ® —[2-1774 >), S®= 27-423]. 

689) 12+24 = 36 vierzählige Axencorrelationen zweiter Art. 
Für die erste Gruppe von 12 Correlationen mit Axenpaar e (e) sind 
je zwei Punkte b;, b,, für die zweite Gruppe von 24 Correlationen mit 
Axenpaar e(!) (ec) je zwei Punkte b;, b;, welche von den Punkten 
t;, C bez. um einen Achtelskreis abstehen, die Mittelpunkte der fest- 
bleibenden sphärischen Strahlbüschel. 


b RI SuNG 5 | 
oa Az —— - Pi 
ZB05., Nesu=s], ss een 3], va “ 
b... —--- 00 3 fer 
Var ya 
S?=[12-3-4|, Umwendung um (b; b;); 
[5.0005 75: si| 
und —[-342-1], $®—= [43-12], „ 2 
| b; - 38 0) 0 seo | 
Vasıya 


S®—=[-2-143],, Umwendung um (b; bj). 
69) 12+24 = 36. vierzählige Axencorrelationen zweiter Art, 
nämlich die inversen derjenigen unter 6%"). 
2.B. = [-12 43], S®—=|-124-3 : 
Er n N =: er 5 Ft - \ = ' b;, b, und S“ wie oben. 
7) 2.16 = 32 sechszählige allgemeine uneigentliche Corre- 
lationen. Die beiden imaginären Eckpunkte (und Hauptkugeln) des 
Haupttetraeders sind dieselben, wie für die entsprechende Drehspiege- 
lung (vgl. 7«,)), nämlich 2 Punkte f, (2 Hauptkugeln «,) auf k, da- 
gegen stehen die beiden reellen Eekpunkte p;, p. von denjenigen a, d 
um je einen Achtelskreis ab (vgl. $ 32 unter 2b)). Die Elemente des 
entsprechenden Haupttetraeders sind bereits früher $ 8 unter (50%), (50) 
angegeben worden. 
Z2.B. —=[-1342]|, S®—= [-1423].- 
S?=[1423] und $S“= [1342], sind die dreizähligen einfachen 
Drehungen #190, und 41209, $3— [-1 234], ist die Polarcorrelation 
in Bezug auf 3% (vgl. 60®); PP... —r+22 +2? +22 — 0. 
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7e,) 2.16 = 32 sechszählige allgemeine uneigentliche Corre- 
lationen, nämlich die inversen derjenigen unter 7«‘). 

2. B. Ss — [1-3-42], S®— [1-4 2-3]; $” und $“ sind dieselben, wie 

“ unter 7«‘), dagegen bedeutet S®— [1-2 -3-4|; die inverse Polar- 

eorrelation in Bezug auf 3° (vgl. 6«%"). 

Damit sind endlich auch die 192 uneigentlichen Öorrelationen, 
durch welche die Gewebe @, und @‘, in sich übergehen, vollständig an- 
gegeben. 

Die eigentlichen und uneigentlichen Collineationen und Correlationen, 
durch welche die diesen Geweben ein- und umgeschriebenen Polytope P, 
und P,' in sich übergehen, sind damit unmittelbar gegeben (vel. $ 33). 


Sphärisches Zellgewebe 6, des regulären Vierundzwanzigzells 
und das ihm conjugirte @';. 

1) Das sphärische Gewebe @;,, welchem ein reguläres Vierund- 
zwanzigzell (Ikositetratop) sowohl ein- als umgeschrieben ist, entsteht, wie 
bereits in $ 35 unter 3) bemerkt wurde, durch Zusammenfassen von je 16 
in einem Punkte b zusammenstossenden Elementartetraedern. Dasselbe setzt 
sich aus 24 regulären sphärischen Oktaedern zusammen mit je zwei gegen- 
überliegenden Eckpunkten a und 4 Eckpunkten c, während die 32 Punkte d 
die Mittelpunkte der sphärischen Kanten %=(ce), die 24 Punkte b die 
Polyedermittelpunkte bilden. Die Grenzflächen sind reguläre sphärische 
Dreiecke, welche sämmtlich den Hauptkugeln 8 angehören, mit den Seiten 
(Bogen der Hauptkreise #) ac— cc — 60° und den Winkeln 180'’—27 (vol. 
Fig. 2). Von den 24 sphärischen Grenzoktaedern stossen in jeder der 96 
Kanten 8, im jeder der 96 Grenzflächen 2 und in jeder der 24 Eeken 6 
Oktaeder zusammen. Es ist also, entsprechend den Bezeichnungen in $& 34 


a; — 60°, A; = 18009, y=1200. . 2 2. ..2.2.2 (1000) 


Die Mittelpunkte der 8 übrigen Kanten ac jedes Oktaeders, sowie 
die 96 Flächenmittelpunkte treten in der Figur des Gewebes @, erst auf, 
wenn die 8 Hauptkugeln y, die Polarhauptkugeln zu den Punkten c con- 
struirt sind; dieselben bilden mit den 4 Hauptkugeln $, wie nachher bemerkt 
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werden wird, die Seitenflächen des conjugirten Gewebes @‘,, dessen Eck- 
punkte die 24 Punkte b sind. 

Das dem regulären Gewebe @, eingeschriebene Polytop ist das 
reguläre Vierundzwanzigzell P;, dessen Beschaffenheit sich in ein- 
facher Weise aus derjenigen des Gewebes @, ergiebt. Für den Eckradius 
’,—=1 erhält man für die Abstände »,, v, r, der Kanten, Seitenflächen und 
Grenzräume: 


= /3 
Va Ws =. EEE ODE 


 — 
und für die Länge 8, einer der 96 Kanten, den Inhalt 3, einer der 96 
Seitenflächen, den Inhalt ®, eines der 24 Oktaeder und den Inhalt R, eines 
der 24 Räume, welche durch Verbindung eines Oktaeders mit dem Mittel- 
punkte O entstehen, in den bezüglichen Maasseinheiten: 


l l 1 
S—l, %=ıV3 PB —=3V2, = 75: 


so dass der „Umfang“ (die Grenze) des Vierundzwanzigzells 8/2, der In- 


(1007) 


halt 2 beträgt, während das Volumen eines sphärischen Oktaeders m ist. 


2) Analoge Betrachtungen zu den in $ 34 2), 3), angestellten ergeben 
nun leicht, dass das dem Gewebe @, umgeschriebene Polytop P, eben- 
falls ein reguläres Vierundzwanzigzell ist, dessen 24 Eckpunkte die Pole 
der oktaedrischen Grenzräume des eingeschriebenen P, in Bezug auf S, sind 
und dessen 96 Kanten, 96 Grenzflächen bezw. polar den 96 Grenzflächen, 

a, 


96 Kanten von P, entsprechen. Für die Abstände »‘, r, r, 7 und für die 


Grössen &%, 5, P‘, N, ergiebt sich (vgl. (1008) und (100y)): 


3 1 
r. = —V2, „= ——-\/2: [en —a r,— — le un, (10089 


FE 1 75 4 
K — V 2 ’ 53 zZ > V 3 ’ BP‘; — 9 N; —-, (1007) 


Auch analytisch mit Benutzung des vierfach rechtwinkligen Coordi- 
natensystems können die Eigenschaften und polaren Beziehungen von P; 
und P‘, sehr einfach erhalten werden. 

Durch die 24 Eekpunkte von P‘, ist auf dem mit S, eoncentrischen 
taume $‘, mit dem Radius r,—=y/2 ein reguläres sphärisches Gewebe @*, 
bestimmt, welchem P‘, eingeschrieben ist. Dieses Gewebe @“, ist dem Ge- 
webe G, vollständig ähnlich und wird durch die vier Hauptkugeln « und 
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die acht Hauptkugeln y‘ gebildet, welche die Schnitte von S‘, mit den 
4+8 Euklidschen Räumen sind, die S, in den 4 Hauptkugeln « und den 
8 Hauptkugeln 7 schneiden. Es ist also (vgl. (100«)) 
e', = 60%, 4, — 18002, Y,—120° . . . 2.2... (1006) 
und für die Neigungswinkel Wy,, Wr, Wi, (vgl. $ 34 unter 3)) ergiebt sich 
W,= 1208, We —2 W,=600. 2.0.2.2. 0. (1009) 

Das dem Gewebe @“, umgeschriebene Polytop ist wiederum ein dem 
ersteren P', concentrisches reguläres Vierundzwanzigzell, für welches W,,, 
Wr, Wr, bez. dieselben Werthe haben, wie W,.,, Wr, Wi. 

Das durch die Hauptkugeln « und y auf dem sphärischen Raume S$; 
erzeugte, dem @“, concentrische und ähnliche Gewebe 6“, endlich, welches dem 
Gewebe G, congruent ist, soll auch hier das zu @, conjugirte genannt 
werden. Die Eckpunkte b dieses Gewebes @‘, sind die Mittelpunkte der 
Polyeder von @,, die Kantenmittelpunkte (Flächenmittelpunkte) von @, sind 
die Flächen- (Kanten-) Mittelpunkte von @, und die Polyedermittelpunkte a 
und c von @‘, die Eckpunkte von @,. Die Kanten gehören sämmtlich den 
Hauptkreisen % an. (Vgl. Fig. 4 und Fig. 5, in welchen bez. ein schraffirtes 
reguläres Dreieck b b b eine Grenzfläche des sphärischen Oktaeders darstellt.) 

3) Die 4 Hauptkugeln «, die 8 Hauptkugeln y und die 12 Haupt- 
kugeln 3, welche bez. die beiden conjugirten Gewebe @‘, und @, mit den 
Eekpunkten b, a und c erzeugen, können als die Projeetionen der 6 Funda- 
mentaltetraeder 7, ..7, von O aus auf S, aufgefasst werden, während die 
8S+16+24=48 Eckpunkte a, c, b (nebst Gegenpunkten) als Projectionen 


den 24 Eckpunkten dieser Tetraeder — für den hier vorausgesetzten Fall 
der Regelmässigkeit der sphärischen Gebilde — entsprechen. 


Vollständige Figur der beiden regulären Gewebe 6; und €'z. 
1) Zu der in $ 55 betrachteten vollständigen, durch die Hauptkugeln 
« und £ gebildeten Figur treten hier noch die 8 Hauptkugeln y hinzu. Die 
24 Hauptkugeln schneiden sich (vgl. (99)): 


zu je vieren («a £ 82) in 6 Hauptkreisen e, e‘, entsprechend den 


6 Kanten e von 7, 
a SO j (1008) 
zu je vieren (® &® yy) in 12 Hauptkreisen e), eW', ur 


den übrigen 12 reellen Geraden e, 


Nova Acta LXXV. Nr.1. 31 
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16 Geraden %‘, 
zu je dreien (@yy) in 16 Hauptkreisen %, entsprechend den 
16 Geraden %, 


= je dreien (# 2%) in 16 Hauptkreisen 7‘, entsprechend den 


zu je zweien («, ß) in 24 Hauptkreisen d, d‘, entsprechend 2 
den 24 Geraden d, 
zu je zweien (8, y) in 48 Hauptkreisen a), a‘, entsprechend 
den 48 übrigen reellen Geraden d, 
womit alle Schnitthauptkreise angegeben sind, da 
s()+12(s +16 )+1( )+2( )+48(3) = 275 = 2) ist. 
Die Sehnittpunkte der 24 Hauptkugeln sind (vgl. (99%): 
4 Punkte a,..a, (und Gegenpunkte a‘, ..a‘), | 3 Hauptkugeln « 
entsprechend & .. e,, in denen sich | 6 5 ß 
8 Punkte c, ..c (und Gegenpunkte c ..cs), | 3 Hauptkugeln « 
entsprechend e; .. &,, in denen sich | 6 ri ß 
12 Punkte b, ..b,,; (und Gegenpunkte b‘, .. 6), | i Eanptknzelnze 
entsprechend &3.-e,, in denen sich | n % 2 
” 7 (1008) 
16 Punkte d,...d, (und Gegenpunkte d, ..d‘.), | 1 Hauptkugel « x 
entsprechend d, ..di,, in denen sich \ 3 Hauptkugeln 3 
PB Punkte d%..d%) (und Gegenpunkte d%..dG,),[ 1 Hauptkugel 7 
entsprechend bi; .. ds, In denen sich | 3 Hauptkugeln 3 


a 


I 1 Hauptkugel « 
+ ß 
| : Hauptkugeln y 


48 Punkte #2... v2 (und Gegenpunkte d%...d%), 
entsprechend d;5 - . da, in denen sich 


vereinigen. 
Die Summe dieser Schnittpunkte: 


rl) rn) 


muss noch, da auf jedem der 6 Hauptkreise e, e‘ vier Punkte a, a, b, 6, 
ebenso auf jedem der 12 Hauptkreise ce), .‘ vier Punkte b, 6, &, c, 
ferner auf jedem der 16 Hauptkreise % sechs Punkte ac, cd,d,d, 

und ebenso auf jedem der 16 Hauptkreise 7% sechs Punkte b, b, b, d, d, d 
liegen, um 
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18 (4-1) () +32 (6—1) )- 376 


vermindert werden, so dass die Anzahl der Schnittpunkte aller Hauptkugeln 


24 
>) _- 
024 — ©) 
resultirt. 


Die Coordinaten der Punkte a, c, b (vergl. $ 3 unter (12@)) und der 
Punkte d, vd), v2) (vergl. $ 3 unter (129)) sind bez. folgende (aus den ange- 
führten durch alle Permutationen und Zeichencombinationen herzuleitende): 


l 1 1 
ee Ve — 
Ir Was 


I We Vs Ey: 
() ya za 
ö ...3V8 5 /3 av a av 3 
R 5) il 
20 © (2) r —_ 
/2 sl | 3 r 6 v6 


In dem Gewebe @, mit den Eckpunkten a,c und den Polyedermittel- 
punkten 6 treten, wie bereits erwähnt, die 32 Punkte d, d' als Mittelpunkte 
der Kanten %=|cc| der sphärischen Oktaeder, ferner die 64 Punkte 5), 9 
als Mittelpunkte der Kanten %“—]|ac| und die 96 Punkte v2, v2 als Flächen- 
mittelpunkte auf. Für das conjugirte Gewebe G@‘, mit den Eekpunkten b 
und den Polyedermittelpunkten a, ce sind die 96 Punkte 9%, v2 die Mittel- 
punkte derjenigen Flächen der Oktaeder, welche den Hauptkugeln « an- 
gehören, die 64 Punkte v0), d() die Mittelpunkte der Flächen, welche den 
Hauptkugeln 7 angehören. Es giebt 16 Oktaeder mit je vier Flächen « und y 
und einem Polyedermittelpunkte c, 8 Oktaeder mit 8 Seitenflächen y und 


2 

fr 
oO 
je») 
[e>} 


(100) 


DI m 
Ir wir 
wm 
1 7 


einem Polyedermittelpunkte a. 
Auf jeder der 4 Hauptkugeln « treten zu den 3 Hauptkreisen e und 
und den 6 Hauptkreisen d noch 4 Hauptkreise % hinzu, welche auf der 
Hauptkugel die Aequatoren zu den Punkten d sind und die 6 Hauptkreise 
din 12 Punkten v2) und deren Gegenpunkten 92” schneiden. Vgl. Fig. 4. 
Auf jedem der 6 Hauptkreise d= |a vd) d b d v2) | ist 
added 7) 
DER anne 300 un. Slukun, SEN ee ER 8009) 
Id — 27 — 90°; | 

auf jedem der 4 Hauptkreise 7; = | b (2) 6 9) p v2 | ist 


En 300. a En A 00) 
Salz 
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Die regulären Dreiecke (von welchen eines in Fig. 4 schraffirt ist) 
mit den Fekpunkten 5, den Kantenmittelpunkten 52) und dem Flächenmittel- 
punkt d sind Grenzflächen von 8 sphärischen Oktaedern des Gewebes @‘,. 

Auf jeder der 8 Hauptkugeln y treten 3 Hauptkreise e), 6 Haupt- 
kreise d() und 4 Hauptkreise % auf, welche auf der Hauptkugel bezw. die 
Aequatoren zu den Punkten c, 5 und ») sind. Vergl. Fig. 5. Auf jedem 
Hauptkreise ed = |cbeb| ist ch=bce= 45", auf jedem der Hauptkreise 
AV =|cH9 HM HH 9 | ist 

c dl) — 92) = 7] 


dl) Hp — c HR) — 9007 BE RL." 
v2) HM — 27—90°, 
und auf jedem der Hauptkreise 7 — | 5 d(?) 6 9%) 6 9°) | wiederum 


HAM —HdH—= 300... (100). 
Die Grenzfläche eines sphärischen Oktaeders ist ein (schraffirtes) Dreieck b bb. 

Endlich treten auf jeder der 12 Hauptkugeln $ zu dem Hauptkreis e, 
den beiden Hauptkreisen ., den beiden Hauptkreisen d und den vier Haupt- 
kreisen % noch vier Hauptkreise 4) hinzu, welche auf der Hauptkugel die 
Aequatoren zu den Punkten c sind. Vel. Fig. 6. Die Eintheilung dieser 
sämmtlichen Hauptkreise ist entsprechend die nämliche, wie auf den Haupt- 
kugeln « und y. Die Grenzfläche eines sphärischen Oktaeders ist ein 
(schraffirtes) Dreieck acc; dieselbe beträgt keinen aliquoten Theil einer 
Hauptkugeltläche. 

Auf jeder der 4 Hauptkugeln «, der 8 Hauptkugeln y und der 12 
Hauptkugeln $ ist sonach dieselbe Eintheilung durch 3+6+4 = 13 Haupt- 
kreise vorhanden; und die 4 Punkte a, 8 Punkte c, 12 Punkte b (nebst 
Gegenpunkten), andererseits die 16 Punkte d, 32 Punkte »() und 48 Punkte 
v9) (nebst Gegenpunkten) treten als gleichberechtigt auf, ebenso wie die 
6 Hauptkreise ee‘, und die 12 Hauptkreise ec), e und andererseits die 24 
Hauptkreise d, d‘ und die 48 Hauptkreise a), aM. 

2) Durch die 24 Hauptkugeln «, 3, y wird der sphärische Raum in 
1152 Elementartetraeder T, getheilt, indem jedes der 24 sphärischen Okta- 
eder des Gewebes @;, wie des conjugirten Gewebes @‘, durch die 3+6=9 
Symmetriehauptkugeln in 48 solcher Tetraeder zerlegt wird. Für jedes der 
24 Oktaeder des Gewebes @, sind diese Symmetriehauptkugeln 3 Haupt- 
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kugeln 8, 2 Hauptkugeln « und 4 Hauptkugeln 7, für die 16 Oktaeder des 
Gewebes G‘, mit je 4 Seitenflächen « und y 3 Hauptkugeln 7 und 6 Haupt- 
kugeln $, für die 8 Oktaeder von 6“, mit 8 Seitenflächen 7 3 Hauptkugeln 
« und & Hauptkugeln 2. 

Diese 1152 einander congruenten Elementartetraeder T;, zerfallen in 
drei Gruppen von je 384 Tetraedern. Je drei dieser Tetraeder Z,), 2,9, T,®9, 
von welchen jedes einer der drei Gruppen angehört, bilden zusammen eins 
der 384 Elementartetraeder T, der Gewebe @ und @% (vgl. $ 35 unter 2)), 
da jedes dieser letzteren Tetraeder T, durch zwei Hauptkugeln y in drei 
Tetraeder £,®, 7,9, T,® zerlegt wird. (Vergl. Fig. %, welche eine schema- 
tische Zeiehnung eines derartig in drei Theiltetraeder zerlegten Tetraeders 
darstellt.) Als Beispiel werde das in $ 35 2) betrachtete Tetraeder T;: 
a, b- c; d, gewählt, welches durch die beiden Hauptkugeln 7; und y; in die 
drei Theiltetraeder: 


TU) © 00 [163 b- d,W 9,2 ne Y2 Bs a B 
9... HM ... 72 Be Ya Bs | 7a (100%) 
T,8) ent b- dı 9,2 Ole Bs 73 Bs 


zerlegt wird. Die Seitenflächen sind schraffirt in den Fig. 4, 5, 6 angegeben. 

Die rechtwinkligen Coordinaten von a, b,, c,, d, und von Ps, Bu &ı, Ba 
sind in (9%) ($ 35), diejenigen von d,, d,() unter (1007) (dieses $) angegeben, 
nämlich: 


ee i (1002,) 
r ia ee 
die Coordinaten von y, und y; sind: 
= Cu R al 0 LE 
ec (vgl. 2 unter 7, ın (79e) S 10) aaa 
ee | 02) 
Ya MELDE sr a ialeg 


Die Elemente eines jeden der drei Tetraeder T,), T,@), T,©) sind 


aus der folgenden Zusammenstellung zu entnehmen: 
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Centriwinkel einer sphärischen 


Kante: Hauptkreis: 
ben . e oder eW... 
Ken OH =D 1% = 27 90°... dD oderd. 
[% d,® en cd® ee C d, 3310 Ih 1 
|, 9,0 = b- 0,0 b. 0,0 = 30° CH 1% vi 
| A d,® — aus = a, d,® = 90°—y . doder dd ... 
\b- DV —=b.d% —=b,Dd = 907 Be d 


Neigungswinkel der Haupt- 
kugeln an dieser Kante: 


ahreprdsm=r hs = 45°] 


pherhunh— 90° | 


Bed — Be ds — 5 Rs — 60° | 
RR B—ar— 60 | 
— Be Y3 == 90°) 


Bs aı 
nen d maß = 90] 


o 
[- 7] 
Pr 
= 


Neigungswinkel der Hauptkreise an den Ecken von 3,®: 


(für T,®, T,® durch Vertauschung aus (100%) entsprechend zu erhalten) 


v9 080 = 907 8% b-d, 0 — 90—7 9,® d)®p. —= 60 b- d,® d,0 — 900 
d,® 5 b- — N d,® b- u = 450 b- d,D 18} =_ 90° d, ARE) [183 = 60% 
b- a 8,9 = 450, ,b6d9—=n, % dHV!HR— 90), a, d® b, — 90° 


(1004) 


Man erkennt leicht hieraus, dass die beiden rechtwinkligen sphä- 
rischen Grenzflächen, welche bei 2,) und Z,@) die Kante 9, 9,®, bei T,% 


die Kante », d,?) gemein haben, congruent sind, ebenso dass die beiden 


rechtwinkligen Grenzflächen, welche die Gegenkante, bei T,() die Kante 


as b-, bei T, 9 und T,@) die Kante c, b, gemein haben, congruent sind. Der 


Excess der ersteren Grenzfläche, welche den 6ten Theil der Grenzfläche 


eines der sphärischen Oktaeder beträgt, ist = 60°—, der Excess der anderen 


x 59 ._ . -0 x a3 . . && 
Grenzfläche ist gleich „—45 , also beträgt die Summe der vier Grenzflächen 


eines Elementartetraeders T, oder der Umfang 50°, d. h. den 24ten 'T'heil 


einer Hauptkugel. Als Summe der Umfänge der vier Grenzdreiecke ergiebt 


sich 390° und als Summe der Excesse der 4 sphärischen Ecken 150° oder 


en einer Hauptkugel (vgl. $ 35 unter 2)), während das Volumen eines sphä- 
1 


rischen Tetraeders T, 


1 


„ 


52 
1 


des Volumen des sphärischen Raumes S,, also 


@ beträgt. Als Modulus des sphärischen Tetraeders (vgl. (100%)) ergiebt 
576 


sich —= sin (27 — 90) = — 008 27. 


[SU en 


3) Werden je 48 der um jeden der 24 Punkte 6 (b) herumliegenden 


Elementartetraeder zusammengefasst, so resultirt das reguläre Gewebe @;, 


dessen Eckpunkte, Kanten-, Flächen- und Polyeder-Mittelpunkte bezw. die 


Punkte a+c, d9+v), #29) und 6b sind, während durch das Zusammenfassen von 
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je 48 um jeden der 8 Punkte a (a) und der 16 Punkte c (c) herumliegenden 
Elementartetraedern das eonjugirte reguläre Gewebe @‘, erhalten wird, 
dessen Eekpunkte, Kanten-, Flächen- und Polyeder-Mittelpunkte bezw. die 
Punkte p, 9, d+5( und a+c sind. Wenn je 12 der in jedem der 96 Punkte 
v2 (9%) zusammenstossenden Elementartetraeder zusammengefasst werden, 
so resultirt ein festes, gleichzelliges Gewebe, welches von 96 con- 
eruenten, dreiseitigen sphärischen Doppelpyramiden begrenzt wird. Die drei- 
seitige Basis einer solchen Doppelpyramide hat zwei Eckpunkte c und einen 
Eekpunkt a, in deren jedem 12 Polyeder zusammenstossen, und 2 Spitzen b, 
in deren jeder 8 Doppelpyramiden zusammenstossen. Ein gleiches festes, 
gleichzelliges Gewebe ergibt sich, wenn je 12 der in jedem der 32 Punkte 
8 ®) und der 64 Punkte 9 (9) zusammenstossenden Elementartetraeder 
vereinigt werden; die dreiseitige Basis einer Doppelpyramide hat dann drei 
Eckpunkte 6 und je eine Spitze a und ce. Bei dem ersteren Gewebe bilden 
die Polyeder-Mittelpunkte des zweiten, bei dem zweiten die Polyeder-Mittel- 
punkte des ersteren die Halbirungspunkte der Kanten, welche die Basen 
der Doppelpyramiden darstellen. Jedem der beiden gleichzelligen Gewebe 
entspricht ein zugeordnetes festes gleieheckiges Gewebe, dessen 96 
Eckpunkte die Polyeder-Mittelpunkte d@, bezw. d und v() sind; in jedem 
Eekpunkte stossen 3 sphärische Kubooktaeder und 2 reguläre sphärische 
Hexaeder zusammen. Das erstere besteht aus (8+16) Kubooktaedern mit 
den Mittelpunkten a und c und aus 24 Hexaedern mit den Mittelpunkten b, 
das zweite aus 24 Kubooktaedern mit den Mittelpunkten b und aus (S+16) 
Hexaedern mit den Mittelpunkten a und c. 

Die Beschaffenheit der diesen gleichzelligen Geweben umgeschrie- 
benen und der den gleicheckigen eingeschriebenen Polytope ergiebt sich 
leicht aus dem Gesagten. 

4) Auch für die durch die beiden conjugirten Gewebe @, und @'; 
bestimmten sphärischen Figuren sind noch einige weiteren Punkte, Haupt- 
kreise und Hauptkugeln zu berücksiehtigen, welche zu den unter $ 35 4) 
aufgeführten hinzutreten und ebenfalls Projeetionen von Punkten, Geraden 
und Ebenen sind, die bereits bei den entsprechenden dreidimensionalen 
Figuren bestimmt wurden. 

Ausser den Projectionen der reellen Punkte {9 —f(” ($ 22) u. (109). 


0 
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welche auf den 6 Hauptkreisen e und den 12 Hauptkreisen e(!) zu je vier 
(nebst Gegenpunkten), die Oktanten ab und bc halbirend auftreten, 
ausser den Projeetionen der beiden reellen Punkte u, —i,® ($ 2, $ 3 (12y)), 
welche nebst Gegenpunkten auf den 24 Hauptkreisen d, die Quadranten 
ad b halbirend auftreten, und endlich ausser den Projectionen der Punkte p 
($4 7) und 13 )), welche zu je sechs nebst Gegenpunkten auf den 16 
Hauptkreisen 7, die Bogen cd halbirend, auftreten, erhält man noch auf 
jedem der 48 Hauptkreise a) und a‘ je zwei Punkte d, (mebst Gegen- 
punkten), welche, wie die ersteren Punkte d,, hier als Halbirungspunkte 
der sphärischen Kanten mit den Centriwinkeln 27 —90° auftreten (vgl. (100x)) 
und endlich auf jedem der 16 Hauptkreise % ebenfalls je 6 Punkte p (nebst 
Gegenpunkten), während die Halbirungspunkte der Bogen mit den Öentri- 
winkeln 90°, der 24 Hauptkreise d und der 48 Hauptkreise aU) für das 
Folgende nicht in Betracht kommen. (Vgl. Fig. %e).) 

Je vier Punkte i, und d, (nebst Gegenpunkten) liegen wiederum 
auf einem Hauptkreise d,, deren es 72 giebt, so dass jeder Hauptkreis durch 
die abwechselnd aufeinander folgenden Punkte i,9 und d, in 16 gleiche 
Bogen (— 22'/.°) getheilt wird und jedem der 1152 Elementartetraeder ein 
solcher Bogen zukommt, welcher die Gegenkanten e oder ce) und d oder a 
halbirt und rechtwinklig schneidet. Durch jeden der 72 Punkte i,9 (und 
deren Gegenpunkt) gehen 4 Hauptkreise d,, durch jeden der 144 Punkte d, 
(und deren Gegenpunkt) gehen 2 Hauptkreise d, hindurch. 


8 39. 
I. Transformationen der beiden regulären Gewebe 6, und @'; 
und der ihnen zugehörigen Polytope in sich selbst. 


Die Gesammtheit der Transformationen, durch welche die durch den 
Verein der beiden conjugirten regulären Gewebe @, und G‘, bestimmte Figur 
in sich übergeht, ergiebt sich aus den Substitutionen der in $ 23 II) be- 
trachteten Gruppe G&.. (bez. 611%), welche die harm onische Configuration 
in sich überführen, dureh den Process der Uebertragung aus dem Raume 
R, in den sphärischen S, und umfasst 2304 Gollineationen und ebensoviele 


Correlationen. Die Substitutionen der Untergruppe 6% (bez. @%%), durch 
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welche die drei Teetraeder 7,, 7;, 7; in sich und in einander übergehen oder 
die Reye’sche Configuration in sich transformirt wird, liefern die 1152 Colli- 
neationen und ebensoviele Correlationen, durch welche das Gewebe @, allein 
und die ihm zugehörigen regelmässigen (und theilweise regelmässigen) Poly- 
tope in sich übergehen. 
Diese beiden Gruppen enthalten die weitere Untergruppe Gi, (bez. 
1»), welche die in $ 36 aufgeführten 384 Collineationen und 384 Üorre- 
lationen für die Gewebe @, und @, ergiebt. Um daher zunächst die sämmt- 
lichen Transformationen, welche aus @%, für @, allein resultiren, anzugeben, 
sind zu den in $ 36 aus 1), 2a), 3a); 6a), 6d), 7a) der Tabelle G;4, in $S 23 
II) abgeleiteten Transformationen noch die aus 2b), 2c), 3b), 3e), 4); 6b), 
6c) und 7b), 7e), 7d) resultirenden hinzuzufügen. 


I) Transformationen, durch welche 6, in sich übergeht. 
A) Bewegungen (zwei- oder vierfache Spiegelungen). 
Zu den in $ 36 unter A) 1«), 1), 18), 18), 171), 1x), 2a,), 2a.), 
3), 3%), 3ßı), 3%) und 371), 37) aufgeführten 192 Bewegungen treten 
folgende 384 hinzu: 
2b) und 26) 2.16 = 32 dreizählige einfache Drehungen um je 
einen der 16 Hauptkreise % (alle Punkte von % und die unendlich 
fernen imaginären Punkte f, der reciproken Polare %’ bleiben fest). 
Z.B. S=[12-3-4, — Kup, ®—[12 34%, — Arıoo, 
Vgl. $ 28 unter ce) und $ 14 (83«) Formeln (96x), (969). 


2b,) und 26) 2.16=32 besondere sechszählige Doppeldrehungen 
(Drehung nebst Umwendung), nämlich Drehung von 60° oder —60° um 
k und Umwendung um X. 
Z.B. $S= [123 4) = kg09, k’asoy, 9° — [1-2 3-4]; — Äggo) A’1s09). 
Ss? und S! sind die dreizähligen einfachen Drehungen 2b,), 2e,), 8? ist 
die Inversion. Vgl. $ 28 unter c$), Formeln (96%) und $ 14 (83«). 

3«,) 24 Umwendungen um je einen der 24 Hauptkreise dl). 
Z.B. Ss=[1-2-4-3), ud S=[-1243], (vgl. $ 28 (967), (960)), 

3@,()) 24 Umwendungen um je einen der 24 Hauptkreise a())) 
2.B. S=[-1 243], und S=[1-2-4-3], (vgl. $ 28 (967), (960). 


Nova Acta LXXV. Nr.l. 32 


250 Edmund Hess, 


33,0) 2.12—24 vierzählige einfache Drehungen um je einen der 
12 Hauptkreise e(!) und e(‘; vgl. $ 28 ca). 
e30°) und = [3 —4 —2 —1]; = (90°) 


Be le ll — 
S—[4 3 -1 2, — echo 53 = [4 -3 -1 2]; = eos) 
2—[2 1 4 3], — erden S?—=|[-2 -1 4 3], = edisoo) 
Zr —[-12-4-3h — en) S=[12 4-3, — ein 
g=[2 -1-3-4|, — ehoe S=[2 -1 3 4 = eg) 
5? = [-2 -1-4-3], = e(soo) ®—[2 1 -4 3] — eds) 
» — (45) vgl. (807) in $ 11 e — (86) vgl. 80y) in $ 11. 


330) 2.12=24 besondere vierzählige Doppeldrehungen, näm- 
lich Drehung von 90° oder —90° um e” (ec) und Umwendung um 
e (e®); vgl. 8 28cP). 


() ay 


Zara 2 eago) und S=[-3 4 2 1, = ergo) Eısoo) 
S3—= [-4-3 1-2) = eg) E80) S=|4 3 1 2, = eo) Eısor) 
2—[2 1 4 31 — es) S2—[-2 -1 4 3], — euiso) 
S—[1 —2 4 3, — eo) Es) S—=[1 -2 4 3, — eye) e(ısoo) 
ss —= Fa) 34, — Cm) e«1e0n) S3—[-2 1-3 —4] = eygo) E(i80o) 
S? = [-2-1-4-3], = eds) S=[2 1 -4 —3]ı = &ıgon) 


311) und 34,0) 4.24=96 allgemeine achtzählige Doppel- 
drehungen, deren Schraubenaxen je ein Hauptkreis d, und dessen reeci- 
proke Polare d‘, sind. Die Elemente des festbleibenden sphärischen Tetra- 
eders, dessen Eckpunkte 4 imaginäre Punkte i9 —j(®, dessen Hauptkugeln 
4 imaginäre Hauptkugeln «9 — g9 und dessen Kanten ausser den reellen 
Schraubenaxen d,, d‘, je ein imaginäres Hauptkreispaar d,, d, und e@), ce 
sind, finden sich bei den folgenden Beispielen angegeben (vgl.$ 8 Ü I unter 2)). 

Erstes Beispiel: 


[5 == [1 43 —2]), = dy‘(450) dy(135%), 83 = [4 1 2 3) == do 1350) de(450), 
| Sfr — [-1 4-3 2], = di-igso) das, BT—[4-1 23h = dic-450) de(-1350) 
— [2 1 4 2]; = diugoo) dor-909), S— [2 -1 4 3], = dio-90%) do(g0o) 


bedeuten wiederum (vgl. $ 36 unter 37,), 37,) die vierzähligen Doppeldreh- 
ungen, deren Schraubenaxen eine lineare Congruenz bilden, S—=|-1-2-3—4]|, 
bedeutet die Inversion. Das zugehörige festbleibende Tetraeder hat 
folgende Eekpunkte, Hauptkugeln und sphärische Kanten, deren orthogonale 
Coordinaten, für die Kanten in Pix-Coordinaten angegeben sind: 
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. ” = a | 0) 1 . 
ee lea en 
32 era letz (v2—1) (21) one [ar 10 N ..e@)..(35) 
m: z 5) r 
1 ...14 i2+1) Val &ı ya Vinatnäre, 
asl=ladl.-- Ta Es 
| =14&]| et i/2 Hauptkreise 
1 32 nee AR 
V2—1 sr A . o| | 
2/72 2av2 | 2 
— le .d 
a3al=l%85]| Va+1 u do : 
ala van! ® 
— Be} 
EN ie 
En ay2a 2ya = 
23»1=14&l.-- RB / .do| 
— - —_. 0 
2y2a 2y2 | 
Zweites Beispiel: z 
jE = [3 1 4 2 = dus dass), ST 3 2 Ah — dhgaze) Aaası, | 
1 = [31-4 2) — du-izsy day, 871-3 2-4) = dia) dcizsı |; 
= [-2 il = 3]ı = d',(909) do(-900), 86 — [2 —1l 4 3], — d'o-900) d(900) 


sind wiederum (vergleiche oben) die vierzähligen Doppeldrehungen, deren 
Schraubenaxen eine lineare Congruenz bilden, = |[-1-2 -3 4], ist die 


Inversion. 
Festbleibendes Tetraeder: < KOST 2) 
ARE es ral=-1s5&l---|,,; | eis 
oa AN) re Er ar 
2... 1 iW2HN) Aa) ...& IE le | . . (85) 
3... 14241) ill)... ne 
SR A 7 2 — maginäre, 
a ZZ VE E 3 ll... | en ER ı | sieh selbst 
uf ya : eonjugirte 
2 = —:/y 21 | |Hauptkreise 
el Alles: BE 
B a1 5| | a | d, 
| VE | 
2/2 2/2 = 
aal=1%8]|--- ne 4 . do 7 
ay2 22 S 
ya nEbla = 
av an z 
9 A: a c C | au u Sach, = 
23112 &| va, ı | Sue 
2/2 v2) 
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4a,) 16 dreizählige, 4«,) 16 sechszählige Doppeldrehungen, 
deren Schraubenaxen eine lineare Congruenz mit einem imaginären Haupt- 
kreispaar %, (vgl.$ 6 am Ende) bilden. (Vgl. $ 28 unter dß) und (961), (962) 
und wobei die geraden Potenzen von S 
— k.600) k‘(609) oder k(609) I’ 609), 
— 600) Mo) Oder Argoo) A’-609), 
— I609) eooo) oder Iggo) TK-60°) 
die dreizähligen Doppeldrehungen darstellen. 
Z.B. (vgl. $S 12 A 1): 
S=[134 2], S$®2—=[1 4 2 3], 83—= [-1-2-3-4], (Inversion), 
Ste Ber ne 
Axen %, der Congruenz (vgl. (817)) in %;-Coordinaten: 
ei 
il 
43,) und 43) 4.24 = 96 allgemeine zwölfzählige Doppel- 
drehungen, deren Schraubenaxen je ein Hauptkreis % und dessen reci- 


0 
I. 762.002, 


proke Polare h‘ sind; S = (300) As00) oder 7300) WC 1500). Die Elemente des 
festbleibenden sphärischen Tetraeders, dessen Eekpunkte 4 Punkte 99", 
dessen Hauptkugeln 4 imaginäre Hauptkugeln (© —g®) und dessen Kanten 
ausser den reellen Schraubenaxen A, h‘ je ein imaginäres Hauptkreispaar A, 
und e@) sind, entsprechen genau den früher ($ 8 © I unter 8) (36y) und (360)) 


angegebenen. 
Z.B. (vgl. $ 12 A 2): 
$ =[3 -1 2 4] = h(g00) h‘ 1500) S2— 1 AT 03 h(609) hi. 60°) 
5: — [4 13-2]; = hgısoo) Klaoo) | St= [7173 4 22] — A200) R’_1209) 
SE 4) = (1500) R300) Seel = hx_ 1200) R‘ 120°) 
Su—[4 132, — Az) Mas; | SP=[l 3 4 2) — Ar_goo) Rlooo) 


sind die sechszähligen, unter 4«,) aufgeführten Doppeldrehungen, deren 
Schraubenaxen eine lineare Congruenz mit dem Axenpaar %, bilden; 
5 —= [2-14 3], — Rrgoo) A900), 
9—=[-214-3] = h-909) h (90°) 
sind vierzählige Doppeldrehungen, deren Schraubenaxen eine lineare Con- 
gruenz mit dem Axenpaar e(2) = (46) bilden (vgl. $ 36 unter A 1y,) und 17,); 
8° = [1-2 -3 -4]ı = h(ısoo) Aısoo, ist die Inversion. 
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Damit sind die 192+384 = 576 Bewegungen, welche das Gewebe 
G, in sich überführen, sämmtlich aufgestellt.') 

B) Ein- oder dreifache Spiegelungen, welche das Gewebe 
G, in sich überführen. 

Zu den in $ 36 unter B) 6)... 2), 8 W...%0), 7a,) und 7a,) 
aufgeführten 192 ein- und dreifachen Spiegelungen treten folgende 384 hinzu: 


6«,@) Seinfache Spiegelungen an je einer der Hauptkugelny,.:7. 


er andy: er 1 
2.B.S$S=[-123 4) Spiegelung an fi; ... a ia) 
vgl. $ 29aa). 
ß it) Pa SR 
S= [1 —2—-3 —4], ” „ Mo . 3 2 5) 5 0.5 (&9) | 


6%) 8 Inversionsspiegelungen (Spiegelungen an drei zu einander 
senkrechten Hauptkugeln durch c, ..%) z. B.: 


$—-12 3A)... 


+4 
[0 (=} 


1.8 29a9). 


wie wim 
vwim wir 


udS$S=/|-1 23 4,u... 


Von den beiden Punkten b;, b;, welche auf einem der 12 Haupt- 
kreise ec, (e), der Axe der 90° betragenden Drehung liegen, bleibt 6; fest, 
während 5, in den Gegenpunkt übergeht; die durch die reciproke Polare 
ce’ (ec), deren imaginäre unendlich ferne Punkte festbleiben, hindurch- 
gehende Spiegelhauptkugel ?, bleibt fest, während 3; die Innen- und Aussen- 
seite vertauscht. 

63%) 24 vierzählige Drehspiegelungen. Die Punkte b;, b; 
und die Hauptkugeln #7; und 3; in 68,@) vertauschen sich. 

Beispiele zu 69): Beispiele zu 6%®): 
s-1234,= 6b), |lAr|l, | S =F12-3-4, = (; br) | Bil, 
= [2 -1-4-3]) = (b; by) 900) | Pr |, 8—[-2 1 4 3, = (b; dr)(o00 | Bi | > 

S?=[-2 -1 -4 -3] (Umwendung um Axe). 


Vgl. van Ossl. ce. S. 32, 
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Elemente des Tetraeders: 


1 1 | | 
De De or Rue 
{ Vespa a2 a) 
1 1 (b; dr) - - - vH ne 
b;; .0 0 — -— 0 375 
az | Ei (45) 
6 I A Er a | 0 1,4 
RAN Na sl NE 0 
TOTIOr:. U; (d b,,) Are 10 . el) 
b,, 3.00 5 3 70 23 0 Bı | 0 u 3 


Die beiden anderen Kantenpaare sind zwei imaginäre Hauptkreispaare d. 

S=[1 23 4=(bb)oy Il rl, 8 =l-1253-4, = (b; Bu), | Pr |, 

3 = 1-2 1 —4 —3]3 — (b; bj.) 900) | B% | » | 83 =— [2 — | 4 3]; = (b; bj.) (909) | Bi 
S?=[2 1 -4 -3], (Umwendung um Axe). 


. 


Elemente des Tetraeders: 


il 1 > 
b; 2... 0 0 — —— ...% De 
; ya - 3,8 
= = (b; b7.) > ee el) 
b; v3 3 0 0 Br; 0 9 
Te Be 29 
6 Di oO 0 - Bm Il a | 
a 2 4 
a ee (d b,,) oe ıı E u) 
Im nano 3 | 


Ueber die Darstellung dieser Drehspiegelungen durch drei aufein- 
ander folgende einfache Spiegelungen an drei sich in dem festbleibenden 
Punkte schneidenden Hauptkugeln und die Beschaffenheit einer derartigen 
dreiflächigen sphärischen Eeke ist das in $ 36 unter 63,9) am Ende Ge- 
sagte zu vergleichen. 

7b,) und 76) 2.32=64 sechszählige Drehspiegelungen. Von 
je zwei Punkten «; und v7 d@=1,...8,1=1,...32) welche auf einem der 
16 Hauptkreise #, der Axe der 120° betragenden Drehung liegen, bleibt d/ 
fest, «ü geht in den Gegenpunkt über, die Spiegelhauptkugel 7i, welche 
dureh die reeiproke Polare %* mit den beiden imaginären, unendlich fernen 
festbleibenden Punkten f, hindurchgeht, bleibt fest, während sich bei 67" die 
Aussen- und Innenseite vertauscht. Die Darstellung einer solchen Dreh- 
spiegelung durch drei aufeinander folgende einfache Spiegelungen und die 
Beschaffenheit einer derartigen dreiflächigen sphärischen Ecke ist in $ 36 
unter 7a,) besprochen worden. 
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Beispiel zu 7b): 
S=[1-3 42) = (; Man |ri| , 
8$=[1 -4 -2 -3, = (4; 8/9) )-1209) | Mil , 


il s 
C; 5 - 5 = Mur: A RE ee x,2) 
a Den 
du) =3Vv3 9/3 2/3 9/3 eo) | DIET EL a Be 2) 
er. M 1 il Tuer 0 0 0 
(Ed, WER v 3 v3 v3 IE Er. en u il; 
Dane vs v3 v3 | 


®—=[142 3, — kung und ®—[1 3 4 2] — Klo 
sind die einfachen dreizähligen Drehungen um A (vgl. $ 56 A 2aı)), 
S®—[1-2-3 -4,—=|y; | ist die einfache Spiegelung an 7i. 
Beispiel zu 76): 


sS—-[-13423% —<- (day |ri| > 
S—[-142 3, = (dia |ri|, 
1 1 
© 53 > - 5 E AG) SL 0) rat a2 A) 
| en 
d,(1) =1/3. == =; —— (1) (2) 2 (1) 
l el a 3 2/3 2/3 d DEE MT en 
= u 1 \ | 7 0 ) 0) 
GH)..®..| ya ya | I DR N el 
| | Ne Vene 
S?—= [1 42 3], = h* 1200) und Se — 1 34 2]. = h‘(1200), Sa - 15223 4], — | Ya | 


7b,) und 7%) 2.32 =64 sechszählige Drehspiegelungen. Bei 
diesen bleibt c; fest, während d' in den Gegenpunkt übergeht, I) ist 
Spiegelhauptkugel und die Drehung um die Axe A‘ beträgt 60° (bez. —60"). 
S? und S* sind wiederum die einfachen dreizähligen Drehungen um 7‘, da- 
gegen bedeutet 5? die Inversionsspiegelung. Wegen der Beschaffenheit 
der dreiflächigen sphärischen Eeke, durch Spiegelung an deren Hauptkugeln 
die Drehspiegelung erzeugt werden kann, ist das in $ 36 unter 7a,) Gesagte 
zu vergleichen. 
Beispiel zu 7b,): 
$S=[-1342), Ta BR 
S—[-1 42 3) — Kgoo | 6 | 
S? und S, Tetraeder wie unter 7b), $?= [-123 4), — Kuısoo) | I | die In- 
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versionsspiegelung (Spiegelungen an drei zu einander senkrechten 
Hauptkugeln durch t;). 
Beispiel zu 76): 

Ss —=[1-3—4-2), = Kg) | I) | , 

S—[1-4-2 3) —Kgy) | 60 | 
S? und $:, Tetraeder wie unter 7«), ®—[1-2-3-4]; = Kuss) | 4) | die In- 
versionsspiegelung (Spiegelungen an drei zu einander senkrechten 
Hauptkugeln durch 6;). 

74) 2.48=9 sechszählige Drehspiegelungen, deren Be- 
schaffenheit im Wesentlichen dieselbe, wie der unter 7a,), 7b,), 7e,) betrach- 
teten ist. Von den beiden Punkten b;, 5) (=1,...12, 7=1,...48), welche 
auf einem der 16 Hauptkreise %, der Axe der 120° betragenden Drehung 
liegen, bleibt d/?) fest, während 6; in den Gegenpunkt übergeht, die fest- 
bleibende Spiegelhauptkugel %; geht durch die reciproke Polare 7%‘ mit den 
imaginären, unendlich fernen, festbleibenden Punkten f., (vergl. $ 3 (128) 
hindurch. 

Beispiel: s=-[1 2 4 3, — (6; d®) 1209 | Bi |, 

S—[-1-2 4-3, — (b; dA) 1200) | Bil, 


Er 1 SEN Ve El 
ee = = — u... 1 _-_ — — — 2) 
E va a ei ee 
et ei 
Dee) ir (2) 2) ne N 
V3 Ve. y6 OrzE Ham v2 Ve y6 y6 2) 
0 0 0 1 1 1 

2) — 7% SE Ole 

Bu aha. 1 aan NER 
= [1423-4], — ko, *=[123 4 =kıon, F—=[1243, =|R |. 
74) 2.48=96 sechszählige Drehspiegelungen. Die Punkte 


b; und d5% vertauschen sich, insofern b; fest bleibt, d( in den Gegenpunkt 
übergeht, 6) wird die Spiegelhauptkugel und die Drehungen um die Axe 
k betragen 60° (bez. —60°). 53 bedeutet die Inversionsspiegelung. 
Beispiel: Ss = [-1-2—4-3) — h_gon, | 49 |, 
$=[1243 = k(600) | 2 | , 
S? u. St wie unter 7d,), ebenso das Tetraeder. = [-1-2 4-3], = kuısoe) |? | 


ist die Inversionsspiegelung an drei zu einander senkrechten Hauptkugeln 
durch b;. 
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Damit sind auch die 192+384=576 einfachen und dreifachen 
Spiegelungen, welche das Gewebe @; in sich überführen, vollständig an- 
gegeben. 


A‘) Correlationen, welche eigentlich orthogonalen 
Substitutionen entsprechen. 


Zu den in $ 36 unter A) 1e‘,), la‘), 184), 18%), 17‘), 1y”). 2a‘), 2a‘), 
3a‘), Be’), 384), 38%), 374), 37.) aufgeführten 192 derartigen Correlationen 
treten folgende 384 hinzu. 


2b) und 2c,) 2.16—=32 sechszählige allgemeine Corre- 
lationen (vgl. $ 36 A‘) 2a‘). Das Haupttetraeder hat ebenfalls die unend- 
lich fernen imaginären Punkte f,, und f, von k und A zu Eckpunkten (vgl. 
$ 8 III (497) und (499)), die geraden Potenzen von 5‘ bedeuten hier die ein- 
fachen dreizähligen Drehungen um % (vgl. unter 2b,), 2e,), 5 bedeutet die 
Polarreeiproeität in Bezug auf ix. 
2.B. = [12-34], 56 17234); 
S?—[1 23 4, 54“=[-1-2-3-4); $3—[1 23 4]. 
2b,) und 2c,) 2.16 = 32 sechszählige allgemeine Corre- 
lationen, deren Haupttetraeder bez. dasselbe wie unter 2b‘), 2e‘,) ist; $” 
und S“ sind wiederum die einfachen dreizähligen Drehungen um k, Ss da- 
gegen bedeutet die inverse Polarreciprocität 1«%,) ($ 36). 
Ss? — 282, SA 17 923-4, 89 — FIe2=3=2].- 

3,1) 24 eigentliche Polar-Correlationen in Bezug auf die sphä- 

rischen Flächen 3% (vgl. $ 31 unter 2)), z. B. 

S=[1-2-433j], ud '!=[-1 243], 

3@,(1)) 24 eigentliche inverse Polar-Correlationen in Bezug auf 

die sphärischen Flächen %9, z. B. 

S'=[-1 243] ud ’=[1-2-4 3]. 

38,0) 2.12—=24 vierzählige Axencorrelationen der ersten Art 

mit reellem Axenpaar e(!) (e()). Es bleiben die Hauptkreise der beiden 
sphärischen Strahlbüschel (%, 7x) und (%, 7) fest. S” ist die Umwendung 
um die Axe cell), 


Nova Acta LXXV. Nr.]. 33 
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z.B. 6 =f42 -1), und —-ßB-1271] 
5° =j21 43); S3—= [4-3 -1 2}; 
2»—[2 1 4 3], = eisen) S2?—=[-2 -1 4 3], = efjson) 
0 ED Le EA U N 
; MEMETE: Pay a aa ae 
: PR. . | i 
Eraser Mies: Te ara 
e) — (45) 0 — (36) 


38,0)) 2.12 = 24 inverse vierzählige Axencorrelationen der ersten 
Art z.B. 
S=[3-—- 1], ®®—=[2-1-43), ud =[-3 4 2 1), S?=[4 31 2]. 
S® und 6, %%; 7%, 7% wie bez. unter 38,0). 

31,9) und 3,0) 4.24 — 96 achtzählige Correlationen mit 
zusammenfallender Kernfläche 5%) (vgl. $ 31 unter 6a)); S” und 5‘ 
bedeuten die vierzähligen Doppeldrehungen, deren Schraubenaxen eine 
lineare Congruenz bilden (vgl. 37.) und 37,2), 5“ bedeutet die Inversion. 
z.B. '=[143 2), S®=[-4123]),, S®—=[-1-4-3 2), S"=[4-1-28); 

S2?—[-21 43], = digg) do-gm), 8° —[2-14-3]; — diy-990) Ao(900), 
S4=[-1-2-3-4]; 
FÜ... 224222322222 3422,23 — 0. 
und $—[8=143), 8-13 32, ®-[31-42], H"-F137=4, 
s2—=[-2 1-43], = digg, du), 8° — [2 —1 4-3], = d‘y900) Ay(909); 
Ss—-[1-2-3-4]; 
FO... 242223242 2 3 +32, 23 —0. 

Die festbleibenden Leithauptkreise der beiden speciellen Uomplexe 

und zugleich der linearen Congruenzen für 5? und 5“ sind die beiden ima- 


ginären Hauptkreise e2) — (35). 


4c) 4.8=32 zwölfzählige Correlationen mit zusammen- 
fallender Kernfläche 8x; S“ und Ss bedeuten die dreizähligen, 5” 
und 5‘ die sechszähligen Doppeldrehungen, deren Schraubenaxen eine 
lineare Congruenz mit einem imaginären Hauptkreispaar %, bilden (vergl. 
unter 4«,) und 4«,)), 5% bedeutet die Inversion, 5% und 5% bedeuten die 
Polarreeiprocität und die inverse Polar-Correlation in Bezug auf tx 
(vgl. $ 36 unter A' 1a‘), 1e‘,)). 
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2. B. S:=[1 3 42], S°s=[-1-4-2=3), ST=E153-42]), SU—[T 22 3]; 
S2=[1 4 2 3], S“—[-1-3-4-2), SS=[-1-4-2>3], SU—=][1 2); 
S6—[-1-2-3-4]; S®=[>1-2-34], C=[123 1). 

4#) 4.24 zwölfzählige Correlationen mit zusammen- 
fallender Kernfläche 56 (vgl. $ 7 unter 6)); die geraden Potenzen von 
S' haben dieselbe Bedeutung, wie unter 4«‘), dagegen bedeuten SS und 8” 
vierzählige Null-Correlationen, deren zugehöriger sphärischer Com- 
plex je ein Fundamental-Complex 5 —=0 ist (vergl. $ 36 unter A‘) 
171), 17%). 

Z.B. !—[3-1-24),, SSs=[4-1-3 2), ST=[-312—4),, SU —=[413 2]; 
S2—[-1-4-2-3], S"—=[-1-3-4-2]), S®—[1 4 2 3], SU—[1 3 4 2); 
Ss—[-1-2-3—4]; S3—=[-2 14-3], $°=[2-1-43],; 

FO... 22+22 22 —2?22 3422 4424, 24223 — 

Damit sind die 1924384 — 576 eigentlichen Correlationen, welche 

das Gewebe @, in sich überführen, vollständig angegeben. 


B‘) Correlationen, welche uneigentlich orthogonalen 
Substitutionen entsprechen. 
Zu den in $ 36 unter B‘) 6«‘)..6a%), BM'..&®, 7a‘) und 7a‘) an- 
gegebenen 192 uneigentlichen Correlationen treten folgende 384 hinzu. 
60,6%) 8 uneigentliche Polar-Correlationen in Bezug auf die 
Projeetionen der $S Flächen 7% ($ 7 unter 2)), welche zu je vier das Funda- 
mentaltetraeder 7, oder 7, als Polartetraeder gemein haben, auf S;. 
2. B.. $'—= 128, 


F® ee 2, °+23°+23?+27?+22, 2+22, 23+22 A422 24 —2 24 23 — 223 2, — 0 
und = [1-2-3-4),, 
F@)... 22422122122 2292 2a 322 aaa ya ann). 


6@) 8 inverse uneigentliche Polarcorrelationen; Flächen 
wie unter 6«1)' 

2.B. = [1-2 3-4, wd '—[-1234]. 

68,9%) 24 vierzählige Axen-Correlationen zweiter Art mit 
reellem Axenpaar e) (e)). Die Mittelpunkte der festbleibenden sphärischen 
Strahlbüschel sind zwei Punkte c;, t;, welche bez. um Achtelskreise von den 
Punkten b;, b; (vgl. 63,@)) abstehen (vgl. $ 32 II B unter 2a)). 


33* 
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68,9) 24 vierzählige Axencorrelationen der zweiten Art. 
Dieselben sind die inversen der unter 6,@)), insofern die Gegenpunkte 
c;, c% und die entgegengesetzten Seiten der Hauptkugeln 7;, 7x auftreten. 
Beispiele zu 6A): 


| Ri san ! 

t an de Ze = = 3 u . ı 
g—[1334, ®—-[-1-43), Eu, 07 

Cr sole: = 3 2 > 3 . . »47 

s®=[-2-1-4-3], Umwendung um Axe (G;, %%)— (45) und 

| 2 NL A 

u eu —ı Buena 0 a 
S—=[1-2314),8°—=-[-21-4-3], Dee 

| cz, ... 3 3 => za . - Tk 


S?—[2 1-43], Umwendung um Axe (ti, %%) = (86). 
Beispiele zu 63;@)): 
S—=[712-3—4), 8°—[-2143], S” und G, % wie bez. unter 63,@)) 
und $—=T[-12-3-4,, S®=[2-143], „ . n s a 
7b,) und 7e,) 2.32 —64 sechszählige allgemeine uneigent- 
liche Correlationen. Die beiden imaginären Eckpunkte (und Haupt- 
kugeln) des Haupttetraeders sind dieselben, wie für die entsprechende Dreh- 
spiegelung (vgl. 7b,) und 7e,), nämlich 2 Punkte f (2 Hauptkugeln «,) auf 
k, während die beiden reellen Eckpunkte p;, p; von denjenigen &, d,) um 
einen Achtelskreis abstehen; S? und S“ sind die dreizähligen einfachen 
Drehungen um *k‘, Ss die Polar-Correlation in Bezug auf die Projeetion 
5@) einer Fläche 7?) auf S;. 
Beispiel zu 7b‘): 
s'—=[1-3-422], 85—=[1-4—2 -3]}; 
S?—=[142 3), = krınm, S—[1 3 4 2], — Kann; 
ss —[12-3=4,; 
Elemente des Haupttetraeders: 


1 1767 orale 
ae ee 2 
DR DEE BRETT 
2° 2/3 2/3 2y3 vgl.$ 2 (87) $4 (139) 
ü Li 
(a De) ne a Va 73 
0 0 0 
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F)... 2422422422222 3 22 3 2a 3a 23 2 2,3222 = 0. 


an OU. 
ENIEE OEEN (eier 3.21% 
0 0 0 | 
9 Ins 1 Im, 
Bao... |, 
(tot 173 v3 3 


Die beiden anderen Kantenpaare des Tetraeders sind 2 imaginäre Haupt- 


kreispaare t (vgl. $ 4 unter 7)). 


Beispiel zu 7e‘): 


Elemente des Haupttetraeders: 


S=[-134 2), SS=[-14 23], De N aa ea ei 
S2=[1 423], $“=[134 2]; a 277 7a/a, 72/32/30 7 
SS—=[-123 4);  ı av 373 a 
PR | 
Mm) Ten: ıy3 v3 y3 | 
FM... 22+22+22+22422 2422 3 +22 2 25 a2 a 2a = 0; 


f0, 10 wies unter '7bf). 

7b,) und 7e,) 2.32=64 sechszählige allgemeine uneigent- 
liche Correlationen, welche die inversen derjenigen unter 7b‘), 7e‘,) 
sind. S‘ und $“ werden einfach durch Umkehrung aller Vorzeichen aus $‘ 
und Ss in 7b‘) und 7e‘) erhalten, S® und S“ sind dieselben, wie in 7b‘), 
Te‘), dagegen bedeutet S“ (in den Beispielen 

SS®—=[-1 23 4) und SS—= [1-2 -3 -4],) 

die inverse Polarcorrelation in Bezug auf 3%. 


744) 2.48 —= 9 sechszählige allgemeine uneigentliche 
Correlationen. Die Beschaffenheit derselben ist im Wesentlichen mit 
derjenigen der unter 7a‘), 7b‘), 7e‘) betrachteten übereinstimmend. Die 
beiden imaginären Eckpunkte (Hauptkugeln) des Haupttetraeders sind zwei 
Punkte f, (zwei Hauptkugeln «,) (vgl. unter 7d,)), die beiden reellen Punkte 
p;, Pk stehen von den Punkten b,, d,2) um einen Achtelskreis ab. S” und 
54 sind einfache dreizählige Drehungen um %, 5“ ist die Polar-Corre- 
lation in Bezug auf 3°. 
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3], 55° = [1-2 4-3]; 

52 = -1 —2—-3 —4]; == k—1200), 84 = [1 24 3]s = k(1209) 5 
Sss—[1243]; 

7 a SGENR 24224222 =. 


Elemente des Haupttetraeders: 


1 cı [3 | 66) 1 1 1 1 5 
WE, 0 /: == — = la, Ile DIN | £ hf = 7 = Flak: 2) 
r 3 y6 y6 | R v2 V6 y6s y6 2) 
/1 c2 Cı 1 Ä 1 1 1 
a’ wurele 0) / _ 7 I —. Tr all je IT f ) ee dens Fr = P- 7 Kap xD 
Pr r 3 v6 v6 CR | 0 v2 V6 yes y6 (0) 
7 | 
ig.0 0 0 | Pe Ka en 
Be m ’ 


| I Wanz 

Die beiden anderen Kantenpaare des Haupttetraeders sind zwei 
Hauptkreispaare t (vgl. $ 7 unter 7)). 

74.) 2.48= 96 sechszählige allgemeine uneigentliche 
Correlationen, welche die inversen der vorhergehenden 7d‘,) sind. Vgl. 
die Bemerkungen zu 7b‘) und 7e‘). 

Damit sind auch die 192 +384 = 576 uneigentlichen Correlationen, 
welche das Gewebe @, in sich überführen, vollständig aufgestellt. 


40. 
II. Transformationen, durch welche der Verein der beiden 
conjugirten Gewebe 6, und 6‘; in sich übergeht. 

Die Gesammtheit dieser Transformationen (vergl. $ 39 am Anfang) 
umfasst 2304 Collineationen und ebensoviele Correlationen, welche sich 
durch den Process der Uebertragung aus dem kaum A, in den sphärischen 
S, aus den Substitutionen der in $ 23 II) betrachteten Gruppe Gy, (bezw. 
6%) ergeben. Die Substitutionen der Untergruppe G,, (bez. @5%), welche 
die 1152 Collineationen und ebenso viele Correlationen als T'rransformationen 
des Gewebes @, in sich liefern, sind im Vorhergehenden betrachtet worden. 
Es treten also zu diesen noch 1152 Collineationen und ebenso viele Corre- 
lationen hinzu, welche aus 8a), 8b), Sec), 9a), 9b), 9e) und aus 5a), 5b), de) 
der Tabelle G£), in $ 23 II) resultiren. Die bezüglichen Substitutionen in 
orthogonalen Coordinaten beziehen sich im Anschluss an die früheren Be- 
zeichnungen auf die drei Fundamentaltetraeder 7,, 7,, 75. 
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A) Bewegungen (zwei- oder vierfache Spiegelungen). 
8«) 9.12=36 Umwendungen um je einen der 36 reellen Haupt- 
kreise d, (vgl. $ 38 unter 4). 
z.B. S=[2-143], um sphärischen Hauptkreis d, mit Pir-Coordinaten: 


1 1 1 
2 aya aya 
TR un | 
aaa aa 


(vgl. $ 17 A 1) unter (S6«)). 

8%) 3.12=36 Umwendungen um je einen der 36 reellen Haupt- 
kreise d%. 

z.B. S—[-21-4-3], um sphärischen Hauptkreis d‘ mit Pjz-Coordinaten: 


Dr a 
aaa aa 
Ka e 
2 2/2 aya 


Weitere Beispiele siehe in $ 17 unter (S6«). 

88.) und 88) 2.12— 24 vierzählige Doppeldrehungen, bei welchen 
dieGesammtheit der Schraubenaxen eine lineare Öongruenz 
bildet, deren Leithauptkreise zwei der 24 imaginären, sich selbst 
eonjugirten Hauptkreise 4) sind (vel. & 17, (86«) und $ 28 unter d). 
(3 — [72143], = 0999 Ego) .- Al 1 


| + 
199— [2-14 3], — &-900) E1-9w . .) Leithanptkreise d® ..| 
S?—=[-1-2-3-4], ist die Inversion. | + 
81.) und 87.) 4+.6= 24 achtzählige Doppeldrehungen, bei welchen 
die Gesammtheit der Schraubenaxen eine lineare Oon- 
gruenz bildet, deren Leithauptkreise zwei der 12 imaginären, sich 
selbst eonjugirten Hauptkreise ce sind. (Vgl. $ 25 unter (3) und $ 17 
A 2) unter (86$)). 
„5,8 =B 412. 8-[43-2 1], $=[-34-1-2], 9—[43 2-1], 
= ano) 1359. = A350) 459 .., = 1350) Ca), — 50) C1350) - «;J 
8?— [2 —1 4 3]; — &g90) &-909.. und S®—=[-2 14-3], — E90) €‘\909) .. 
sind vierzählige Doppeldrehungen, bei welchen die Gesammtheit der 
Schraubenaxen dieselbe lineare Congruenz mit den Leithauptkreisen ec”), 
deren z;-Coordinaten 00010 +i....(46) sind, bildet (vergl. $ 36 unter 
A 11), 19)); = [-1-2-3-4], ist die Inversion. 
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86) und 86) 4.18 = 72 allgemeine achtzählige Doppel- 
drehungen, deren Schraubenaxen zwei reelle Hauptkreise e, e' sind, wäh- 
rend das festbleibende imaginäre Teetraeder eines der 9 imaginären Funda- 
mentaltetraeder 7- .. 7,; ist. Die geraden Potenzen S2, 8% bedeuten wiederum, 
wie unter 8y,), 87.) vierzählige Doppeldrehungen, bei welchen die Gesammt- 
heit der Schraubenaxen eine lineare Congruenz mit einem der imaginären 
Hauptkreispaare c' des festbleibenden Teetraeders bildet, S* ist die Inversion. 
Vgl.$ 17 A 3) unter (860). 

(S=[-1234,, 8=[-2-14-3,, $=[1-2-3-4,, =[2 1-4 3] 
I = es) e-1350%, = A-1350) ©-400), = e1350) E45),  — ©(45%) Ess)? 
S=[-214-3] = &-90°) €‘(909), S—= [2 -1-43], = € (909) e‘ 90°) 
(vgl. unter 87.) 87); S!=|-1-2-3 —4], Inversion. 
Die Elemente des Haupttetraeders sind diejenigen von 7,; (vgl. $ 10 (799). 


2. B 


Die Schraubenaxen sind die beiden Hauptkreise (23), die Leithauptkreise 
die beiden Hauptkreise (46). 

9a.) und 9«,) 4.48 = 192 allgemeine zwölfzählige Doppel- 
drehungen, deren Schraubenaxen zwei reelle Hauptkreise 1,” (vgl. $ 38 
unter 4) sind. Die Elemente des festbleibenden sphärischen Tetraeders, 
dessen Eekpunkte 4 imaginäre Punkte y — 9, dessen Hauptkugeln vier 
imaginäre Hauptkugeln () — .® und dessen Kanten ausser den reellen 
Schraubenaxen 7,‘ je ein imaginäres Hauptkreispaar A, und d, sind, ent- 
sprechen genau den früher ($ 8 C I unter 10) angegebenen. 


„5-1 423, 6=[-312-4), SI=[1-4-2-3),, SY=[3-1-2 4), | vgl. 
\ —Igoo) Yaso9y, = 1500 F309), —= 11500, 309), = 1300, U 1509 |(890); 
9—[2-3-14,, ®—-[-2-431),, S=[-231 4], 80 — [24-31], 


= Io) Ks,  — Io) Hay, —k-ı20) Fu2oy,  —K-600 Fson) 
sind sechszählige Doppeldrehungen, deren Schraubenaxen eine lineare 
Congruenz mit dem imaginären Hauptkreiskantenpaar %, bilden (vgl. $ 39 
unter 4«,) und 4«,)) und wobei S, Ss dreizählige Doppeldrehungen darstellen; 
S-[4321, S—=[4-3 -2 -ı], 
— I(909) 7909), — I(-900) 1900) 
bedeuten vierzählige Doppeldrehungen, deren Schraubenaxen eine 
lineare Congruenz mit dem imaginären Hauptkreiskantenpaar d, bilden (vgl. 
83.) und 88,)), und endlich 8° = [-1 2-3 -4]; = I(1soo) Iso, bedeutet die 
Inversion. 
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98) und 98) 8.24 = 192 allgemeine 24-zählige Doppel- 
drehungen, deren Schraubenaxen zwei reelle Hauptkreise 7, h‘ sind. Die 
Elemente des festbleibenden sphärischen Teetraeders sind dieselben, wie für 
die $ 39 unter 43,) 48,) betrachteten zwölfzähligen Doppeldrehungen, 
welche durch die geraden Potenzen S?, S!, Sı 5? einer vierundzwanzig- 
zähligen Substitution S dargestellt werden. Die Potenzen S+, Ss, 516, 92 
sind sechszählige Doppeldrehungen, deren Schraubenaxen eine lineare 
Congruenz mit dem imaginären Hauptkreisaxenpaar /, (vgl. $ 39 unter 4«,)), 
die Potenzen S®, S!s vierzählige Doppeldrehungen, deren Schraubenaxen 
eine lineare Congruenz mit dem imaginären Axenpaar ec) bilden (vgl. $ 36 
unter A 1y,) 17,)), S!? ist die Inversion. Die ungeraden Potenzen S3, S®, S15, 
52! bedeuten die unter 87,), 87)) betrachteten achtzähligen Doppel- 
drehungen, bei welchen die Schraubenaxen eine lineare Congruenz mit dem 
imaginären a e® bilden. Z. B. (vgl. $ 20 unter A 2)): 

'=[14-23, $—=[42-13, 9=[3-2-41, St—[3-1-24], 
— huzo) Ara,  — rs Mas);  — Mose) Ms,  — Ares) | 
SB — [-1-42 3, SU— > —21 -3];, 89 — [3 24-1, 53 = [3 12 —4|; wi 
— hen) A-0059 Miss — M-750) M-ız0, = R-130) Ü- 
®2—[1-4-23), S0—[4213),, S4U—[-142 . sn — = == | 
—h (30°) h‘ 1509), — 1500) h‘ 300), = y-1500) N‘ 300), — hu 30°) h — 1500) | 
tele 12 4), Ss—= [-3 —2 41], S16— [-31-2 4], SE — [8 wi —1], | 
— Iysoy) ho),  —Mrı2oo) A-1200,  —hr-ı200) Mrızoy,  — M-500) R’600) "| 
s=[43 21), Sea 32-1] | 
— Angoo) A900), — A900, hY900) |’ 
S12 — [-1 -2 3 4], — Ruisoo, R’ıson; 
S—=[-3-41-2], S=[214-3, S5=[34-12), St=[2-1-43, | 
== h(450) h‘ 1330) — h1350) h’ 450) — h—1350) Rh‘ 450) — h450) h‘ 1350) a 
Hiermit sind die 576 hierher gehörigen Bewegungen vollständig angegeben. 


B) Ein- und dreifache Spiegelungen. 

He) 2r. (20 — n vierzählige Drehspiegelungen. Von has 
beiden Punkten dv v9 (vol. $ 3 (12y)), welche auf einem der 24+48 = 
Hauptkreise d (d), 1 Axe der 90° betragenden Drehung liegen, bleibt © 
fest, während d® in den Gegenpunkt übergeht; die durch die reeiproke 
Polare d‘ (d), deren imaginäre unendlich ferne Punkte festbleiben, hindurch- 
gehende Spiegelhauptkugel 0® bleibt fest, während 0“ die Innen- und 
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Aussenseite vertauscht. S? ist die Umwendung um die Axe d (vgl. 3«,) in 
$ 36 und 3«,()) in $ 39). 

5a,) 2.72 —=144 vierzählige Drehspiegelungen. Die Punkte 

dÖ, 9% md die Hauptkugeln #® und 0) in 5«,) tauschen bez. ihre Rollen. 

Erstes Beispiel zu 5«,) (vgl. $ 15 A 1) (840) u. $ 8 CD) unter (337), (830)): 

Ss —=[123 4 = &® 99), gon | ® 

S®—=[42-3 1), = (d% D®) _gon) |® |. 


’ 


Erstes Beispiel zu 5«,): 
Ga En BE Er Er Er KO NO) EREIIL HUN 


S3—[-4 23-1, = d,®) go.) | 4 ® | 
2 1 1 .i 1l a 4 1 2 1 4‘ 
( } l 
oe 5° ge ya2° BR) 
a .(k) (m)' ae 0% 
d, m Oh 3 v2 5) ... dh d, else 3 (0) v2 5) do 
Eu 0.0 | {) 2 0. 
Va... | Musa) Zar Vardllı 
a) 75 0.0 
v2 V 
De [4 2 =) 1]ı = d. 1800). 


Zweites Beispiel zu 5a): 


$=[1 42-3, = 09 1 M)ooo, | 6 | ho a) SEN V2+1 V2—1 Me AO) 
E=[13 24, = &d 1) on) | 6® | ay2 a2 22 22 { 
m... a 
aa aa meer ala 
| 
O9) — ae 
HIN) =Ad... De 
B ae y 2/2 2aya 2y2 
AWeER Beispiel = da,): | (1,0 Ay en 
8 _—— —1 4 2 3]ı —— (d9 DM) yon) | du) Ih 7 ni 2) 2 2/2 2/2 2/ 2 % 2 
S3— [-1-3 -2 4], = 0) 8) 909) | NG) | m‘ 2 ivatl el! 
2 ayar ayanayar a \ 


ROOT 


2 — 1 3 —2 —4]; — d(1s00). 
Dem ersten Beispiel entsprechen die 48 vierzähligen Drehspiegelungen 
mit den 24 Axen d(d), dem zweiten Beispiele die 96 vierzähligen Dreh- 


spiegelungen mit den 48 Axen d() (a), 
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58) 4.36 — 144 achtzählige Drehspiegelungen. Von den 


beiden Punkten i:;, 1% (vergl. $ 3 (129), welche auf einem der 6+12— 18 
Hauptkreise e (e) und ec) (ce) liegen, bleibt (9 fest, i(% geht in den Gegen- 
punkt über; die durch die reciproke Polare e‘ (e) oder e” (@®), deren un- 
endlich ferne imaginäre Punkte e, fest bleiben, hindurchgehende Spiegel- 
hauptkugel «® bleibt fest, «9: vertauscht die Innen- mit der Aussenseite. 
Die geraden Potenzen S2, S$ stellen die einfachen vierzähligen 
Drehungen um die Axe dar (vel. $ 36 33) und $ 39 33%)). S* bedeutet 
die Umwendung um die Axe. 
58) 4.36 —= 144 achtzählige Drehspiegelungen. Die Punkte 
9: is und die Hauptkugeln ı%, ©: tauschen bez. ihre Rollen. 
ee Beispiel zu 58) (vgl. $ 15 A 2) (842) und $ 8 unter I (347), (840)). 
[s=-ß412, 8=[241 3], S=[3412), S—-fß41-3% | 


U = ea) | «9 |, — euss0) IP |; — 11350) | 8 |, — e050) | 9 |] 
Se rosa, Se [123 In $—=[423-1] 
= € (909) 5 = (1809) , = e-90°) , 
1 1 

(ed); F 91 0 si 292 1,9 0) In He (e); era an = 0) 0) — 2 

ii ...0 0082 a sin 3 ı\ 1 7 k vel.$ 10 
1 1 79 

iO: ...O sin 22%0% -cos 22% 0... ı% Boos el ME .s- «| > 

h) 0 v2 v2 

Pe eig Sm f Do 

ed; er == 30 SE 56 Alnro (2 = Zuün Q | 
(9: 1er) = e Wo (56) (& &) = e De 


Erstes Beispiel zu 5ß,): 


(S=[-3-412],, S=[2-4-1-3,, S—=[3-4-12,, S’=[-2 4-13] 
—% d: 5 


= esse) | di 
Ss: S4 Ss wie bei 53.). 
Zweites Beispiel zu 53): 


(459) | » = E30) | 


S=-f14 2253, 8=f42->31), $=-fß-24-1, S=[-1-32-4)] 
| = ea ||, — ea ||, ers, arg |ı| | 
2—=-f24-1-3, M=[432-1], $=[3-1-4-2], 
= e(909) , = (1509), u —— EL —909)5 
1 1 15 I FY- ; 1 
: —. 005 22% — sin 22%0% — sin 22'%0 ——— cos 22% 9: | &@ SE 20 Un Er 
v2 v2 v2 v2 | Dura na 
Or... N sin 22'%0 2 cos 22%0% — cos 227° = sin 22%0 .. . | %.. 2 BENE Er 
0 | 2 v2 v2 | >) 0 3 2 Z 2 
A oB7 un 
(VO )=e... 22 Samy. : (eier) ee 22 | 
0 0 
1 al N) le | 
2 2 | 


34* 
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Zweites Beispiel zu 53): 
|S=F1-423, $—-[-423-1,, S&=[-32-41],, S'=[13-24) |, 
NO 
0 


| = | 


= er |, ey, = ea || P 
S2, S4 Ss wie bei 5ı)- 
Damit sind die 576 hierbergehörigen Drehspiegelungen vollständig angegeben. 


A‘) Correlationen, welche eigentlich orthogonalen 
Substitutionen entsprechen. 

Sc‘) 3.12 = 36 eigentliche Polar-Correlationen in Bezug 
auf die Projectionen der 36 reellen Flächen F®) zweiter Ordnung (vgl. $ 7 
unter 3)) auf S, (vgl. $ 17 B 3), &6w)). Z. B. = [2 -ı 4 3], in Bezug auf 
3), wobei F9)... 1 3+2 2423 3— 3 = 0 ist. 

8a) 3.12 —=36 inverse eigentliche Polar-Correlationen in 
Bezug auf dieselben sphärischen Flächen; z. B. —[-2 ı — -3], in Bezug 
auf 3° (vgl. unter 8«‘)). 

88.) und 89.) 2.12 = 24 vierzählige Null-Correlationen, 
deren zugehörige (mit ihren polaren bezw. zusammenfallende) Complexe die 
zwölf sphärischen Complexe t, +2,=0 sind (vergl. $ 31 unter 3)). 5‘ be- 
deutet die Inversion. 
zb 056 op: 

Ss — [2 -1-4- 
und S — nn 2 in Bezug auf nu =, S?=[-1-2-3—4|.. 
Ss Frage — | (Vgl. $ 17 (862)). 


87) und 87%) 4.6 = 24 achtzählige Correlationen mit zu- 


| in Bezug auf u„+u5 =, S?=[-1-2-3-4],; 


3]: 
3], 
hl 


sammenfallender (imaginärer) Kernfläche 5% — x (vgl. $ 31 unter 
5b); S® und 5% bedeuten vierzählige Doppeldrehungen, deren Schrauben- 
axen eine lineare Congruenz mit einem imaginären Hauptkreispaar e) bilden, 
S“4 bedeutet die Inversion (vgl. $ 17 B 1b)). 
2.B. S=[3-412),, S®=[432-1,, S°=[-34-1-2), S"—=[43-2 1], 
De — [-2 Tatil, SO 9 1-43]; S4—= -1-2-3 4], (vgl. unt. 8y,), 872) dies. I). 
= £-990) 900), = £(900) ©°-909), e®8...00010 #...(46). 
86.) und 86%) 4.18 —= 72 achtzählige Correlationen mit zu- 
sammenfallender (reeller) Kernfläche 5..3Q) (vgl. $ 31 unter 6a)). 
5 und 5% bedeuten wiederum vierzählige Doppeldrehungen, ie Schrauben- 


Weitere Beiträge zur Theorie der räumlichen Configurationen. 269 


axen eine lineare Congruenz mit einem imaginären Hauptkreispaar .(2) bilden, 
5“ bedeutet wiederum die Inversion (vgl. $ 17 B la) und (86)). 
Z.B. ®=[-1 234, 8s—=[21-43),, S®=[1-2=3-4,, S—[2-14 3]; 
52 —= [2-14 3], = exgge) E'-90), S°—[-21 4 3]ı = e-90°) eaon), S* = [12-34], 
OF E07 070217077... (46), 
9a) und 9a) 4.48 —= 192 zwölfzählige Correlationen mit 
zusammenfallender reeller Kernfläche $@% (vergl. $ 7 unter 7)), 
welche die Projection je einer der 48 reellen Flächen F@ auf S, ist. Die 
Potenzen S® und 5“ bedeuten vierzählige Null-Üorrelationen, deren zu- 
sehöriger Complex einer der zwölf sphärischen Oomplexe x, + %, ist (vgl. 
unter 8%,) und 89%) dieses $). Die geraden Potenzen S“, 5‘ bedeuten drei- 
zählige, 5”, 5‘ bedeuten sechszählige Doppeldrehungen, deren Schrauben- 
axen eine lineare Uongruenz mit einem imaginären Hauptkreispaar %, bilden 
(wie unter 9«,) und 9a)), 5% endlich bedeutet die Inversion. 
2.B. ®—=[ 1423|, S®=[312%), = 423], Su— (512-4, 
S?=[2-3-14], —=[-2 431], S®—=[-231 4), SV=[24 3-1 | vol. 
— 1600) U'-609) , — I(1209) 1200). — 1200) !’ (1209), T 1600) (609); | 9&1) 9) 
56 = [1-2 3 4]; —= L(1s00) Fısoo); 
Ss®—[-43 2 1|, S$®—|4-3-2-1],: vierzählige Nulleorrelationen, Complex 
Brad. 

99) und 9%) 8.24—= 192 vierundzwanzigzählige allgemeine 
Correlationen, deren Haupttetraeder bez. dasselbe ist, wie für die unter 
95,) und 9%) betrachteten allgemeinen 24-zähligen Doppeldrehungen. Die 
geraden Potenzen von 5’ haben bezw. dieselbe Bedeutung, wie für die 
Collineationen unter 93,), 93), nämlich 5”, 5, 54, S2 sind zwölfzählige 
Doppeldrehungen mit demselben Haupttetraeder, 5“, 8°, 5", 5° sind 
sechszählige Doppeldrehungen, deren Schraubenaxen eine lineare 
Congruenz mit dem imaginären Hauptkreispaar d,, 5%, S!s sind vierzäh- 
lige Doppeldrehungen, deren Schraubenaxen eine lineare Congruenz mit 
dem imaginären Kantenpaar e(2) bilden, 5‘ endlich ist die Inversion. Da- 
gegen bedeuten die ungeraden Potenzen 5“, 5%, 5'15, S”ı die unter 8y‘,), 87‘) 
betrachteten achtzähligen Correlationen mit zusammenfallender 


imaginärer Kernfläche 3V)— x. 
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Z.B. [14-23], 896= [49-13], 9T—[-3-2-41], SU—=[-3-124), | 


$3 — [-1-42 3], $Y—[-4—2 1-3], SW—[324-1], $32—=[312-4],; | 
853 = [3-4 1-2), S?= [214-3], 5 —=[3 4-12], S2ı=[-2 1 4 3], 
während die geraden Potenzen genau die entsprechenden geraden Potenzen 
von $ in 98), 98) sind. 
Damit sind die 576 hierhergehörigen eigentlichen Correlationen voll- 
ständig aufgeführt. 


B‘) Correlationen, welche uneigentlich orthogonalen 
Substitutionen entsprechen. 
da‘) 2.72 = 144 vierzählige Axen-Correlationen zweiter 
Art mit reellem Äxenpaar d (d). Die Mittelpunkte der fest bleibenden 
sphärischen Strahlbüschel sind zwei Punkte e; oder c;, dz, welche bezw. um 
Achtelskreise von den Punkten 5%, #® (vel. unter 5«,)) abstehen. 


5as) 2.72 = 144 vierzählige Axen-Correlationen zweiter 
Art, nämlich die inversen derjenigen unter 5«‘); hier treten die Gegen- 
punkte e; oder ;, 67; und die entgegengesetzten Seiten der Hauptkugeln &; 
oder 7; und #7, auf. 
Er ee 


1 1 
Deyae- 2 0.0 % ek 


[= 


Erstes Beispiel zu 5a‘): 
S=[123 4), 8°%=[42-3 1] S?— [4 2-3 1],, Umwendung um Axe: 
Erstes Beispiel zu de): 1 


— 80820 
S'=|-1-2-3-4, 8°—=[—423-1]) fear. Ku v2 
0 —— 0 
v2 
ORTE 
Seen won ul 
Zweites Beispiel zu 5«‘): DEAN 0 Pr 


S'—=[1-4-23], 53=[132-4], 


2 y 
. ER 2 2 S?—[1-3-2-4],, Umwendung umAxe: 
Zweites Beispiel zu da‘): h ? ie 
S'=[-142 3], 8°®=[-1-3 -2 4]; ; 


ayz 2/% 


. ort . Fri . . 97 
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Dem ersten Beispiel entsprechen die 48 vierzähligen Axen-Correlationen 
zweiter Art mit den 24 Axen d (d‘), dem zweiten die 96 mit den 48 Axen 
a) (am). 

HB) 4. 36 —= 144 achtzählige allgemeine uneigentliche 
Correlationen. Die beiden imaginären Eekpunkte (und Hauptkugeln) 
des Haupttetraeders sind dieselben, wie für die entsprechende Drehspiegelung 
58,), nämlich zwei Punkte e,, e. (zwei Hauptkugeln &;, &.), während die beiden 
reellen Eckpunkte i%, im von denjenigen i%', i% um einen Achtelskreis 
abstehen. Die geraden Potenzen S”, Ss stellen wie 52, 8% (vergl. 58,)) die 
einfachen vierzähligen Drehungen um die Axe e (e) dar, S‘“ die Um- 
wendung um dieselbe. 

56%) 4.36 — 144 achtzählige allgemeine uneigentliche 
Correlationen, welche die inversen der vorigen sind. 

Erstes Beispiel zu 5$‘): 

"=[3412),, $®=[-2413),, 8=-|341-2),, 87—=[241-3|; 
Ss", S“4, 5% wie 52, St, 8% für das entsprechende erste Beispiel zu 5%); 
1 i 


102. 2.0, sinne aa Ole OO re 
0 | /9 2 
| v2 v2 
: , E \ 1 ; 0 
i(Om. =. 0 eo 22, sn 22,0... dm GR ou eV VD —— 30 6 8 
v2 v2 


Kantenpaare des Haupttetraeders: 1 reelles Hauptkreispaar e (e‘) . .... (56) 
und zwei imaginäre Hauptkreispaare q (vgl. $ 7 unter 5)). 

Erstes Beispiel zu 5ß))): 
S'—=.-3-4-1-2),, S®—= [2-4 -1 3], 8$9°= [3 -4-12,, $7= [2-4 -13],; 
Alles Uebrige wie unter 53‘). 

Zweites Beispiel zu 5%: 
S=[142-3|, 892—=[423 1], 865—=[3-2 4-1], 6"=[-1-32-4]),; 
Ss”, 8“, Ss wie S?%, S4 86 für das entsprechende zweite Beispiel zu 5ßı). 


m 1 1 1 1 
iO, naar a re aa an 2a 
5 v2 v2 v2 v2 n 

1 172 1 1 
om. 2 oa 00 in aa 2a Elm 
o v2 Y2 v2 v2 z 
1 De]. 
li dl 
er BEE 3 3 3 3 5 €, 


I 


IV 
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Kantenpaare des Haupttetraeders: ein reelles Hauptkreispaar e (e)..... (14) 
und zwei imaginäre Hauptkreispaare q. 

Zweites Beispiel zu 5%: 

S—=-[-1-223),, ®=[423-1]|, 95=[-32-41),, S"—[13-24|,; 
Alles Uebrige wie unter 5%). 

Hiermit sind auch endlich die hierhergehörigen 576 uneigentlichen 
Correlationen vollständig aufgeführt. 

Die eigentlichen und uneigentlichen Collineationen und Correlationen, 
durch welche die den Geweben @, und @‘, ein- und umgeschriebenen regel- 
mässigen Vierundzwanzig-Zelle P;,, P‘,, sowie die theilweise regelmässigen 
Polytope dieser Gruppe in sich übergehen, sind damit unmittelbar gegeben. 
(Vgl. 8 33). 


(Ende des ersten Haupttheils.) 


/weiter Haupttheil. 


Die Configuration Cf. (60,;, 73) und die zugehörige Gruppe von 
14400 Collineationen und ebenso vielen Correlationen. 
Uebertragung auf den sphärischen Raum ‚S, und hierdurch 
bestimmte regelmässige, linear begrenzte Gebilde des 
vierdimensionalen Raumes. 


s 41. 
Herleitung der Cf. (60,5, 725). 

Diese interessante Configuration kann als das räumliche Analogon 
zu der Figur eines ebenen zehnfach Brianchon’schen Sechsecks angesehen 
werden und ergiebt sich durch ein bereits früher von mir’) angegebenes 
Verfahren leicht aus einem System dreier Teetraeder in desmischer Lage oder 
aus der hierdurch bestimmten Reye’schen Of. (12,, 16,). 


1) Wir betrachten die Of. (12,, 16,), deren Ebenen die Seitenflächen 
&..&2 der 3 Fundamentaltetraeder 7, T;, T,, deren Of.-Punkte die Eck- 
punkte e,..&; der 3 Fundamentaltetraeder 7,, 7,, 7, (vgl. $ 10 (79&)) sind. 
In jeder der 12 Seitenflächen bestimmen die Spuren der 11 übrigen Ebenen 
ein vollständiges Vierseit, in dessen Seiten % sich je 3 Ebenen & schneiden, 
während das Diagonaldreieck das Dreieck der betrachteten Seitenfläche ist, 
dessen Seiten durch je 3 Geraden e gebildet werden. Wenn man nun auf 
jeder Seite dieses Vierseits die drei durch die Eekpunkte (&; .. &,) bestimmten 


Strecken in demselben Sinne nach dem goldenen Schnitte (im Verhält- 


!) Vergl. E. Hess: Beiträge zur Theorie der mehrfach perspeetiven Dreiecke und 
Tetraeder. Math. Ann. Bd. 28. S. 167. $ 11. 
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niss L:tgy)') theilt, so erhält man 12 Punkte, welche sich in bestimmter 
Weise als Eckpunkte von 4 Dreiecken gruppiren lassen, zu denen als 
fünftes Dreieck das Diagonaldreieck hinzutritt. Diese 5 Dreiecke, deren 
Fekpunkte gleichmässig durch 8;, deren Seiten durch B; bezeichnet werden 
sollen, haben die Eigenschaft, dass je zwei derselben zu einander dreifach 
perspectiv liegen und zwar so, dass die drei Centra, 3 Punkte 8;, auf einer 
Geraden (7; liegen und die drei Perspectivitätsaxen B; sich in einem Punkt 
&; schneiden. Die 15 Seiten B; dieser Dreiecke schneiden sich also zehn- 
mal zu je dreien in den 10 Punkten €, ..€,,, ferner sechsmal zu je fünfen 
in den Punkten &, ..&,, welche die Eckpunkte von 10 Gruppen je zweier 
vierfach perspeetiven Dreiecke mit je vier Centren & sind. Die 15 Punkte 
B; liegen zu je zweien auf den 15 Geraden B;, zehnmal zu je dreien auf 
den Geraden €; und sechsmal zu je fünfen auf Geraden @.. 

Wird die angegebene Construction in jeder der 12 Ebenen &...&3 
ausgeführt, so ergeben sich 12+48 = 60 Eckpunkte ®; (12 Eekpunkte 


; 122912 D 
& 85 der drei Fundamental-Tetraeder 7,..7T, und — — 48 weitere 
! 3 


Punkte, da in jeder Seite % des Vierseits sich 3 Ebenen & schneiden), welche 
ebenso, wie je 15 in jeder der 12 Seitenflächen & ..&, auch ganz ent- 
sprechend in weiteren 48 Ebenen liegen. Diese 12+48 — 60 Ebenen sollen 
gleichmässig durch B; bezeichnet werden. Man kann diese 48 Ebenen auch 
dadureh erhalten, dass man in jedem der 12 Eckpunkte e, ..e, (den Eck- 
punkten des conjugirten desmischen Systems) die der obigen Construction 
polar entsprechende ausführt. 

2) Analytisch lassen sich diese Beziehungen sehr einfach darstellen, 
wenn man das Tetraeder 7, als Coordinatentetraeder wählt; die 60 Ebenen 
B, welche je 15 Punkte 8 enthalten, sind nichts anderes, als die Polar- 
ebenen dieser Punkte in Beziehung auf die Fundamentalfläche: 

FU)...22 +22 +2? +22? —= 0. 

In der folgenden Zusammenstellung (le)... (19) sind für die 60 Punkte 
8 und die 60 Ebenen B die Coordinatenwerthe angegeben, welche mit 
Rücksicht auf die nachfolgenden Anwendungen mit solchen Faetoren multi- 
plieirt sind, dass ihre Quadratsumme gleich eins wird. Die Punkte 8... Bı> 


J 5—l 
1) Vgl. $ 4 Formel (O): tg 9 —= 25in nn — Wem, eotg p=2 cos = tg 29 — 2. 


Bir 


®, 
B; 
B, 
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75) 


N 


(Ebenen B,.. Bj.) sind die Eekpunkte (Seitenflächen) der 3 Fundamental- 


tetraeder 7, 7., Z, (vgl. $ 10 unter (798)); in den Formeln (16)... (17) ergeben 


sich die Coordinaten der übrigen Punkte (Ebenen) je eines Quadrupels aus 


den angeführten durch Hinzusetzen der drei anderen Vorzeichencombinationen: 


120/0,0,...8, 


0 OR 


(le) 
2.2. 0,0017 0793.35 
OLD RL... B, 
Bis--Bis 
Bir... Bo 
B;, Bas . 
By. Bas 
Bs.- By 
Bis. -Bzs 
B;;- Bi 
Bu--Bu 
Bis--Bis 
Bio. - Bar 
Ds. Bas 
DB; - Bon 


| 


Dim wir 


| 


DH win wie DI m 


vie vie wie 


| 


vie wie 


vie wie 


vie wim 


wIiH wie 
wi- wit wir wie 


wie wie 
wm 


wir wie 


wm 


De wm wo 


al - 
cotg p 5) 89 UEseRR 


Dr Dre Dim 


Dim mim 


wim wie 


(16) 


(17). 


| 


DIıene Die DIm 


By 


Die Vorzeiehen-Combinationen in (16)..(17) haben hierbei durchweg 


für die drei Werthe 


1 : 2 
Kür, die nachstehende Folge: 


276 Edmund Hess, 


für das erste Quadrupel, für das zweite Quadrupel, für das dritte Quadrupel 
1 1 : 
3 tg Yp 5 3 eotg p 5 tgyp 


1 1 | 
5 5 cotg p 
Ar 


re) 


Jede Ebene BR enthält 15 Punkte 8, z. B. B,...z,=0 enthält die 
5 Punkttripel BB: BD, Bao Bis Bar, Do Ban Bass Bar Bis Bis, Bar Bss Bao 
welche in dieser Anordnung 5 Polardreiecke in Beziehung auf den imagi- 
nären (Fundamental-) Kegelschnitt: 

N an Re > Se ar (©) 

bilden; entsprechend gehen durch jeden Punkt 8 15 Ebenen B hindurch. 

In jeder Seitenfläche hat man die durch die 5 Polardreiecke be- 
stimmte Figur eines zehnfach Brianchon’schen Sechsecks mit 15 Punkten 
8, 10 Punkten € und 6 Punkten &, in welchen sich bezw. je 2, je 3 und 
je 5 der 15 Verbindungslinien B schneiden, ebenso wie die 15 Punkte 8 
ausserdem zehnmal zu dreien auf den Geraden € und sechsmal zu fünfen 
auf den Geraden @ liegen. Analog bestimmen je 16 durch einen Punkt 8 
hindurchgehende Ebenen B eine Raumfigur, deren Projection auf eine con- 
centrische Kugel ein sphärisches zehnfach Pascal’sches Sechsseit ist: 
die Hauptkreise y und y, welche den Ebenen T und X, den Polarebenen 
der Punkte € und & in Bezug auf F\' entsprechen, enthalten resp. je 3 und 
je 5 Punkte 9‘, die Projeetionen der Geraden B auf die Kugelfläche u.s. w. 


095 


Die Raumfigur enthält — 75 Polartetraeder in Bezug auf FW), 


welche zu je fünf in einem der 60 Eckpunkte 8 zusammenstossen, während 
jede Ebene B die Seitenflächen von fünf dieser Tetraeder enthält. Die 
folgende Tabelle enthält die 75 Pofartetraeder durch Angabe der Ziffern, 
welche als Indices sowohl an B, wie an B zu fügen sind, um die Flächen 
und Eckpunkte jedes Tetraeders zu charakterisiren. Der vorgesetzte Stern 
bedeutet, dass den Coordinaten eines Eckpunktes (einer Fläche), z. B. des 
ersten, die entgegengesetzten Werthe zu ertheilen sind, als die in (1) an- 
gegebenen. Alsdann ist bei der gewählten Anordnung der Ecken (Flächen) 


Weitere Beiträge zur Theorie der räumlichen Confignrationen. 


für jedes der 75 Polartetraeder die Determinante A der positiven Einheit 


gleich. 


Die erste Gruppe 7, umfasst ausser den 3 Fundamental-Tetraedern 


T, T,T, noch 3.16—=48 Tetraeder 7,..7;,, von welchen je eine Ecke 


und eine Fläche einem der drei Tetraeder 7,, 7, 7, angehört und gliedert 
sich hiernach in die drei Abtheilungen 7, 7”, 7; die zweite Gruppe T,, 


enthält die übrigen 24 Tetraeder 7;, .. 


Fläche mit diesen dreien Tetraedern gemein haben. 


Ines 23 
Test 13m el 
Ta 10147 vn 
Ts Te oele 
I 2160520 
202529 
Ta 2200530 
BO 27 
Saw ag 30 
a a7 AL 
3 BEAD 
Masee® SB AB 
Te ANAL 
Te SARA 53 
Messe 80 Bi 
Ra Sl 
TA 5256 
Mena 18 8 
Se 
nl 
DES 
I *24 30 
gie +16 34 
I LA 35 
re Bil 


4 N) 
21 od 
22 Taı eh 
23 T35 geh) 
24 051.50 
33 oa 6 
34 Tas oe) 
35 Bao 0.6 
36. (TV) Tr... 6 
45 a 
46 Dog 
47 Tao st) 
48 eo 
57 Ieyoao ke: 
58 Nesg oo 
59 Ts 8 
60) Msn: 8 
41 56 el 
48 57 el 
47 58 Tia *23 
42 55 ee elez 
39 50 ae #18 
43 54 Te; +22 
44 53 EL 
40 49 Me aus le} 


6 
28 


T,;, 

1.08 78 9 
52 44 Ihoao © 
38 54 T;; rg 
5730 Te 
33 47 Ts *9 
34 45 RE al) 
59 29 Tr ee ill) 
40 56 No co All) 
BOARD TE 10 
39 55 en! 
49 41 ek! 
35 46 I ah 
60 32 In; 11 
58 31 9% 12 
36 48 IrS 12 
51 43 2 
37 53 le 
46 59 Neo. N 
a ee 
3 Bil Akon "Ile 
4560,11 17 *19 
Mae 56T rd 
37 50 Ts *20 
a 
us 53 +23 


1 


10 
27 
22 
17 
15 


al 


60 


46 
41 
39 


12 
41 
46 
53 
29 
30 
55 
48 
43 
47 
44 
al 
56 
54 
32 


welche keine Eeke und keine 


(7) 


Diese 75 Polartetraeder ergeben 25 desmische Systeme von je drei 


Tetraedern, welche in der folgenden Zusammenstellung aufgeführt sind: 


en 
nl, 


T, T; 
Dr Tas 
Tyı Tr 
Tag T,; 
To T;; 


Diet 


D;... 19 
DIE 3er 
Dy... Tu Ts Tag 


Ts Ts Tig 
T;; T,- 
Tıo T;, T,ı 


146 
kalıEe: 
. To 


Ty Tyı 
To Ta 
T; T,ı 
Py; Ty, 


In 
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Misooc Ts Tg To ID ame Tor T, 

Dig... 73; T;; Teı Dy; -.. Tor Tes Toy | (D) 
D»... Ts T;g Tee Da... To Tı Tr ze 
Da... T,, Tg Tez Ds... Ti Tu T; | 


Die desmischen Systeme D,... D,, der ersten Gruppe (D,) setzen sich 
aus je drei Tetraedern 7, ..7;,, der Gruppen (7,), diejenigen Dis... Ds der 
zweiten Gruppe (D,) aus je drei Tetraedern 7;.. 7; der Gruppe (Z,,) zu- 
sammen. 

3) Um sämmtliche Sehnittpunkte und Schnittgeraden der 60 
Ebenen B zu erhalten, beachte man, dass in jeder Ebene B die 15 Geraden 
B, die 10 Geraden © und die 6 Geraden @ sich 


zu je sechsen (2 Gerade B, 2 Gerade 0, 2 Gerade G) in den 15 Punkten 8, 


„ fünfen (5 Gerade B) = PO 6, 
„ dreien (3 Gerade 5) OFT G, 
„ dreien (1 Gerade B, 2 Gerade C) OLE D, So 
„ zweien (1 Gerade B, 1 Gerade C) ER A Fe: G, 
„ zweien (1 Gerade B, 1 Gerade 6) 2730. 5 


schneiden. Unter Berücksichtigung der durch je eine Gerade B, €, G hin- 
durchgehenden Ebenen B erhält man folgende Schnittpunkte der 60 


Ebenen: 

60 Punkte 8, in welchen sich je 15 Ebenen B schneiden, 
60+300= 360 „ I=(U4HF, a) BY iR 
arena eo ut a = GR 


300 ,„ D Keade> ri 


und folgende Schnittlinien der 60 Ebenen B: 


a) 450 Gerade B. in denen sich je zwei Ebenen B schneiden und 
deren jede 2 Punkte 8, 4 Punkte 3 (2 Punkte &, 2 Punkte F), 
4 Punkte & (2 Punkte E, 2 Punkte €) und 2 Punkte D enthält, 
b) 200 Gerade ©, in denen sich je drei Ebenen B schneiden und deren! (43) 
jede 5 Punkte 8, 3 Punkte 8 (&) und 6 Punkte D enthält. 
c) 72 Gerade G, in welchen sich je fünf Ebenen 2 schneiden und 
deren jede 5 Punkte 8 und 5 Punkte 3 (&) enthält. 
Man bestätigt leicht, dass hiermit alle Schnittlinien und Schnittpunkte 
der 60 Ebenen B angegeben sind; denn für die ersteren hat man 


DO 
=] 
So) 
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2 [3 2045 _ (60 
+50. (3) + 200. (3) +72. (6) m-(%); 


von der aus (4«) folgenden Summe der Schnittpunkte 


a N: 4 6 
F 360 . Om 300 . — 42900 
60 (7) + 36 (5) + 900 (3) +30 (3) 4290 


ist zufolge (48) b) und ce) die Summe 


200.11. () 72.9 6) — 8680 


abzuziehen, wodurch sich 


ergiebt. 
Dureh jeden der 60 Punkte 8 gehen 6 Gerade G, 10 Gerade € und 15 Gerade 
B, durch jeden der 360 Punkte 3, welcher in einer Ebene B als Punkt ©, in 
5 Ebenen B als Punkt % auftritt, gehen eine Gerade @ und fünf Gerade B, 
durch jeden der 600 Punkte 8, welcher in einer Ebene B als Punkt €, in 
3 Ebenen B als Punkt € auftritt, gehen eine Gerade € und drei Geraden 
B und durch jeden der 300 Punkte D gehen 4 Gerade € und 3 Gerade B 
hindurch. Daraus erhellt auch die verschiedene Bedeutung der Punkte | 
und der Punkte D, in deren jedem sich 6 Ebenen Z schneiden. 

4) In den Formeln (5), (6) und (7) sind die tetraedrischen Coordinaten 
der Punkte 3, 8& und D angegeben. Aus jedem der aufgeführten Systeme 
von Coordinatenwerthen ergeben sich die übrigen zugehörigen durch Bildung 
der positiven Permutationen und Hinzusetzen der Vorzeichen-Combinationen; 
bei zwei oder drei gleichen Coordinatenwerthen treten selbstverständlich 
alle möglichen Permutationen auf. 

4! 


1) PT 2—= 24 Punkte 0 0 sin p cos 
2) 12.22—48 0 page 1 
2 2 2 sin @ 
3) 12.92 —48 a () ey Tyan 
i 2 2 2c08Y 
si sp si B) 
4) 12.28 — 96 . — ae osg | 9 
5) 12.23 — 96 2 — — LIE, sin @ 
a Eu Bm tgp sinp tgY Bu p cotggp cosp cotgp cos 
21 2! 2 2 2 2 


Summe: 360 Punkte S= (G+F). 
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! 
1) = „97 =194 Punkte 0 0 sin cos !) 
! 
2) = Kor deln! N) Ei 22 22) 
! v3 v3 v3 
/ t t 
3) 2.2—4 „ 0) v3 Mn 
2 alla, Falls 
/5 to 2 2 
AB Wr ED, ae 
ay3 2aya3 2/3 
! /5 / 
ee en 
2! 2 ala, »a/3. Za/a als 
4! 2 32 6 
N e 
3 ays ays aa 2 
a 2 2 nie 
aVar Fels aan 23 
tem 2 
3) 12.93 „ ED DEI ED | 
as 2/3 2/73 v3 
or 2 oa 2%p 
Dr Ana 23 rose NO EA NA zn 
v3 2/3 2/3 2/3 
5 © o 
i0) ia. as 06.1, een an 
ei /3 2/3 2/3 2/3 
Summe: 600 Punkte & —= (C+E). 
4! 
1) —_..2=12 Punkte 0 0 a 
21 2! ya ya 
2 2 
So Ve on ee er 
Sal, alayna)a 
See ) IR U 
ala aller a2 
De on RE en 
3! aya ala Bea (N 
5) 4! a N. cotgp colgp colgp tg ” 
3! ay2 2/2 a2 ala 
4! 2 
2.2 , N SEN: 
3 ara aya ala, aya 
Aloe ge er 
N Var a7 aan aa 
Summe: 300 Punkte D. 
= : . _ tgYp 7 cigp EEE 1 2 
1) Es ist sinyp — 7 cos — 7 N: Ferner ist \/5 ER a — a, 


2) Diese 16+32 —48 Punkte sind identisch mit den in $ 3 (129) aufgeführten 
Punkten d. 
3) Es sind dies die 12 Punkte &,..eu. Vgl. S 10 (798). 


IBı 
| By 


IB; 
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5) Die Geraden B, C, G werden am einfachsten durch ihre Klein- 
schen Coordinaten =; dargestellt, aus welchen sich die Plücker’schen 
Linieneoordinaten leicht herleiten lassen (vgl. $ 1). Die ».-Coordinaten der 
Geraden B, C, @ setzen sich aus einem Tripel reeller und einem Tripel 
rein imaginärer Werthe zusammen; bei den hier in Betracht kommenden, 
durchweg reellen Geraden nehmen die Werthe des einen 'Tripels die un- 
geraden (k=1, 3, 5), die des anderen die geraden (k = 2, 4, 6) Stellen ein. 
Es sind alsdann die (positiven) Permutationen des einen Tripels mit den 
(positiven) des andern 'Tripels zu combiniren und mit den möglichen Vor- 
zeichen zu versehen. Wenn die Werthe des einen 'Tripels sich bezw. nur 
durch den Factor i von denen des anderen unterscheiden, so ergiebt die 
Vertauschung der beiden 'Tripel mit einander kein neues Resultat. 

Die #;-Coordinaten zweier in Beziehung auf die Fundamentalfläche 
FÜ) eonjugirten Geraden unterscheiden sich durch die Vorzeichen der 
rein imaginären Werthe, während für Plücker’che Coordinaten die beiden 
Reihen 9,» pıs p1, und 2, Pa Ps Sich vertauschen. 

a) Die 450 Geraden B setzen sich aus folgenden drei Gruppen 
zusammen: 

a) 1) Aus den 18 reellen Geraden e und el) (vgl. 8 2, (6), $ 3 
(11)); die beiden Werthetripel sind: 


19810270. Fund! 32% 108107 Pe Be a clan) 
a . : 4 2 : 000 
Z.B.|B, B,|—=|B,8,|... 1.0000 oder in Plücker’schen Coordinaten: 9 
er I 100 
BB | |8: 3 | 23.070070 0005 


Gesammtzahl 3.3.2 —= 18; 
a) 2) Aus den 288 reellen Geraden, welche aus den beiden 
Werthetripeln: 
Cote pt De undeoietpwrtener ee (83) 


auf die angegebene Art resultiren; z. B.: 


> a = (0) (0) (0) 
Ba; | = | Bi; Bis |. - . eotgp icotgpy ty itgp 1 i oder N 
a R 1 -18’p tg 
Bis | = | Bar Bas |. - - eotgp itgp tgp i l icotg@ „ = = 
5 eotggp eotg?y 
g £ d tz q —1l tg2 
Bal=| Bir Bis|..-etgp 3 Ep ice 1 iteg „| ©? a 


eotg?p v5 cotgp 


Nova Acta LXXV. Nr.l. 36 


in Plücker’schen 


Coordinaten 
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00 E 

|B, Bas; |=|Bı Ba |... tgp itgp 1 %i cotgp ücotgp oder Bee e 
| Bu 33 | = | Bu |: Ep stgo 1 ii cogp ücogp a, De = 
40 45 A > {e) ” t& 0 cotg p | = 


u. s. w.; Gesammtzahl 3.3.25 — 288; 
a) 3) Aus den 144 reellen Geraden, welche aus den beiden 
Werthetripeln: 
Cote D SE und) 27 00 rer (533) 


auf die angegebene Art resultiren; z. B.: 
pt 1 


| 
Bis Bas | = | Bis 85; |... og 27 ep 0 170 oder | 1 
; EEE tg p 1 
| sin ?p | 
1 II 8 
? > ne Oi | eotg PIE il P= 
Bis Bs; | = | Bas Bis |... egpg 0 ty ii 10, cos 2p | ® 
eotgp eotg?p 1 = 
© 
ı ; : | eogwg typ —1 Is} 
By Bu |= | Ba 3; |..: ogg 0 t De ae 5 
30 Po B, B;, Sy Sp ! a | = 
und E 
& ) 1 27 
Bi Ban —| 8307: Bann er 29 Zeotaig, Kuga 5 sin 2p 5v E 
go wp -1 || © 
eotg?Y 1 cotsp | = 
Ba Bu |= 83 Ba]|..-. 22 typ 0 1 0 cotgp „ 1 m 
—— AI ZEN | = 
cos ?p 
Bio Ba | = | Bas Bis |. -- 28 1 0 otgp 0 typ „ ne | 


1 -cotgp tg p| | 
u. s. w.; Gesammtzahl 2.3.3.23 — 144. 

Aus &,), a,), a) folgt die Gesammtsumme 18+288+144 = 450 der 
(Greraden B. 

b) Die 200 Geraden © setzen sich aus folgenden drei Gruppen 
zusammen: 

b,) Aus den 32 reellen Geraden 7 und % (vgl. $ 1 und $ 3 unter 
(116)); die beiden Werthetripel sind: 


1 lud rue re =. 5 ee zSh) 
02.0720 . 
Ysr, | 18%, 22, 38 = - n 9 1l il 1 % oder | | ın 
| ı B; By | E:M BB Ü ı ı oder | I | Pläcker- 
£ 4 ä d ae ai] schen 
IB Bı Bel= | 5 % | 14 14 14 „ 0% 0:0 | Coordinaten 


Gesammtzahl 1.1.25 — 32; 


schen Coor- 


dinaten 
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b,) Aus den 72 reellen Geraden, welche aus den beiden Werthe- 
tripeln Otto coteip und 0 Velo co rer) 
auf die angegebene Art resultiren; z. B.: 


0) 0 
| B, Ba; Bas = | B Bır Bao 


0 tgp eotgy 


„® 0 typ itgp cotgp dcotggy oder 
| 


i -ctgptep 1 
| B; Bas Br | = | B; Bar Bar |... 0 veotgp tisp 0 eotg g tg | al? & 
eotgp tgY v5 
; x —tggp —1 ecot 
| Ba Bi Bas | —= | Bu Bis Ba |... 0 itgp tgY ieotgp eotgp 0 a sp ET) 
tgp V5 eotgp 
u.s. w.; Gesammtzahl 3.3.23 —= 72; 
dieselben enthalten je einen Punkt (je eine Ebene) der drei Fundamental- 
tetraeder 7, T,, T;. | 
b,) Aus den 96 reellen Geraden, welche aus den beiden Werthe- 
tripeln Te un de toi D co1ol m Ü  Err(3hs) 
sich ergeben; z. B.: 
0 : . gwıp -sp 1 
| Bıs Ba, B;4 | = | Bir Bas Os | - - - 1 itgp 1 zeotgp 1 0 oder cotgp eotgip 1 
u.s. w. und 
FEB BB BA... ige 1 vol, 0 1, 1,0 | step Jeoteiig ZI 
typ typ 1 
u. s. w.; Gesammtzahl 2.1.3.22 — 96. 
Dieseiben enthalten keinen Punkt (keine Ebene) von 7,, 7;, 7,, sondern je 
drei Punkte (je drei Ebenen) der übrigen Polartetraeder. 
Aus b,), b,), b,) folgt die Gesammtsumme 32+72+96 — 200 der 
Geraden ©. 
c) Die 72 Geraden @ resultiren auf die angegebene Art aus den 


beiden Werthetripeln: 


GI wa md Omen 0 8 ee kei 
2.B. |B, B,, By, B3; By, | = | B Bir Bi; Baı Bi l--- 
ä Sn f 3 4 3 
00 1x tgp ütggp oder | : n Re | Re 5 ER 3 A ren 
| By Bu Bi; Ba} Bau | = | Di Bar Ba Bis Bas | co (8&,) 
00 I ıtgp -itggp oder a : ne | een : N ia ? D) 
| B; Bi; By; Bis Ba; | = BB, DB Bud | - - - 
0 itsp 1 O0 tgp i oder E% : n, | n ' (863) 
| B, Big B35 Bj, B;y | on | Bi 059 DB, Dyo B;s | az 
0: 1 itgp tgp O0 oder 2 | - (8e;) 


1 eotgpy tgY 


u.s. w.; Gesammtzahl 3.3.23 — 72; 


In Plücker’schen 


in Plücker’schen 


Coordinaten 


Coordinaten 
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d.h. 3 Gruppen von je 24 Geraden, welche je einen Punkt der Funda- 
mentaltetraeder 7,, 3, 7, enthalten. 

6) Die 60 Ebenen B, die 72 Geraden @ und die 60 Punkte 8 bilden 
die erwähnte Configuration 

(ER (EDS N ee (9) 
nach Reye’'s Bezeichnung; nach der von J. de Vries') und mir’) ange- 
gebenen Bezeichnung ist dieselbe mit Rücksicht auf die übrigen auftretenden 
Configurationsgeraden durch 

(80,15,, 72:2 7.200,3.7.45052 60,0 a ea) 
darzustellen und als eine vollständige, regelmässige, sich selbst 
reciproke Configuration zu bezeichnen. 

Der regelmässige Repräsentant dieser Configuration, welcher der 
Ikosaeder-Pentagondodekaeder-Gruppe angehört, ergiebt sich leicht dadurch, 
dass man die (le).. (17) aufgeführten Werthe für die tetraedrischen Coordi- 
naten der Eekpunkte 8 und der Ebenen B mit einem geeigneten Factor 
multiplieirt und die entsprechenden rechtwinkligen Coordinaten bestimmt.) 

Die 60 Ebenen der Configuration werden alsdann gebildet: 

1) durch die 12 Ebenen eines regulären Pentagondodekaeders P,, 
dessen 20 Eekpunkte nicht der Cf. angehören, 

2) durch die 20 Ebenen eines regulären, zu P, eoncentrischen Iko- 
saeders J, dessen Eekpunkte mit den 12 Eckpunkten des durch die Ebenen 
von P, bestimmten Kepler’schen (oder Poinsot’schen) Stern -12-Flachs 
(oder -Eeks) dritter Art zusammenfallen, 

3) durch die 12 Ebenen eines zweiten, zu P, und J - coneentrischen 
regulären Pentagondodekaeders P,, dessen Eckpunkte mit den 20 Eekpunkten 
des durch die Ebenen von P, bestimmten Kepler’schen Stern-12-Flachs 
siebenter Art oder mit den 20 durch die Ebenen von J bestimmten Eck- 
punkten von zehn regulären Tetraedern (mit je zwei zusammenfallenden 
Eekpunkten und Seitenflächen) übereinstimmen, 

4) dureh die 15 gemeinsamen Symmetrie-Ebenen der drei Polyeder 
Pı, J, Pa, 

1) Sitzungsber. d. Kaiserl. Akad. d. Wissensch. in Wien. Bd. C. Abth. I, Juli 1891. 


2) Sitzungsber. d. Ges. z. Bef. d. ges. Naturw. z. Marburg. Mai 1892. S. 86 ff. 
3) Vgl. E. Hess a.a. 0. S. 92 —94. 


De . = . er . 5 . DQzx 
Weitere Beiträge zur Theorie der räumlichen Configurationen. 285 


5») durch die unendlich ferne Ebene Ex. 
Die 60 Eekpunkte der Of. sind: 

1‘) die 12 Eckpunkte von J, 

2‘) die 20 Eckpunkte von P;, 

3) die 12 Eckpunkte des durch die Ebenen von J bestimmten 
Poinsot’schen Stern-12-Ecks der siebenten Art oder des durch die Ebenen 
von P, bestimmten Kepler’schen (oder Poinsot’schen) Stern 12-Flachs 
(oder -Ecks) dritter Art, 

4‘) die 15 unendlich fernen Punkte der Kantenaxen der sämmtlichen 
concentrischen Polyeder, 

5‘) der gemeinsame Mittelpunkt O0 derselben. 

‚Jede der 12 Ebenen 1) von P, enthält je fünf der Punkte 1‘), 2‘), 
4‘), jede der 20 Ebenen 2) von J enthält je drei Punkte 1‘), je sechs 
Punkte 2°), je drei Punkte 3°) und je drei Punkte 4‘), jede der 12 Ebenen 
3) von P, enthält je fünf der Punkte 2°), 3°). 4‘), jede der 15 Ebenen 4) 
enthält je vier der Punkte 1‘), 2), 3°), je zwei Punkte 4‘) und den ge- 
meinsamen Mittelpunkt 0, endlich die Ebene #x enthält die 15 Punkte #4‘). 
Analog ergeben sich die 15 durch jeden der Punkte 1')..9‘) hindurel- 
sehenden Ebenen durch Vertauschung der accentuirten mit den nichtaccen- 
tuirten Ziffern. 

Die rechtwinkligen Coordinaten der 60 Ebenen und der 60 Punkte 
sind in Beziehung auf ein durch drei aufeinander senkrechte, zweizählige 
Axen (Kantenaxen) der concentrischen Polyeder gebildetes Coordinatensystem 
die folgenden, wobei durch d die Kantenaxe des Pentagondodekaeders P, 
bezeichnet ist (vergl. die in (l«) .. (17) angegebenen tetraedrischen Coordi- 
naten der Ebenen B und der Punkte 8): 


{0} + tg 9 + 1 
u) 4) 
1 ts 9 
)ı#, b 
a u 
er 
Ey DRS: 
te 3 te 
ur — — 
2) 
x 3 
E nn =E By 5, 
tg 2 t&?p . tg2 
Ir = ar z P . j 
tip _ tg°’p 
SET b 
: tg’ tg?’g 
3) + 7 0 2; E 
ig! tg?p 
> ) 
EG = 
1 tg op eotg p 
45 80 07 
Er 
) 0 OB 
4) Ep eotg p 1 
ge EI): 
1 0) 0 
0 0 0) 
5) 0 0 0 
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(0) +b 


+b 


+b eotg 0 


+beotgp.. 


0 +beotgdp +beotgp .. 


+b eotg p 0 


m 
— 


+b eotg?p 4b cotg p 0 


+beotg?p +beotg?p +beotg?p .. 


3%) !+beotg ip 0 


+beotg?p +b cotg ip 0 


je») 


1 tg p cotgp 
+9 a ze 
+ . nr : er tg p 
r 0 
= Er tg p cotgp 1 
1 0 0 
0 0 0 
5‘) 0 0 0 
$ 42. 


der Cf. (60:5, 725). 


die Fundamentalfläche F) in 2.72 = 144 = 12? Punkten 9,, 
die 200 reellen Geraden © ($ 41 unter 5b) in 

2.200 = 400 = 20° Punkten «, 

und die 450 reellen Geraden B ($ 41 unter 5a) in 

2.450 = 900 = 30° Punkten b,, 


+beotg’p .. 


+b eotg?p +beotg’p.. 


+beotg3p.. 


AR... 


(10a) 


(10b) 


25 ++ Bas (10e) 


(104) 


B:.B; 


Sa Br ONE): 


Eintheilungen der Fundamentalfläche F,© durch die Geraden 


1) Die 72 reellen Geraden @ (vgl. $ 41 unter 5e)) schneiden 


(11a) 


rl el. . .. . . 97% 
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und zwar liegen die 144 Punkte g, zu je 12 auf 2.12 Erzeugenden 


9, der Fundamentalfläche F,0), 

die 400 Punkte «, zu je 20 auf 2.20 Erzeugenden «, der 
Fundamentalfläche FU), 

die 900 Punkte b, zu je 30 auf 2.30 Erzeugenden b, der 
Fundamentalfläche F,0), 

so dass je zwei Erzeugende des ersten und zweiten Systems 

solchen Punkte schneiden. 


Je eine Gerade g, wird von 20 Geraden c, (Erzeugenden des 


Systems) in 20 Punkten g,(9 geschnitten, 
je eine Gerade « wird von 12 Geraden g, (Erzeugenden des 


Systems) in 12 Punkten (,(@ — g,(9 geschnitten, 
je eine Gerade g, wird von 30 Geraden b, (Erzeugenden des 


Systems) in 30 Punkten 9, geschnitten, 
je eine Gerade 5, wird von 12 Geraden 9, (Erzeugenden des 


Systems) in 12 Punkten b,(9 = g,') geschnitten, 
je eine Gerade c, wird von 30 Geraden b, (Erzeugenden des 
Systems) in 30 Punkten c,®) geschnitten, 


je eine Gerade 5, wird von 20 Geraden e, (Erzeugenden des 


Systems) in 20 Punkten b,(9 — «,®) geschnitten. 


Auf jeder der Erzeugenden treten also auf: 12 Ikosaeder- 


(11b) 


sich in jedem 


anderen 


anderen 


anderen 


anderen 


anderen 


anderen 


Punkte, 


20 Pentagondodekaeder- „, 


30 Dodeka-Ikosaeder- 


und zwar: 


a) auf den 12 Geraden g, jedes der beiden Systeme: 


12.24 


—, = 144 Punkte 9, oder g,, 


2094 Yo 
30.04 72000 0007,0° 7.0, 


9.9) == 9, 


(11d) 


b) auf den 20 Geraden c, jedes. der beiden Systeme: 


12.40 = 480 Punkte «@ — 9,0, 
a 400 „ 6,9 oder c,, 
30240) — 120075 cd = 6,0, 


(Lie 


) 
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c) auf den 30 Geradenpaaren b;: 
12.60 = 720 Punkte ,@= g,®), 
20.60 — 1200 6,0) — 1, b), ı (11) 
30.60 


> 


” 


0 b,® oder b,. 


Die durch die 2.12 Geraden 9, die 2.20 Geraden c, und die 2.30 
Geraden db, bestimmte Eintheilung der Fläche F ist als regelmässige 
dodeka-ikosaedrische zu bezeichnen. 

Ganz Analoges gilt für die durch die Geraden der Cf. an die Fläche 
F) gelegten Berührungsebenen %, 7. 3. Die Berührungsebenen, welche 
dureh die einer Geraden G@, B, C in Beziehung auf F}) eonjugirte Polare 
G‘, ©‘, B' hindurchgehen, haben zu Berührungspunkten die Schnittpunkte der 
Geraden 6, €, B mit F\); und umgekehrt sind die Schnittpunkte der Ge- 
raden G‘, €; B' mit F\\) die Berührungspunkte der durch 6, C, B an F“ 
gelegten Berührungsebenen. 

Die gesammten Punkte, Ebenen und Geraden, welche der Fläche 
FF) angehören, bilden folgende Configurationen: 

(144%, 24%, 144%), Cf. Punkte 9, Of. Ebenen x, Cf.-Gerade 9 ... (120) 
(400%, 403%, 4005), = (er > Yo * C.0s.=2(126) 
(90055 605, 3005), n Dr; B Bo, ee Bon... (Lay 
welche drei Configurationen in dem gemeinsamen Symbole: 
N,._,) für n= 12, 20, 30 enthalten sind; ferner: 
(480,7, 245 + 40%, 480), 
CE Punkte 99 —= D, Of. Ebenen ı — ı®, Cf. Gerade g, und c,.. (13a), 
720%, 242 7 602, 7205), 
CH. Punkte 9 — 69, Cf. Ebenen zP— 8%, Cf. Gerade 9, und b,.. (139), 
(1200,%,, 403 + 60%, 12005), 
Cf. Punkte !— BO, Of. Ebenen al — a), Cf. Gerade c, und d,..(13y), 
welche drei Configurationen in dem gemeinsamen Symbole 


(MI E2n: 


’ nY 


(Zmn”jiT, 2m +2n,, 2mn„yt,) für 7} = 12, 20, 30, m—+n, 
enthalten sind. 

2) Der Nachweis für die angegebenen Lagenbeziehungen, insbesondere 
für die Thhatsache, dass auf jeder Erzeugenden der Fläche F®) je 20 Iko- 
saeder-, je 30 Pentagondodekaeder- und je 30 Dodeka-Ikosaeder-Punkte als 
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Schnittpunkte mit den Erzeugenden des anderen Systems entstehen, kann 
analog wie im ersten Haupttheile ($ 2) analytisch durch Aufstellung der 
tetraedrischen Coordinaten der Punkte und Ebenen geführt werden, wobei 
wir uns wiederum auf die Bestimmung der Lage der Punkte beschränken 
können. Die Coordinaten der Erzeugenden der Fundamentalfläche, sowie 
weiterer Verbindungslinien der auftretenden Punkte werden sich wieder am 
einfachsten und übersichtlichsten bei Anwendung der Klein’schen z;-Coor- 
dinaten darstellen. 


I. Coordinaten der 144 Punkte 9 (Ebenen 4) und der 
2.12 Geraden g.. 

Die 144 Punkte g, (Ebenen z.) zerfallen in drei Gruppen von je 
2.24=48 Punkten (Ebenen). 

Ia) Die 2.12 Geraden @ und 6‘, welche je einen Punkt (eine Ebene) 
des Fundamentaltetraeders 7, enthalten (vgl. $ 41 5) unter 8e,)), schneiden 
F,® in je zwei Punkten g,, deren Coordinaten sich aus 

0 sinp cesp +... +4 —cosp snp 0... . (14a) 
ergeben, indem die 12 positiven Permutationen der vier Werthe 
0 snp cosp i 
mit den vier Vorzeicheneombinationen versehen werden. 

Ib) und Ie) Die beiden anderen Gruppen von je 2.24 — 48 Punkten 
go sind die Schnittpunkte von je 2.12 Geraden @, welche bez. einen Eck- 
punkt (eine Ebene) des Fundamentaltetraeders 7, und 7, enthalten (vgl. $ 41 
5) unter 86) und 8e,)), mit der Fläche FM, 


Zwei zu Ib) gehörige Punktpaare haben z. B. die Coordinaten: 


Eee etz  —e meta] (14b): 
\e etsp —etgp 1...egp — 1 to [| £ 
für zwei zu Ile) gehörige Punktpaare sind z. B. die Coordinaten: 
| ano ein lo a Tee Zeil etg p| (140) 
IE Ele et zeitig: —ee 1 typ ; ce 
wobei 
2rri 
ge 2 Tt 
e=e’ —=cs— tisn —- = -tgpti —— 
B) 2 2 sin @ 
ni (15) 
EI: 2n 2x 1 1 
4 —H4 J = S zo — S = — r — 
€ € co 5 ı sin 3 5) tg a 


Nova Acta LXXV, Nr.1. 37 
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ni 
—E dr 5 4 1 N! 
g2 — e 27 —Zeos — i sin — —= ——- cotgg —— 
Si 5 a nz 
Ari 
N ==S5 5 4x 6% 47 a OR 
EI = 08 — —! sin — = —- —i —— j' 
5 5 BET sp (15) 
; 
etet=tgy „ ed —— 
F SP sin g . 
und ; ist. 
2 + —-cootgp, 82—E — —— 
an 2 cos g 


Die sämmtlichen Coordinatenwerthe für die 2.48 Punkte der beiden 
Gruppen Ib) und Ice) werden erhalten, wenn man die 12 positiven Permu- 
tationen der vier Werthe 

e &Atgp &tgp 1 oder 1 edtgp etgp & 
für die zweite Gruppe mit den 4 negativen, für die dritte Gruppe mit den 
4 positiven Vorzeichen-Combinationen versieht. 

Diese 144 Punkte g, (Ebenen z,) liegen nun (schneiden sich) zu je 
12 auf (in) 2.12 Erzeugenden 9, der Fläche F®) so dass durch jeden 
Punkt g, zwei Geraden g, gehen (in jeder Ebene 7, zwei Geraden g, liegen). 

Die Klein’schen &;-Coordinaten dieser 2.12 Geraden 9, sind: 

Erstes System: Zweites System: 
sinp 0 + 608 9 0 i +i 0 0 sing 0 +08 9 0 +i | 
(16a) +cosp 0 +! 0 snp 0 0 +esp 0 +! 0 sing (168) 
+! 0 sing 0 +eosp O0 0 +i 0 sing 0 +c0sg. 

Die 12 Punkte g, (Ebenen 7,), welche auf der Geraden 

sinp 0 cs sp 0 ı 0 
liegen (durch dieselbe hindurchgehen), sind folgende: 


le9... # -osp sing 0 go... etsp etgp 1 ei 
(9 .-.sinp 0° 3 089 | (go... & 1 -stgp -eitgp 
90... np 0 np | Ign... 1 ie ee 
| 9% etgp -1 eitgp €! 
Bo... (etgp eg 1 
(en... Wietgp & -etgQ 
Ve 


Die Coordinaten der Punkte g,% ..g,(12) ergeben sich aus denen von 


9(1) und g,2), wenn die letzteren mit 
tg p, -cotgp für 99), gg, mit etgo, ettgy, —e cotgy, —et cotgp für g®) Bf: 909), 


mit &2tg p, e’tgy, —e? cotgp, —e3 cotgp für 09) Er 2 
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multiplieirt und zu den entsprechenden Coordinaten von g.() addirt werden. 

Es sind also in der That die 12 Punkte g, Ikosaederpunkte (die 12 Ebenen 

% durch eine Gerade 9, Pentagondodekaeder-Ebenen), deren Parameter sich 

bei Darstellung durch eine binäre Form aus den Wurzeln der Gleichung 
ty) reg) —0N) . .» . .. . (Te) 

ergeben. 


II. Coordinaten der 400 Punkte wo (Ebenen y,) und der 
2.20 Geraden c. 

Die 400 Punkte «, (Ebenen 7,) zerfallen ebenfalls in drei Gruppen 
von 64 Punkten «, (Ebenen 7,), 144 Punkten c“, (Ebenen 7“) und 192 
Punkten c“, (Ebenen 7,“). 

Ha) Die 2.16 Geraden € und C‘, welche je drei Punkte (Ebenen) 
der drei Fundamentaltetraeder 7, 7,, T, enthalten und mit den im ersten 
Haupttheile ($ 1, $ 3 (110)) durch %, 4 bezeichneten identisch sind (vgl. $ 41 
5) unter (8b,)), schneiden F,() in je zwei Punkten c‘,, deren Coordinaten sich 


aus 


Tor: . (18a) 


ergeben. Diese 64 Punkte c, sind mit den früher ($ 2 (109)) -durch 9 — 5 
bezeichneten identisch; sie liegen zu je 8, den Hexaederpunkten entsprechend 
auf den 2.8 Geraden c,, welche früher durch % bezeichnet wurden ($ 2 
(6z2)) und deren #;-Coordinaten aus 


Er VE 0 


19 
under oe 0 02 | en) 


folgen. 

IIb) Die zweite Gruppe von 3.48 —= 144 Punkten c“, (Ebenen y“, 
besteht aus den Schnittpunkten (Berührungsebenen) von je 24 Geraden C 
und C‘, welche je einen Punkt (eine Ebene) der drei Tetraeder 7,, 7, Z; 
enthalten (vgl. $ 41 5) unter (Sb,)) mit der Fläche 7,0), 

IIb,) Zwei Punktpaare der ersten Abtheilung von 48 Punkten «*, 
haben z. B. die Coordinaten: 


0 cs» sin +... + —snw csy 0 . . . (18b,), 


I) Vgl. z.B. E. Hess: Kugeltheilung. S. 408 Formel (56ß‘). 


37*r 


292 Edmund Hess, 


wo wiederum 


gesetzt ist und den 12 positiven Permutationen der 4 Coordinatenwerthe 
die 4 Vorzeiehen-Combinationen hinzuzufügen sind. 

IIb,) und IIb,) Zwei Punktpaare der zweiten und dritten Abtheilung 
von je 48 Punkten c“, haben die Coordinaten: 

-a |tgp (l+eeotg?%p)|1|etgy(itatgy)|---- | 
tg p (l+a eotg °y) | a | -eotg p (I+atg’y)|1| | 
-02 |tg p (l+a2 eotg2p) | 1 | eotgpy(Iitattg>y)|... | 
tg p (I+a2 cotg ?p) | «2 | -eotg p (I+a?tgy) | 1| | 
a |tgyp(l+aeotg’g)|1|eotgp(Itatgp)|.... 
tg p (lI+a cotg ?p) | «| -eotgp (lI+atg?p) | 1| 
a?|tgp(l+a?eotg’g)|1|eotgpy(Itattgy)|....- 
tg p (1+a? eotg 29) | a? | -eotgp (I+a?tg’p|1| 

Die Coordinatenwerthe für die 2.48 Punkte «,“ dieser beiden Ab- 
theilungen resultiren, wenn die 12 Permutationen der obigen 4 Werthe für 
die erste Abtheilung mit den 4 negativen, für die zweite mit den 4 posi- 
tiven Zeichencombinationen versehen werden. 

Diese 144 Punkte c“ liegen zu 12 auf 2.12 = 24 Geraden «,", 
welche sich zu zweien in einem solchen Punkte schneiden und Erzeugende 
der Fläche F) sind. Die Klein’schen Coordinaten für die 12 Geraden 
des ersten und zweiten Systems folgen aus: 

co» O0 sin 0 i O0 und O cosp O0 sinpy 0 2 . .. . (19b 
nach derselben Bildungsweise, wie für die 2.12 Geraden 9, (vgl. (16«) und 
(16) unter I). 

IIe) Die dritte Gruppe endlich umfasst 2.96 — 192 Punkte «“ 
(Ebenen 70“), welehe die Schnittpunkte der (Berührungs-Ebenen durch die) 
96 Geraden C und © sind, welche keinen der Punkte (Ebenen) der Tetra- 
eder 7,.. T,, sondern je drei Punkte (Ebenen) der übrigen Polartetraeder 
enthalten (vgl. $ 41 5) unter (8b;)). 

Zwei soleher Punktpaare haben die Coordinaten: 

aetgpg a+ttgp atgp —l...1—eattgpy attgpy atg’p | (180). 
atg”y a+ttgp atgyg —l...1 —atgp attsg artsp | 


Die Coordinatenwerthe für alle 2. 96—=192 Punkte c«,“ resultiren, 
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wenn die 12 positiven Permutationen der beiden Quadrupel mit den 4 posi- 
tiven und den 4 negativen Zeicheneombinationen versehen werden. 

Diese 192 Punkte «,“ sind die Sehnittpunkte je einer der 2.8 Ge- 
raden c‘, (oder k) (vgl. (19«)) mit je einer der 2.12 Geraden ec“, (vgl. (19b)), 
und zwar wird jede der 8 Geraden c, des ersten und des zweiten Systems 
von jeder der 12 Geraden c“, des zweiten und des ersten Systems in 12, 
jede der Geraden c“, von je einer Geraden «, in 8 Punkten c“, geschnitten. 

Auf jeder der 2.8 Geraden c‘, treten also 8 Punkte «, und 12 Punkte 
c“, auf jeder der 2.12 Geraden «“ 12 Punkte «* und 8 Punkte «“ auf. 
(Analoges gilt für die Ebenen 7‘, 70%, Yo )- 

Die 20 auf jeder Geraden « auftretenden Punkte c, (sich in ihr 
schneidenden Ebenen y,) sind Pentagondodekaeder-Punkte (Ikosaeder- 
Ebenen), während die unter IV zu betrachtenden Sehnittpunkte 9) — g) 
(Ebenen 72 =") einer Geraden c«, mit den 12 dem anderen System an- 
gehörigen Geraden g, die zugehörigen Ikosaeder-Punkte (Pentagondo- 
dekaeder-Ebenen) darstellen. 


IH. Coordinaten der 900 Punkte b, (Ebenen %) und der 
2.30 Geraden 5. 

Die 900 Punkte b, (Ebenen £,) zerfallen gleichfalls in drei Gruppen 
von 36 Punkten 5‘, (Ebenen £,), 3.192 = 576 Punkten 6“, (Ebenen #*,) und 
288 Punkten 5b“, (Ebenen #‘,). 

IHa) Die 18 Geraden e und e) (vgl. $ 41 5) unter (8a,)), nämlich die 
3.6 Kanten der Tetraeder 7,..7, schneiden die Fläche FW in den 
2.18= 36 Punkten b,‘, welche früher (vgl. $ 1 und $ 2 unter (10«) und $ 3 
unter (12«)) durch &; ..e bezeichnet wurden, und deren Coordinaten sich aus 

I OO und er l20e) 
in bekannter Weise ergeben. 

Diese 36 Punkte b,‘ (Ebenen %%,) liegen zu je 6 auf (gehen zu je 6 
durch) den (die) 2.6 Geraden d,, welche früher durch die imaginären Ge- 
raden e bezeichnet wurden, und deren Coordinaten aus 


0 NZ | 
und ozslge oe ae) 


folgen. 


(21a) 
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1IIb) Die zweite Gruppe umfasst die 3. 192 = 576 Punkte b,“ 
(Ebenen £*), welche Schnittpunkte der (Berührungsebenen durch die) 3.96 
Geraden B und B’ (vgl. $ 41 5) unter (8a,)) mit FÜ) sind, die zu je 6 den 
3.16 Polartetraedern 7,..7,, T»..T;3;, 736... Z,ı als Kanten angehören (vgl. 
$ 41 unter 2)), während sie je einen Eckpunkt (eine Ebene) der drei Tetra- 
eder 7,, Z,, T, enthalten. 

IIIn,) Zwei Punktpaare der ersten Abtheilung (entsprechend 7,..7,,) 
von 192 Punkten b“, haben z. B. die Coordinaten: 


1 5 a - 
+i teg - Seotgp .... 0 -cotgp (l+2) -cotg ?y +27 v5; . . (20b,) 


hier sind links den 12 positiven Permutationen die 8, rechts den 2.12 
positiven Permutationen die 4 Zeiechencombinationen zuzusetzen. 

IIIb,) und IIIb,) entsprechend 7%..7;; und 73,..T,,. Zwei Punktpaare 
der beiden Abtheilungen haben die Coordinaten: 


1 ; e : \ 2 
el; 2p Fi eotg p) v5 pH) +itgy 1... cotgpy(-1+) —(eotg?p+d) +Hieotg®p 1... (20b,) 
y ’ 
und 
7: 1 R s ; j 5 
tg cotg y) vE“® +) +itgy l...-ceotgy(-1+i) -(eotg pi) Hieotg?p 1... (20b;) 


Aus diesen ergeben sich durch die positiven Permutationen mit Hin- 
zufügung der Zeicheneombinationen die Coordinaten der 2.192 Punkte 6% 
dieser beiden Abtheilungen. Analoges gilt für die Ebenen #%. 

Die 576 Punkte 6“, liegen zu je 24 auf 2.24=48 Geraden 2“, 
welche sich zu je zweien in einem solchen Punkte schneiden. Die z;-Coor- 
dinaten für die 24 Geraden des ersten und zweiten Systems folgen aus: 


1+itg9 0 cdgyFi 0 tgytieotgp 0...0 l+itgy 0 ctgpy+ti Otgy+tieotgy 
oder 
1 
ogpt24 o — 97 = —_ { emt27 op (0 E3 ) 
mer tgg+F2icoftgp 0 -(1+20) OR) Fr 0 tgy+27Teetgyg 0 -(1#2% (21b) 
oder 
1 1 


—1+27 0 cotgy-t2itgy 0 0...0 -1+42:7 0 cotgp+2itgg 0 


cos >y cos 2 . 
IIIe) Die dritte Gruppe endlich enthält die 2.144 — 288 Punkte 
b“, (Ebenen 3%), welehe Schnittpunkte der (Berührungsebenen dureh die) 
144 Geraden B und B‘ (vgl. $ 41 5) unter (8a,)) mit F‘) sind. 
Auch hier sind drei Abtheilungen von je 96 Punkten b“, (Ebenen 
8“) zu unterscheiden, je nachdem die Geraden B, B‘, welche keinen Eckpunkt 
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(keine Ebene) der drei Tetraeder 7, 7, T, enthalten, den Polartetraedern 
Ta .. Tag, Teo.. Tg, und Ts... 7, als Kanten angehören. 
Ille,) Zwei Punktpaare der ersten Abtheilung (entsprechend 7;; .. 7,,) 
haben die Coordinaten: 
+i(l+itggp)sin’®p|A+titgp)sin®p| till... FilL|A+tÖitg p)sin?p| Fi(ll+itg p)sin’p |... (206,) 
Ille,) Zwei Punktpaare der zweiten Abtheilung (entsprechend 73... 7;-) 
haben die Coordinaten: 


(l-tieotg y) cos ?p| Fill+ieotgy) es’p|+till.... | 
—1| +i| FillFieotg p) cos ?y | L-Fi cotg y) eos 24 [I 


(20e,) 

IIIe;) Zwei Punktpaare der dritten Abtheilung (entsprechend 7,3 .. Z-;) 

haben die Coordinaten: 
1| +i| +ileotg g+itgp) | cotgpytitggp |... (ots Hits p) | Hileotg pFitggy)| Hill... (206) 

Die 288 Punkte b“, sind die Schnittpunkte je einer der 2.6 Geraden 
b‘, (vgl. (21a)) mit je einer der 2.24 Geraden 2“ (vgl. (21b)); jede der sechs 
Geraden 5% des ersten und des zweiten Systems wird von jeder der 24 
Geraden 5b“, des zweiten und ersten Systems in 24, jede der Geraden 2“, 
von je einer Geraden 5b‘, in 6 Punkten 6b‘ geschnitten. 

Auf jeder der 2.6 Geraden 5, treten also 6 Punkte 6, und 24 
Punkte b‘,, auf jeder der 2.24 Geraden 5“, 24 Punkte b“, und 6 Punkte 
b“, auf. Analoges gilt für die Ebenen %%, 8", B'“o. 

Die 30 auf jeder Geraden d, auftretenden 6 Punkte b, (sich in ihr 
schneidenden Ebenen 3) sind Dodeka-Ikosaeder-Punkte (Triakonta- 
ederebenen), während die unter V zu betrachtenden Sehnittpunkte 6% — g®) 
(Ebenen em — N) einer Geraden 5%, mit den 12 Geraden 9 des anderen 
Systems die zugehörigen Ikosaeder-Punkte (Pentagondodekaeder- 
Ebenen), die unter VI zu betrachtenden Schnittpunkte b — ı&) (Ebenen 
2 = yP) die zugehörigen Pentagondodekaeder-Punkte (Ikosaeder- 
Ebenen) repräsentiren. 


IV. Punkte 99 —=c®% (Ebenen „9 —=y) und reelle Verbindungs- 
gerade g„— .c 9), 
Die 480 Punkte g® — c® sind (vgl. (L1e) und (114)) die Schnittpunkte 


je einer Geraden g, mit einer Geraden c, des anderen Systems. Der ana- 
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Iytische Nachweis dafür. dass die 20 auf einer Geraden 9, auftretenden 
Punkte 9% Pentagondodekaeder-Punkte sind, lässt sich einfach da- 
durch führen, dass man die Coordinatenwerthe derselben linear aus den- 
jenigen zweier als Grundpunkte gewählten Ikosaederpunkte g, zusammen- 
setzt, wobei die Parameter die Wurzeln der Gleichung') sind: 
(+ tr (— Lad et) (tete [+ %X) Ci + %x]) = 0. . - (228) 
Entsprechend lässt sich zeigen, dass die 12 auf einer Geraden « auftreten- 
den Punkte c'9 Ikosaederpunkte für die 20 Pentagondodekaeder-Punkte 
co sind. Der ersten Anordnung entsprechend hat man folgende 5 Gruppen 
von je 96 Punkten: 
sin , y | @sin (P+% 7%) |? cos (p+% x) | eos % x | 
esinyy|ising+Y%g)+Eesinyy|ico(pyt+%N—ertggsinyy| cos %x 
&2sin%y |? sin (g+%g—e eötg y sin %y|icos p+%y)+esinY,yx|cos%x| 
. 8sinY,y |? sin (g+%%) + et cotg p sin %y | “cos (p+Y%y)— Et sin %y | cos %y | 
&Asin%y|? sin (g+%y)—esinYyy|%cos (y+%yK) + E&tggysinYyy|cos%y]|. 


(22b) 


Andererseits gruppiren sich die 480 Punkte 9 — «® einmal als die 
2.12.8= 192 Schnittpunkte der Geraden g, mit den 2.8 Geraden c‘, 
andererseits als die 


SEID; : (22e) 
2.12.12 = 288 Schnittpunkte der Geraden g, mit den 2.12 Geraden «, 


(vgl. (19a) und (19b)). 


Je zwei eonjugirte Punkte g() — c(® bestimmen eine reelle Ver- 
bindungsgerade „=“; der letzten Anordnung entsprechend erhält 
man folgende beide Gruppen von 96 und 144 solcher Geraden, deren 
x;-Coordinaten die einfachen Werthe haben: 


Ü i i 
a) 96 Gerade „=cN ... eosc nn en (el 
a) 9b le I0 0 3 TE: v3 ve 
b) 144 „ - jan are) »ı.CoR m; 3 sinap, Eing weona 0,0 „2 2.2, (aae) 


Die Coordinaten der sämmtlichen 96 +144— 240 reellen Geraden 
9) — ec) ergeben sich auf die früher erläuterte Weise (vergl. $ 41 5) am 
Anfang). 

Je vier der Punkte g9 —c® (der Ebenen 72’ —y'%, für welche den 
obigen analoge Beziehungen stattfinden) werden als Eckpunkte (Seitenflächen) 


1) Vgl. E. Hess: Kugeltheilung. Seite 409 Formel (568). — Es ist 
2 
= z —p und tg% — 2 2p, sin m Yz sin p Uu.8.W. 
2 % 
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bestimmter Haupttetraeder von 15-zähligen Collineationen im Folgenden auf- 
o° © 

treten; die 3 Kantenpaare eines solchen Tetraeders sind ein reelles Geraden- 

paar 99) — «9 und zwei imaginäre Geradenpaare g, und «. 


V. Punkte 99 —6®% (Ebenen ZP= 5%) und reelle Verbindungs- 
gerade „= 19), 

Die 720 Punkte g) — 6% (vgl. (Lle) und (114)) sind die Schnittpunkte 
je einer Geraden 9, mit einer Geraden D, des anderen Systems. Dass die 
30 auf einer Geraden g, auftretenden Punkte g®) Dodeka-Ikosaeder- 
Punkte sind, folgt aus der linearen Zusammensetzung der Coordinaten- 
werthe derselben aus denjenigen zweier als Grundpunkte gewählten Ikosa- 
ederpunkte g,, wobei die Parameter den Wurzeln der Gleiehung:') 


e Rn e = B E* Mn [x q 
Ge Ya r) (Si+&: cotg® 49) (ut tg u) | 


x (15-5 cotg 3-2) (3+ 2) —_ | 


entsprechen. Die 12 auf einer Geraden db, auftretenden Punkte sind Ikosa- 


(23b) 


eder-Punkte, denen die 30 Punkte b, als Dodeka-Ikosaeder-Punkte zu- 
geordnet sind. 

Aus den der ersten Anordnung entsprechenden Gruppen von Punkten 
mögen die folgenden aufgeführt werden: 
isny,g|sinyg|eos%g|icos"% | 


iesinY, p|sing eos Y, p—ecosgp sin, p|ecosy eos, p+esing sin, p|dcos% g| 


EN (23%) 
Fl|sing Fieosy | — (sing +tiecosy)|i| 
Fe |sing Fiecosp|ecosp +iesing|z]| 

DESSEwe 


Andererseits gruppiren sich die 720 Punkte g® — 6% einmal als die 
2.12.6—= 144 Schnittpunkte der Geraden g, mit den 2.6 Geraden b,, 


andererseits als die ei 

> 5 . 22€ 

2.12.24 = 576 Schnittpunkte der Geraden 9, mit den 2.24 Geraden b“, 
(vgl. (21a) und (21b)). 


Je zwei conjueirte Punkte 9 — 59 bestimmen eine reelle Ver- 
« {o) 9% 0 


binduneseerade 4" — 9. die x;-Coordinaten der der letzteren Anord- 
>58 I 


') Vgl. E. Hess: Kugeltheilung. 8. 410 Formel (569). 
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nung entsprechenden beiden Gruppen von 72 und 288 solcher Geraden, 

sind die folgenden: 

a) 72 Gerade PN ...cag i sing 0.00 er ae 
} a i 0 

b)7288 , g—=9M ... cosg z np zutgp 0 Stgp,. - . . (236) 


aus welchen sich auf die bekannte Weise die Coordinaten der sämmtlichen 
72+288 = 360 reellen Geraden y” — 19) ergeben. 

Je vier der Punkte g® — 69 (der Ebenen „®— 47, für welche 
wiederum analoge Beziehungen gelten) treten als Eckpunkte (Seitenflächen) 
bestimmter Haupttetraeder von 10-zähligen Collineationen im Folgenden auf; 
die 3 Kantenpaare eines solchen Tetraeders sind ein reelles Greradenpaar 
99 = 39) und zwei imaginäre Greradenpaare g, und b,. 


VI. Punkte (®!—5% (Ebenen YP—g%) und reelle Verbindungs- 
gerade (= 19, 


Die 1200 Punkte c® — 69 (vgl. (11e) und (114)) sind die Schnittpunkte 
je einer Geraden c, mit einer Greraden d, des anderen Systems. Die 30 auf 
einer Geraden c, auftretenden Punkte c'® sind Dodeka-Ikosaederpunkte 
für die 12 Punkte c'% (vgl. unter IV.) als Ikosaeder- und die 20 Punkte 
co als Dodekaeder-Punkte, die 20 auf einer Geraden 5, auftretenden 
Punkte 6 Pentagondodekaeder-Punkte für die 12 Punkte 0® (vel. 
unter V.) als Ikosaeder-Punkte, während die 50 Punkte b, Dodeka- 
Ikosaeder-Punkte sind. Der analytische Nachweis für diese 'T’hatsache 
kann analog wie unter IV. und V. geführt werden; es möge genügen für 
einige Gruppen von Punkten «® — #9 die Coordinaten aufzuführen: 


1: jo na (vgl. $ 3 unter (126))') 
J 
1 : 
sv ıtesy 1ı (24a) 


ee 2 
5 (V5+iV3) « z(V5—iV3)a+i eotg g a+itgp Y3+1 U. 8. W. 


Andererseits zerfallen die 1200 Punkte c® — 6‘ als Schnittpunkte 
der 2.8 Geraden «, und der 2.12 Geraden c“, mit den 2.6 Geraden b‘, 


ı) Es treten hier 2.6.8 96 der früher durch HF bezeichneten Punkte auf. 
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und den 2.24 Geraden 2“, (vgl. 19a) b) und 21a) b)) in folgende 4.Gruppen: 
a) 2.8.6=96 Schnittpunkte der Geraden c‘, mit den Geraden b‘, .... (248) 
(vgl. $ 3 unter (120)) 
b) 2.3.24 = 384 Schnittpunkte der Geraden c‘, mit den Geraden b“, .. (24e) 
c)E2r.12.6: 4X ; » Br CHE » b', . . (24d) 
d) 2.12.24—=576 5 h ie n b“, .. (24e) 
Je zwei conjugirte Punkte bestimmen eine reelle Verbindungs- 
gerade «) — >); die z;-Coordinaten der entsprechenden vier Gruppen von 
Geraden sind die folgenden: 


a) 48 Gerade (d= 90... ya i 73 0 75 0 (24f) 
a > RER 5 5 v 5 cotg 73 ar [rn . (24g) 
c) 72 7 £ „» ... Sind i cam 0 0 02.222 (24h) 
d) 288 „ “ in sin ı - cos ap 2 cotg go Er BEE SI} 


aus welchen sich auf die bekannte Weise die Coordinaten der sämmtlichen 
600 Geraden «” — 5 ergeben, von welchen die ersten 48 unter a) auf- 
geführten mit den früher erhaltenen 48 reellen Geraden % identisch sind 
(vgl. $ 4 unter 1)). 

Je vier der Punkte «®—#(% (der Ebenen „= 3%, für welche 
ganz analoge Beziehungen gelten) werden als Eckpunkte (Seitenflächen) 
bestimmter Haupttetraeder von 6-zähligen Collineationen im Folgenden auf- 
treten; die 3 Kantenpaare eines solchen Teetraeders sind ein reelles Geraden- 


paar ce — 5% und zwei imaginäre (eradenpaare c, und D,. 


8.43. 

Fernere in Betracht kommende Verbindungsgerade 

von Punkten (Schnittlinien von Ebenen), Schnittpunkte und 
Verbindungsebenen. 

1) Von jedem der 60 Punkte 8 geht an die Fundamentalfläche A, 
ein Tangentenkegel, welcher die Fläche in einem Kegelschnitt berührt, 
dessen Ebene die Polarebene B zu der Spitze B ist. Unter den Kanten 
dieses Kegels sind 


38* 
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12 Gerade |®g,|. welche die Fläche in einem Punkte g, berühren, 
Gesammtzahl 60.12 — 720, 

20 Gerade |8c, |; welche die Fläche in einem Punkte c, berühren, 
Gesammtzahl 60.20 = 1200, 

30 Gerade |8 bo |. welche die Fläche in einem Punkte b, berühren, 
Gesammtzahl 60.30 = 1800. 

Die 60 Kegelschnitte, welche durch die 60 Ebenen B auf FÜ) ent- 
stehen, enthalten also je 12 Punkte g,, je 20 Punkte «,, je 30 Punkte b, 
(die Berührungspunkte der 12 Ebenen x, der 20 Ebenen 7,, der 30 Ebenen 
, welche durch je eine Spitze 8 des Kegels gehen), so dass durch jeden 
der 144 Punkte g, fünf, durch jeden der 400 Punkte c, drei, durch jeden 
der 900 Punkte b, zwei der 66 Kegelschnitte hindurchgehen (jede der 144 
Ebenen 7, fünf, jede der 400 Ebenen 7, drei, jede der 900 Ebenen $ zwei 
Punkte 8 enthält). 

Die 5 durch einen Punkt g, gehenden Ebenen B schneiden sich in einer 


Greraden G, welche F) in dem conjugirten Punkte g‘, trifft, 
die 3 durch einen Punkt «, gehenden Ebenen B schneiden sich in einer 
Geraden €, welche F,® in dem conjugirten Punkte «, trifft, 
die 2 durch einen Punkt b, gehenden Ebenen B schneiden sich in einer 
Geraden B, welche F,) in dem conjugirten Punkte b‘, trifft; 
analog liegen: 
die 5 einer Ebene 7, angehörigen Punkte ® bez. auf der reciproken Polaren 
G‘, durch welche die conjugirte Berührungsebene y, an FÜ!) geht, 
die 3 einer Ebene y, angehörigen Punkte 8 bez. auf der reciproken Polaren 
C‘, durch welche die conjugirte Berührungsebene y, an FÜ) geht, 
die 2 einer Ebene £, angehörigen Punkte ® bez. auf der reciproken Polaren 
B‘, durch welche die conjugirte Berührungsebene %%, an FÜ) geht. 
(Vgl. $ 41 unter 3)). 
la) Jede Gerade G enthält ausser 5 Punkten 8 noch 5 Punkte 3 
(vgl. $ 41 unter 3)), welche die Schnittpunkte dieser Geraden mit den 5 
durch die reeiproke Polare G‘ hindurchgehenden Ebenen B (den Polarebenen 
zu den 5 Punkten 8 von G) sind; analog gehen durch die Gerade @' 5 
Ebenen 7 (die Polarebenen zu den 5 Punkten $) hindurch, welche @ in den 
5 Punkten 8 schneiden. Entsprechendes gilt natürlich für die 5 durch @ 
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gehenden Ebenen B‘, welche G' in 5 Punkten 3° und die 5 durch @ gehen- 
den Ebenen 7‘, welche G° in 5 Punkten 8‘ (den Polen zu B‘) schneiden. 
Daraus folgt, dass dureh jeden der 144 Punkte g,, einmal 


5 Gerade |8g |—= | 7% | und zweitens 5 Gerade |Ig|—=| By | 
hindurchgehen (in der zugehörigen Ebene % liegen). Es gibt somit 
720 Gerade | Bd g | = | /% | 
and 7a sole | Bio | 


1b) Jede Gerade © (vgl. $ 41 unter 3)) enthält ausser 3 Punkten 8 
noch 3 Punkte 8, welche die Schnittpunkte von © mit den 3 durch die 
reeiproke Polare C* hindurchgehenden Ebenen B (den Polarebenen der drei 
Punkte 8) sind; analog gehen durch © 3 Ebenen K (die Polarebenen der 
Punkte &), welehe G in den drei Punkten 8 schneiden. Entsprechendes gilt 
für die 3 dureh © gehenden Ebenen B‘, welche € in drei Punkten &' und 
für die drei durch © gehenden Ebenen X‘, welche C‘ in drei Punkten 
(den Polen zu 5’) schneiden. 

Durch jeden der 400 Punkte c, gehen hiernach einmal 


3 Gerade |8o|—=| Ky| und zweitens 3 Gerade |&uo|=|Byo| 
hindurch, welche in der zugehörigen Ebene 7, liegen. Es giebt also 
1200 Gerade | co | = | K Yo | 
und 1200 n Kslcon WB 


le) Jede Gerade B (vgl. $ 41 unter 3)) enthält 2 Punkte 8; und 8}, 
die Schnittpunkte von B mit den durch B‘ gehenden Ebenen Bj; und B; (den 
bez. Polarebenen zu ®; und B;); ausserdem zwei Punkte ®; und D; (in har- 
monischer Lage zu B; und 87). die Schnittpunkte von B mit den durch B‘ 
gehenden Ebenen A; und 4; (den Polarebenen zu D; und D;). Die beiden 
durch B gehenden Ebenen B’,, B‘; schneiden B’ in zwei Punkten ®‘, 8 (den 
bez. Polen zu B‘, B7) und die beiden dureh B gehenden Ebenen 4' schneiden 
B' in den beiden Punkten D/, D7, (den bez. Polen zu 4%, 4). 

Es gehen also durch jeden der 900 Punkte d, einmal 


2 Gerade | % % I=| Br & | | und zweitens | 86 |=148&|\ 
I&61=-1B%|| 2 Gerd 96|1|48 || 
hindurch, welche in der zugehörigen Ebene #, liegen. Man hat hiernach 
1800 Gerade |8; 6, |= 2. %, | 
under Os De || 


2) Der analytische Nachweis für die unter 1) angegebenen Lagen- 
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beziehungen lässt sich mit Benutzung der in $ 41 unter (1), (5), (6), (7) und 
in $ 42 unter (14), (18), (20) gegebenen Coordinatenwerthe für die Punkte 8, 
38, D und g, c, b, (die Ebenen B, 7, K, A und %, 7 80), ohne Schwierigkeit 
erbringen. Es möge genügen, die unter 1) charakterisirten Verbindungs- 
geraden (Schnittlinien) durch ihre #;-Coordinaten für je ein Beispiel dar- 
zustellen. 
2a) Die Gerade G...1 © -tzg -itgp 0 0 
enthält folgende 5 Punkte 8 und 5 Punkte 3 (durch die reciproke Polare 
(en I Zar dien WW 


gehen folgende 5 Ebenen B und 5 Ebenen 7 hindurch): 
Sn (N) 0550 © 0 1 Sir 2 n0r Sup cos p 0 
1 1 1 1 1l 
BED) ep z 5 c0tgg s (1) 0 z008 p zeotgpeosp , 7 
DB; (B 0 2 t t @/ 0 = si Sr 
3 (Ban). ..0 5 zeigp -ztep a (B) zen zZ ng aa) 
I 1 n 1 IR 1 
Bu Ba): ..0 a cotg y ; ts 9 Sı (1) 0 ats p sing zeing Sag) 
Bis (B Gay ots 01 ok 2 
ı3 (Bi) . - - I Et) 5 (5)... Fa ee 


während die Schnittpunkte go, g‘% der reciproken Polaren 

G'...l = -tggo itgo 0 0 
mit FÜ) (bez. die Berührungsebenen z, 2, durch G in diesen Punkten) die 
Coordinaten haben: 


Dee: i Co sin yo\ (256) 
9X) ----— cap sinp O| 
Daraus ergeben sich die x;-Coordinaten der 5 Geraden |B g, | = | 1x, | 
und der 5 Geraden | 39 |= | By |: 
| g|=|h Xo|--- sing isinpg cap icop i 1 
(B590| = 1% Xo 22. Sino Tesnn cos Vecopie 
Bsypl=|% |... sinp iesinp cosp de?cosp i 82 | (26a) 
Bıgpl=|4A %x|.-- sinpyg iedsinp cosp iecospi & 
Bsp |=|Z X|-.-- sing wesinp cosp ‘ecospi ei 
ISı9|=|Bı X|--:sinp -sinp cp -—icop i —l 
»9%|=|Bı;%|--- sing -issinp cp -—iecsp i —e 
| 83 9 | = | Ba3 4% | - : - sap —ie2sinp cosp —ie2cosp i —e? \ (26b) 
IIı9|= | Ba x | - - :- simp -iesinp cosp —iedcosp i —e 
|5;9%|=|Ps%|-.- simp -i&sinp cp —ietcosp ü —ei 


’ 


wo wiederum & (vergl. (15)) eine fünfte Einheitswurzel bedeutet. Für die 
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Geraden |89%|=|1%| und |3g|= | Byx | ist in den Coordinatenwerthen 
das Vorzeichen von i das entgegengesetzte, wobei & in e* und 2 in e® übergeht. 

Die Coordinatenwerthe für die sämmtlichen 720 Geraden |3 g, | und 
die 720 Geraden |3 9 | resultiren, wenn die drei positiven Permutationen 
von sngp cosp 1 mit den drei Vertauschungen je zweier Elemente des 
zweiten und des dritten Paares und diese 9 Anordnungen mit den 2°—= 32 
Vorzeicheneombinationen verbunden werden. Die vierte Vertauschung der 
Elemente des zweiten und des dritten Paares würde reelle Gerade 

(z.B. sing isinp cosp copy 1 ‘) 

ergeben; diese sind hier auszuschliessen, da die 1440 Geraden |Bg, | und 
| 39 | sämmtlich imaginär von der ersten Art sind. 

2b) a) Die Gerade ©... 1-1-1-i (oben unter I durch %‘ be- 
zeichnet) enthält die folgenden 3 Punkte 8 und 53 Punkte & (vgl. Formel 
(6) in $ 41; die Punkte 8 sind die oben $ 3 unter (129) durch d bezeich- 
neten Punkte), und durch die reciproke Polare €... 11.1 gehen die 
folgenden 3 Ebenen B und 3 Ebenen X (früher durch d bezeichnet) hin- 
durch: 


5 H ıl 1 1 
BB) 22 1 10 02 ON 0 
vs v3 v3| 
an x Ve 
a (Eh) oo 22 BR lo) -.::-2/3 — — = (272 
) ) 9935 2 (Rh) 3/3 9/3 ay3 2/3 | ) 
I Se 1l 1 1 1 
4 B- el leydell mn. = = = & K: Tepe az 3 TE, = IE 
®; (B,) 9595 st; (K;) 3/ 3 2/3 2/3 TER 


während die früher durch & (,) bezeichneten Schnittpunkte c, der reciproken 
Polaren ©‘ (Berührungsebenen 7, durch €) mit 7, die Coordinaten haben: 


ny! 2 
e3 (Yo) 3 Do N) 1 E & | (27b) 
En, (Yo) -". « AOslaa ze] 

Daraus folgen die &;-Coordinaten der 3 Geraden |B«|—=| Ky, | und 
der 3 Geraden |&«|=| By‘ |, welche früher ($ 4 unter 9 Formel (13b‘) 
(13b“)) durch p, p‘ bezeichnet wurden, 

Bl — A ee a dar Te | 

Bo EHEN 1 Da «a Aa: 0 — (283) 
Baal ERW l -io? « — a —ia 

Ras Bi el re: 

Sta.co I EB en 0 222286) 
So|l=|B r%| - l io «a ii 2: 


Jede der 16 Geraden A‘ liefert durch Verbindung der 6 ihr ange- 
hörigen Punkte 8 und 8 mit den beiden Schnittpunkten c, und c, der reci- 
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proken Polaren % 12 derartige Geraden |8 «| und |®%« |; die Coordinaten- 
werthe für die 192 Geraden resultiren durch Permutation der beiden Tripel- 
werthe 1 « «? und ö i« ic: und Hinzufügung der 2?—32 Vorzeichen -Com- 
binationen (5- - a 4 — 192). 

2b) 9 Die Gerade €... 1:11. (früher unter I durch % be- 
zeichnet) enthält folgende Punkte 8 und & (dureh €... 1 «1 -1-i 
gehen folgende Ebenen B und K): 

il 1 o 2m z op 
tg. 4 = zog 8 (A)... 0 Sn ya ie 
2 2/3 2/3 2/3 


198 1 >  tg%p cotg 2p v5 
a 


B; (Bi;) 0 < 


B’y (Ba) . . 0 (29a) 


v5 t8’p _cots:p 
ays3. aa 2/3 


während die Schnittpunkte c, co (die Berührungsebenen y‘, y» durch €‘) der 


1 1 A 
B.2 (Ba) . . 0 373 eotgp >tgYp RK (K,).. 0 


’ 


reciproken Polaren € mit 71) die Coordinaten haben: 


y' 308 ) /3 1 1 1 
ER \ (29b) 
eV] 
Die &;-Coordinaten z. B. der Geraden | 8; o |= | X, y' | lassen sich 


hieraus in folgender Form erhalten: 


V5+iy3 ily5—iV3)a (V5+iYy3)er ily5—iV 3)er (Y5+iy3)a ilY5—i/3) . . . (30a) 


oder 7 a eiÖ va? ar eiE 24 eis 5.00 (BIER) 
wobei V5+iV3 = 2 (eotgyp-+ «) 
—=2(tg 9 —e?) 
V5- iV3 = 2 (eotg p-+ a?) 
—2 (tg — 0) 
url. v5 N: 
und cos25—-,, td = / z, sin = 2/3’ GORt aya EEE) 


ist.) Jede der 16 Geraden % liefert 12 derartige Gerade |B«| und |Rc |; 
auch hier resultiren die Coordinatenwerthe für die 192 Geraden durch Per- 
mutation der beiden Tripelwerthe , i«, ia? und e2%, «e2lS, «2e?° und Hinzu- 
fügung der 2° Vorzeicheneombinationen. 


!) Der Winkel 2Z ist Seite eines regulären sphärischen Dreiecks, dessen Winkel 
1 3 . 
—=2n (00 27—=-3) ist und wird bei den unten zu betrachtenden sphärischen Geweben 


des regelmässigen 120-Zells und 600-Zells, sowie auch des Fünfzells auftreten. 


[bil 


. un . In » . 2. 
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2b) 7) Jede der 72 Geraden € (vgl. $ 41 b,) z. B. 
0 0 tgp itgp colgp veotggy 
enthält folgende Punkte 8 und & (durch €... 0 O0 tgyp -itgy cotgp — cotg p 
gehen folgende Ebenen B und K): 


1 1 
BB). 0 0 R(K).-0 0 -—e tg 
2 (B,) ı (Kı) v3 Sp v3 sy 
IE] 1 1 3 1 1 
DB» (Ba)... 0 a AT 8, (RK)... 0 5/3 "2/3 eotg p 9/3 tgp (31a) 
ae 1 B IT 1 
By; (By) . . 0 ag EPFIET RK; (K,).. . 0 EU 3 aa? aya ’ 


während die Schnittpunkte c,, c, von C* (die Berührungsebenen y‘%, yo durch €) 
mit F) die Coordinaten haben (vgl. $ 42 unter IIb,) Formel (18b})): 


(Mo) 000 Bin cos (311) 
En (Ko)l weh. vergl Os ine cos 


Damit erhält man folgende ;-Coordinaten der 3 Geraden |B «| — 


|Xys| und der 3 Geraden | Ra |= | By |: 
| ol=|Ky|-::.1 & -icosp copy Äsinp -sinYy 
B»o|=|KBrı|l-.. 1 ia Äcosw acosp isinyp -asiny | (32a) 
|B330| = | Kzyo|- . - 1 ia? -icosp a?cosp isinp -a?siny 
Rül=|B rol--.-1 © -cosp -coyp isinp sinw 
R;o|l=|Ba»rb|--- 1 ia —icop -acosp isinp «sin (32b) 
IR co | = | Ba y' 1 ia? —icosp -a?eosp isinp a?siny 


Jede der 72 Geraden © liefert 12 derartige Geraden |B «| und |& «|; 
die Coordinatenwerthe dieser 864 Geraden resultiren durch Permutation der 
beiden mit 1, «, a? multiplieirten Tripelwerthe 1 +ieosp +isinp und Hin- 
zufügung der Vorzeichen-Combinationen. 

2b) d) Jede der 96 Geraden € (vgl. $ 41b,) endlich, z. B. 

I step I reotsp 1 0 
enthält folgende Punkte 8 und & (durch €... 1 -itgp 1 -icotgp 1 0 gehen 
folgende Ebenen B und X hindurch): 


} 1 Ir R(K — tg g Er: EN RN cotgg 
Bu (B,4) .. 0 518 9 == 5 lg p ı ( 1) | 3 SF 2| 3 Sy 2/3 2/3 Eu 
1 Ban 24 a 1 v5 1 
), o Se = o 5) Dre t er — >= = = tg 
Bis (Bas) - - RX Ze 0 5 ct p 8 (K,) 2/3 5p 2/3 3 eolgp 
3 1 : ! 8; (KR: Be er cotg 
BIEN. tape ee ey? ayaya ©) 
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während die Schnittpunkte «,. «, von C* (die Berührungsebenen y', yo durch 
C) mit F\) die Coordinaten haben (vgl. $ 42 Formel (18e)): 


Gy)... -acotgp 1 — -a?tg p | 
= 0,75 (33b) 
; S 5 ya—ı\V 3 
Sl) ae an Ei 
Die x;-Coordinaten der 3 Geraden |8«,|=|Ky,| und der 3 Geraden 
|R8o|=|By | werden die folgenden: 

|Bıol=|Ay%|-. V5-iyV3) 2iootgp (Y5—iV3)ea -2itgp (Y5—iYV3)a2 -2Y3 2 
|Bso|=|R yr6|-. (V5—i/3) 2iar eotg p (Y5—i/3)a -2iartgy (Y5—iY3)e: —2 02/3 (338) 
8:0|=|&r%|- - V5-iV3) Ziacotgy (Y5E—iV3)a -Zietgy (Y5—i/d)er —2ay vl 
see ee ll 5—] 3) —2icotg p (| 5 i| 3) 2itep () 5—il 3)a? 2) 3 |, 
8 | = | By 7% | . - V5—-iV3) -2ie2 eotg p (VY5—i/3)e Ziattgy (Y5-i/3)e? 2a2/3,(33b) 
8 o|= | Bu ro| - - (V5-iV3) ia cotgy (Y5—i/3)e Ziatsp (Y5—iy3)a? 2a] a 


Jede der 96 Geraden € (vergl. $ 41b,)) liefert 12 derartige Gerade 
|B«| und |® «|; die Coordinatenwerthe dieser 1152 Geraden resultiren 
wiederum durch Permutation der aus den Formeln (33a) und (33b) leicht 
‚erkennbaren Tripelwerthe unter Hinzufügung der Vorzeichen-Combinationen. 

Damit sind mn 2b) «)..d) die sämmtlichen 96+96+432+576 = 1200 
Geraden |Bc, | und ebenso die 1200 Geraden |&c, | analytisch bestimmt. 


2e) «) Die Gerade B...ı1 -; 0 0 0 0 (unter I durch e bezeichnet) 
enthält folgende beiden Punktpaare 8 und D (vgl. Formel (7) in $ 41) und 
dureh die reeiproke Polare B’... 10000 gehen folgende beiden Ebenen- 


paare B und 4 hindurch: 


B, (B,) nn 1 0) 0) 0; D, (4,) Den = 
(34a) 


N 


DB, (B)...0 100; a. ee 
2 y2 
während die Schnittpunkte b, von B‘ Berihrdtiadepenen 3% durch B) mit 
F!) die Coordinaten haben: 
le) 
DRK 0 u —u 


(34b) 


!) In diese Werthe lässt sich auch der Winkel £ (vgl. Formel (30b)) einführen, so 


dass dieselben geschrieben werden können: 
(Ed -i) 2rcosw (EL 


-))a —2isinp (tgö-)a? —2 uf. 
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Die »;-Coordinaten der beiden Geradenpaare 
|85|=|B.%% | und |; 6 | = | 4, 8% |, 
und ebenso der bez. reciproken Polaren 
(8; Bol — Be und Bl | 4 8. 
welche früher ($ 3 Formel (11)) durch d bezeichnet wurden, sind: 


[6 =|BB0|.. 001-5 1; BER |. 00 
8b] =|2,%|..001%317;, |8 5 |=|;&|..00145--1[| 
Kl ee NZ =0r IB = || rar Ü| (85h) 
iS. bill, BU mol a | |. 200 un. 


Jede der 18 reellen Geraden e, e') liefert durch Verbindung der ihr 
angehörigen Punkte 8 und D mit den beiden Schnittpunkten b, und b, der 
reciproken Polaren 8 soleher Geraden |®8b, | und | Db, |; durch Permutation 
der beiden Tripelwerthe © 1 i und Hinzufügung der Vorzeichencombinationen 
erhält man die Coordinatenwerthe für die 144 derartigen Geraden, da 

8.18-= 16.08 ist. 

2c) 8) Jede der 288 Geraden B (vgl. $ 41 (8,)) z. B.: 

cotgp -ictgp By -itsy 1 — 
enthält folgende Punkte B und D (dureh 
Bir. cotglp KVeoleign tip dteo 1iü 
gehen folgende Ebenen ZB und 4 hindurch): 


1 to © 
Brei! 0 Da SEN TR 
Va 2aya aya 2ya as 
1 1 1 1 ecotgsp tego 1 u 
3 - le ie 0) — 60t a Oo =c DD, Dylkeisie nn Sr ie} — 
ul) Se EI 22 ee | 


während die Schnittpunkte b,, b, von B’ (die Berührungsebenen £,, &, durch 
B) mit F\) die Coordinaten haben (vgl. $ 42 unter (20b,)): 
ß' Ä . 2 Ey > 
B% 0) | .,‚o AOleay)tEp V3 -(g’p+2) . . . (866) 
b‘, (B,) > 
Daraus folgen die »;-Coordinaten der beiden Geradenpaare | 8b, | und | Db. |: 
|8 bl=|B: %| ud | 9 b,|=|B- %|.-- 
Al+2)tg9 kl+2)tgp V5 -i/V5 -(tg’p+2D) —iltg’p+27) | (373) 
8: b|=|B | ud 9,6, |=|Bı %|.-- | 
-A+2)gp :C-1429)tgp 5 ı/5 Ag ’p+2ı) lg ’p+2) 


| 5 = | &% | ud] 9 8 |||... 
AH) (Ar2)tgp VB 5 -(s2p-2i) -Ie 2p+2i) | (37h) 
2, b|=|A lud ID, 4 |=|A Bl--- 


+2) +2 dt VE -Y5 -(gip+2) (ig?p+27) 
3gr 
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In ähnlicher Weise ergeben sich die Coordinaten der sämmtlichen 
8.288 —= 2304 Geraden |Bb,| und |Db, |. 
2ec)y) Jede der 144 Geraden B (vgl. $ 41 (a,)) z. B.: 
ctgpg 2 gpyg 0 10 
enthält folgende Punkte 8 und D (dureh B'...cotgy -2i gp 0 10 
gehen folgende Ebenen B und 4 hindurch): 


1 ul S tz typ copy tgp 
Bi sLge 0) —— tg Zr t Ins 3) wie = = — S = = = 
a Et Dana 2y2 2y2 2y2 2y2 | (38a) 
1 1 1 top top tg cotg?p 
D . . — te ) 0) a te Fe 3 53 A, . . Se = == "ze — — 
Une er 2y2 2ay2 2ay2. 2y2 ), 


während die Schnittpunkte b,, b‘, von B’ (die Berührungsebenen 3%, 3 durch 
B) mit F die Coordinaten haben (vgl. $ 42 unter (20e,)): 


bo (3%) | 
dB | 


Daraus ergeben sich folgende Coordinatenwerthe für die beiden 


eotg p(l-Ficotg p) cotgp(eotgy-ti) +i 1.. (38h) 


Geradenpaare |®b,| und | Dh. |: 


| 31: d& | = | B3ı #%, | und | 8 6, | = | Bu |. -- 
tgp+Fi 0 1I+iotgp 27 -cotgpytitgsp +2 


4 4 > > 39a 
| B5ı bs | = | Bis &% | und |B, 6, | = | Be ol - - - en 
tgp+i 0 1+4ietgpyg —2i -ootgy-+titsp +2 
|®ı b|=|4 | und |Dı l=|4% Bl--- 

tspgFi 0 1+ieotgp +2 -eotgpytitgsp —i (39b) 
db] =|AA| und DH | = AA|--- 

tgp + 0 1+tieotgp +2 -cotgy+titigp 21 


Analog resultiren die Coordinaten der sämmtlichen 8.144 = 1152 
hierhergehörigen Geraden |8b, | und |Db, |. 


3) Endlich kommen noch auf jeder der 72 Geraden @ weitere 10 Punkte 
& (entsprechend weitere 10 hindurchgehende Ebenen A) und auf jeder der 
200 Geraden C weitere 6 Punkte ® (Ebenen 7) in Betracht, welche als 
Eekpunkte (Seitenflächen) von Haupttetraedern für bestimmte Correlationen 
der in Untersuchung stehenden Configuration auftreten. Die Verbindungs- 
linien dieser Punkte (Schnittlinien dieser Ebenen) mit den beiden Schnitt- 
punkten (Berührungsebenen) der reeiproken Polaren 6, bezw. € mit FW) 
liefern weitere 2.10.72 — 1440 Gerade |%q|=| 4% | und 2.6.200 = 
2400 Gerade |Bı«,|= | 7y%|. Für die 450 Geraden B dagegen kommen 
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aus einem nachher zu erwähnenden Grunde weitere denselben angehörige 
Punkte und Ebenen hier nicht in Betracht. 

Die analytische Darstellung dieser Punkte &, ® (Ebenen A, 7) und 
der zugehörigen Verbindungsgeraden (Schnittlinien) wird eine äusserst über- 
sichtliche, wenn man, wie bereits analog unter I in $ 4 unter 8) für die 
Geraden % und d geschehen ist, die Gesammtheit der reellen und imaginären 
Punkte der Geraden @ und € als Punkte der Einheitskugel darstellt. Bei 
dieser Darstellung gruppiren sich auch die Punkte 8, 3 und 8, 8, welche 
bez. einer Geraden G und € angehören, in sehr einfacher und anschaulicher 
Weise. 

3a) Wenn man für eine Gerade G@ die dieser angehörigen Punkte 
90, 9, als Grundpunkte wählt, so stellt die Gleichung: 

EEE ION RE U EI. UNI RANAOR) 


die 5 Punkte 8 und die 5 Punkte 3 der Geraden dar, und zwar entsprechen 


„ 


den 5 Parametern 


=2 


—1, & 8, &, &! die 5 Punkte 5, den 5 Parameterwerthen 


Um) 


5, he, —er, —e®, —e! die 5 Punkte ®. Man vergleiche die Zusammen- 
stellung (25a), in welcher die angegebenen Coordinatenwerthe genau diesen 
Parameterwerthen entsprechend erhalten werden, wenn als Grundpunkte 
die beiden Punkte: 


90 RIENO) un cos =. | (25c) 
00... O7 sin® €coso D | 
gewählt werden. Die 5 Punkte 8 und die 5 Punkte 3 bilden also auf dem 
Aequator der beiden Grundpunkte (dem Hauptkreise der reellen Zahlen) in 
abwechselnder Folge die Eckpunkte eines regulären Zehnecks. 
Die Gleichung 
ERDE el lan ara A.aoh) 
stellt alsdann die 10 der Geraden @ angehörigen Punkte & dar, welche die 
Eckpunkte eines zweiten regulären Zehnecks bilden, das aus dem ersten 


. T . . Aise .. . 
durch eine Drehung von ,, um die Axe resultirt. Für das gewählte Bei- 
spiel erhält man die folgenden, den vorangestellten Parameterwerthen ent- 


sprechenden Coordinaten der Punkte 8: 
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Sur 3 8, (A,) 5 
2 

mie AAN. 
7 =, . ld): 
a: eig 
Sı ET E 
Ep) 
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0 snp csop — 2a 
1+42sing U 
Vege zu vo 1 jet 
sın <@p (a6) 
1+2 C : 
0 1 eotgg ren SE Ss 
En = 
1—2cosp [ i 
t ) — Z— 2, 
0 1 cotgy er L, VE 
tee 9 a 
EIN M & 


8 (A))... 
RL) 
.% (45)... 
.% (As). - 


—E.. Lo Ayo): 


[e) 


oO 


. 0 


sing cosp |1 
1—2 sing 
sp sin 2p 
1 eotgy un nn 
cos ?p 
2 
1 cotg 9 — 1+2cosp 
cos 2p 
Aug 
ep 1 I+2sing)) 
sin 2p 


Die nebeneinanderstehenden Punkte £, wie &,&%, u.s.f. sind gegen- 


überliegende Punkte auf dem Hauptkreise der reellen Zahlen, ebenso wie 
die nebeneinandergestellten Punkte 8 und 3 in (25a) sich diametral gegen- 


überliegen. Bei der Uebertragung der Configuration auf den dreidimensio- 


nalen sphärischen Raum vermöge der Centralprojection (vergl. $ 26) wird 
jede Gerade G in einen Hauptkreis projieirt, wobei jedem Punkt der Geraden 
Die Coordinaten 


—+ 


ein Punkt des Hauptkreises nebst Gegenpunkt entspricht. 
der 10 Punkte 8 und 3 und deren Gegenpunkte sind die mit zu ver- 
sehenden in (25a) angegebenen Werthe; ebenso werden die Coordinaten der 
10 Punkte &£ und deren Gegenpunkte aus den Werthen in (40e) erhalten, 
wenn diese zuvor mit einem leicht zu bestimmenden Factor multiplieirt 
werden, so dass die Quadratsumme —=1 wird, und mit + versehen werden. 
Der Bogenabstand der in (25a) und der in (40c) nebeneinanderstehenden 
Punkte beträgt alsdann einen Viertelskreis, während die Punkte #,, 3.;, 
Ba Bar, Bis bez. von den Punkten &, &, &, &, 
3, % von den Punkten &%, &, &, &, &, um je einen Achtelskreis abstehen. 


8. und die Punkte $, I, I, 


6) 


Für die Coordinaten der Verbindungsgeraden (Schnittlinien) der 10 
Punkte &..&%0 (der 10 Ebenen A, .. 
der reciproken Polaren G‘ (vgl. (25b)) erhält man folgende Werthe: 


Aw) mit dem Punkte g, (der Ebene %,) 


Ss] As X] -- Sinypr Bio co8Yp co, I 
| 9|=|4 y|-.- sing esinp cap ecap i -ie 
|, 9|=|4s yo|-... sinp esnp cp Eecosp i -ie \ (40d) 
I 9|=|4A x%%|--- sing esinp cosp Eedcosp i —ie 
|; 9 |=|Arx|- - - sinp e&sinpg cosp eicsp i -ie 
ee I 

1l-+t. 1— 2 sing sin 2 

—yg2 eopsinp 2 ) 
(1 ie?) _ eotgpsinp _ AarSNeDEg en 
IV 1—2 608 cos 2 


(40e) 
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Fre llAr% |... - - sin 91 -sinpreg C03 p 1%,,; 

| 9]|=|4%x|-..-.snp -sinpg cap -ecospi ie 

8 9|=|A X|--- sing -esinp cosp -ecosp i ie? \ (40e) 

& 9l=|A x%|--: sinp -esinp cosp -edcosp i ie 

Lug |=|4A K|--- sing -esinpg cosp -etcosp i ie 

Die Vergleichung dieser Werthe mit denjenigen für die Geraden 
|8 9 | und |$ 9 | (vgl. (26a) und (26b)) lässt erkennen, dass die ersteren aus 


den letzteren einfach durch Multiplication der an zweiter, vierter und sechster 
Stelle stehenden Coordinatenwerthe mit dem Factor — erhalten werden. Die 
Coordinaten für sämmtliche 1440 Gerade |2g,| resultiren aus den an- 
gegebenen in bekannter Weise. 

3b) Werden analog für eine Gerade € die derselben angehörigen 
Punkte c, co als Grundpunkte gewählt, so stellt die Gleichung 


ee 0 2.0: We Lu la 


den Werthen — = —1, —a?, —a und 1, a, « entsprechend bez. die 3 Punkte 


8 und die 3 Punkte & dieser Geraden dar, welche auf dem Hauptkreise 

der reellen Zahlen (dem Aequator der beiden Grundpunkte) in abwechselnder 

Folge die Eckpunkte eines regulären Sechsecks bilden. Die Gleichung 
0. t: le‘. al) 

stellt alsdann die 6 der Geradenfl C arechöriken Punkte ® dar, welche ent- 


sprechend den Parameterwerthen a —i, ia, ia? und —i, —ie, —ie? die Eck- 


NG 


unkte eines zweiten reeulären ee bilden, das aus dem ersteren 
fo} 


. TR . . D . 
durch eine Drehung von , im die Axe resultirt. Die in den Formeln 


nebeneinanderstehenden Punkte ®, ®, u. s. f. sind ebenso, wie die in den 
Formeln 2be).. 2bd) nebeneinanderstehenden Punkte 8 und 8, sich bezw. 
diametral gegenüberliegende Punkte. Für die Uebertragung auf den drei- 
dimensionalen sphärischen Raum gilt entsprechend das unter 3a) Gesagte: 
Der Bogenabstand der nebeneinanderstehenden Punkte (und deren Gegen- 
punkte) beträgt einen Viertelskreis, während die Punkte 8 von den Punkten 
Bı, Pr PB; und die Punkte 8, 8, 8; von den Punkten ®,, $;, B; um je einen 
Achtelskreis abstehen. Im Folgenden sind die Coordinatenwerthe der Punkte 
® (der Ebenen 7) und der durch Verbindung derselben mit dem Punkte c, 
(der Ebene 7,) der reciproken Polaren € entstehenden Geraden |®B «| — 
| Ay‘, | für die vier unter 2b«)..2b6) behandelten Fälle angegeben. 
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3be) (Vergl. $ 4 unter 8a)) Formel (136), wo die Punkte ® durch p 
und $ 8 II Formeln (50%) und (507), wo die Geraden |®Bc,| durch t be- 


zeiehnet wurden). Für die Gerade ©...1 


erhält man: 


—i 1—i 1-i (vgl. (27a) unter 2be)) 


2 1 1 1 1 

= -ı : (VER) a ee — — = ce 

& na Ver year u iyien 6 

&ı - cı 63 C3 C) 

A — Bald / —_— — = 

& Pı (Ih) 27 aa aan 

[a 3 Ca ce [A cı 

2 WBÜlBb)... -= = — _ 

& il 2 2/3 aya ay3 

= 1 \ 1 1 1 

Sı 

——-1 B (II,) BER a = —= —S 

& ua arm yiea O/enmeye 

[a B (3 c3 C2 C3 

So (EN Sen = = — 

ee 2 2/8 2y3 2/3 

Sı 2 (A 63 Ca ER 

RT er I 0 

& Ru 2 aya ays ays ) 
a ee | 
MBelehNEilereel ee (41d) 
Bone oe 

BBacH RE ee To 2 2 

Bol=|EY|--: 1 -ea-a a? —1 (41e) 

Bol BR y%|-:: 1-2 a -1o2 -a 


Die Vergleichung dieser Werthe mit denjenigen für die Geraden 
|®B«,| und |R®c«,| in (28a) und (28b) ergiebt auch hier, dass die ersteren aus 


den letzteren durch Multiplieation von x,, x, x, mit dem Factor i resultiren. 


3b3) Während die Coordinaten der drei Punkte B,;, B'», B», und der 


drei Punkte $, 8. 8, der Geraden 0°... 


einen Factor) den bez. Parameterwerthen 


= —), 


10, 


Hr 


2 


ist, entsprechen, 


für die Werthe 


1) Vgl. $ 2 unter (8Y): c,? = cotg 


Ferner ist 


cı? 


aA 


Ta 


ia? und A, Za, Aa}, wo = 


ergeben sich die Coordinatenwerthe der Punkte ®. ... 


1<1i1üi (vergl. (29) (bis auf 
3| Bil iV/3 eg  , 1m v15 
8 1mwrgr 4 


Bı 


, Ata, Aia? und Al, ia, -Aia:. 


E14 >, 9 
De ic a 
(a CHE; = Erse ta US. 


© 
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Man erhält z. B.: 


= Zi in WER) 85 A v3 tg p+cotg —(/5 —/3) (| 3 cotg p+tg 2 .. (41f) 
= — A UTEO 3 tg p+V5 v3 +5,29  -eotg (v3 eotg p)|.. (41g) 
92 

und für die z;-Coordinaten der Geraden | ®.. co | = | Un+sy | die Form: 
V5+i/3 (V5-iV3)a (Y5+iy3)er Y5—i 3er (YE—iV3)e (Y5—iV3).... (41h) 
oder 1 ae2is a? ar e235 @ e2is Ally) 


(vgl. Formeln (30a) und (30b) unter 2b). 
3by) Für die Gerade C...0 0 tgp itgp cotgp ücotgyp (vgl. 2by) 
entsprechen die Coordinatenwerthe der Punkte 8, B, Bd, und &, 8, 8; 


(vgl. (31a)) den Parameterwerthen >!— -1, -a, —a? und 1, ad, « wobei 
2 
En Da: u. 2: 
ae SERIE 0 0.0 0, 5 0 m ook) 
ist; für die Punkte ® (Ebenen 72) ergiebt sich: 

» _ 1 —sın 7 

= 1 ee, B, (I) afehhe 0 = OEM Bee | 

Es v2 v2 v2 

[a $ cG C&Gcosp —C, sin 

ee = — Ee ' 

GENE, : &G CLe0Sp —c, sin 

& =—1IU... B; (2,) Oo) 2 5) - 5) le 

Sem ; Bm) 0 1 cp  —sin ae) 

E EN N 75 7 

GBR: 1 &  CC0SWd —C, Sin 

a en een 3 

Gum, C  C2Cosp —C, Sin 

Fe Va RT 50 5 5 2 | 

Damit erhält man folgende Coordinatenwerthe für die Geraden |® |: 

Bol=|HAyro|---? —& cs» ecospw -sinp -sin® 
Bol=|MyYo|---7 a cos acoıs® -sind -asinW 
Bol=|Mr,|-.-.-% ie: cosw a2cospw -sinpw —a?sin (a1) 
Kl a cos -cosp -sinp sin > 
| | i ia cosp -acosp —sinYw «sin 
Bol=|I|ByY|--.% ia cosw -a2cosw -sino a2sinw 


(Vgl. Formeln (32a) und (32b)). 
3b6) Für die Gerade ©... 1 itgg 1 ictgpy 1 0 (vgl. 2bd) end- 
lich erhält man aus den Coordinatenwerthen 
ap at+gp -atgpy —| 


en Kiateo tg: —a.| 
Nova Acta LXXY. Nr.1. 40 
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für die Punkte ® (Ebenen 7): 


I... Ay ati) ap © 

z —ı 0 aa ih, (WOh) 26 ey ran, || 2, top —) 2tgy {N 

1—iar...W, (Ih)... -agp -SHl 2 tg pP Gtgp -y2 

> (41n) 

1 ı...% (DM)... Ya D—-atgp -atp 

Sl ja... RB, UL)... -atgs®p | 2+c0,tg {nn _/2tg P —6, 

=! — iR... WB (MM)... tg -a+tV2gp atg 9 -y2 

2 
und hieraus für die Geraden |® |: 
— | II, li oro.e | 5—i] 3) 2 cotgy (\ 5—i| 3)a —.) tg p (| ee iv 3 3)a2 2i\/ = 
(= Hk, so ol 5] 3) 202 cotg p (| 5—i| Ba —2attgp (V5— AV: 3)ar 2a? i/ 3 
= Ale 5—-i/3) 2aeotggp (V5—i| Ba —2a tg p (Y Be iV3) a2 2ai\/ 3 
=|M yı| - - - V5—il 3) —2cotsp (| I —i/3)a 2tgp (V5—iy3)a® -2iV3 
I=|Ryı |. - W5—i/V3) —2areotgy (V5—iV3)a 2artgy (V5—iV3)ar —2021/3 
= | 7%, yh|- -. WS=il 3) —2aecotgp (Y5-i/3)le 2atgp (Y5 —iY3)a2 -2ai/3 


Auch hier, wie bei den Formeln (411) erkennt man, dass die &;-Coor- 
dinaten der Geraden |®c,| aus denjenigen der entsprechenden Geraden 
8 | und |X «| resultiren, wenn die an erster, dritter, fünfter (oder an 
zweiter, vierter, sechster) Stelle stehenden Coordinatenwerthe der letzteren 
mit ö (oder —i) multiplieirt werden. 

3c) Für die Geraden B kommen analoge Punkte und Verbindungs- 
gerade, wie für die Geraden G und © nicht in Betracht. Denn die beiden 
Punktpaare 8 und D einer Geraden B resultiren für die Parameterwerthe 


ı—], 1,7: 1, 


und die &;-Coordinaten der Verbindungsgeraden |8b, | und |Db, | (vergl. 
unter 2c) Formeln (35), (37), (39) a) und b)) bleiben durch Multiplication der 


x 


an den ungeraden oder geraden Stellen stehenden Werthe mit i (oder -:) 
im Wesentlichen ungeändert. Auf einem solchen Hauptkreise des drei- 
dimensionalen sphärischen Raumes, welcher durch Projection einer Geraden 
B erhalten wird, stehen auch die Punkte 8 und D bezüglich um einen 


Achtelskreis von einander ab. 
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s 44. 

Lineare Complexe, welche bei den Transformationen auftreten. 

Ausser den 6 Fundamental-Complexen %=0 i—=1,2..6) kommen 
bei den Transformationen der Of. (6015, 72;) zunächst noch 24 weitere 
lineare Complexe in Betracht, welche mit den ersteren zu bestimmten Null- 
eorrelationen gehören, ferner eine Reihe geschaart involutorischer und drei- 
und finfzähliger geschaarter Collineationen bestimmen und Gruppen von 
Flächen zweiten Grades erzeugen. Diese 30 linearen Complexe sind ausser- 
dem für die nachfolgenden Untersuchungen desshalb von grosser Bedeutung, 
‘ weil die sämmtlichen Substitutionen der Configurationsgruppe, analog wie 
es unter I bei den dort behandelten Transformationen für die 6 Complexe 
%;—=() ausgeführt wurde, mittelst dieser 30 linearen Complexe in sehr ein- 
facher und übersichtlicher Weise dargestellt werden können. 


A) Die 30 linearen Complexe (\ı). 
Dieselben werden durch folgende Gleichungen in &;-Coordinaten dargestellt: 


| a V | | el 
aD... 8 = UN)... m = ee) 
Is=0| |u=0| 
u 1 ce 
=; 2 + 5) eotg y 235 tgp 2, —=0 
Be | 1 1 
= 547, cotg p Lz— 9 teipez,—0 
= — 1 Melle 1 n n 1 - 
au =, tg cotg Y %— 5 Ver —0 
A A) 1 1 
Ca Ti 25 eotg F + 5 tg 9 X, — 0) 
BF 1 1 1 
= 5 eotg y %—5 tgp 2 5 et, —QV 
1 1 1 : 
m= „ogpyautz tgQ 2345 % —0 
(2 z = 7 
RO) ' : i . (428) 
9 u; eotg p 25 tgp & + 5) u, =Ü 
| 1 1 : 
=; eotgp x + 9 tg g en oe 0) 
ee 1 1 
I = 5) gwoaTro5 2 >95 eotg pP X, — 0 
BE 1 U... 2 
X; =; tgp 5 Ltr >) eotgp x, — 0 
| 1 1 
mm 5 gp u t5 &t 5 eotgp X; —=0 
AN 1 16% - 
a9 5 WP U -5 X, eotgy 2, — 0 
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ODE ER 


N 


Hierin können die Coefficienten 


wie 
[Sol I 


ersetzt werden. 
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! 1 1 
= ,ır,clgp + 2 tg y 0 
be | 1 1 
=5 MT cotgp Xu — 3 gp = 0 

1 1 1 
=; +5 ceotg y re tgQp % = 0 
le! 1 1 
=, 75 eotgp 2y+ 3 tgp % —=0 

1 1l ıl 
=5 cotgp ıy— 3 tg q A 0 

1 1 1 
=, hp nt 3 Ep ut, 8 —0 

1 1 1 .. (428) 
=-5 cotg 5 tsp 2, + 5 % —0 
EN 1 1 
==> 3 eotg p + 5 tg pP rs % = 0) 
em! 1 1 
=; tgp &, + 2 475 eotgp &, = 0 
— 1 rs l » 1 5 0) 
— 5 ig IT ur, eotg y L, — 
en! 1 1 
= 5) tg px, + 3 Cats 3 eotg op %, = 0 

1 1 1 

5 tg " DZ xy — 5) eotg m x, — 0 

1 3 2 
cotg p, 5 tg auch bezw. durch cos 2 cos —, ©08 = 


1) Jeder dieser 30 Complexe liegt mit 15 anderen in (hyperbolischer) 


Involution mit reellem Axenpaar B, b‘, mit 2 
volution mit imaginärem Axenpaar b,, b‘. 


zı 0 mit © 


%y 


mit 


0 mit 


mit x 


%y3 


0 


und den 12 Complexen € 


in elliptischer Involution; 


| 
\ 
' und den 12 © 
| 
| 


in elliptischer Involution; 


omplexen 0) 


(2°) 


anderen in (elliptischer) In- 
2. B. es liegt: 


in hyperbolischer, 


in hyperbolischer, 
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% = 0O mit z, Fa 
© —=0 , und den 12 Complexen 0) in hyperbolischer. 
a) 
mit 6 —=0|. na . 
ER, | in elliptischer Involution. 
21. ee 
. 30.15 er > - 
Es resultiren also 225 hyperbolische Involutionen, deren 
Axenpaare die 225 Geradenpaare B, B‘ bilden und = ? 30 elliptische In- 


volutionen mit den 30 imaginären Axenpaaren b,, b,. Aus den auch für die 
Folge wichtigen Identitäten: 


2, +23°4%? = %7°42,5°4+23? = 29°+ 2,7425? = a1? +04 22° = 23? 4040? 


. (42a) 


2 +27 +2? = X +%e- 2% = ots? +2: = a +2? +35? = 24 +22? +09: SEES (42b) 


erkennt man, dass je zwei der drei zusammengehörigen Complexe eine 

elliptische Involution bilden; bei der angewandten Bezeichnung sind die, 3 
- Sa: see 5) ‚(2 

Indices von je 3 zusammengehörigen Complexen C® und C'2) eongruent 


mod. 8. 
2) Die 30 Complexe bestimmen ausserdem zu zweien, ohne in In- 
. . 30.12 r re 
volution zu liegen, ——- — 180 ÜCongruenzen, und zwar gehören 


24 


a) 12mal je 5 Complexe einem Büschel an, dessen Axen je zwei 
Geraden 9, 9% (vgl. $ 42 unter (16a) und (16b) sind, 

b) (1248) mal je 3 Complexe einem Büschel an, dessen Axen je 
zwei Geraden «,, c, (vgl. $ 42 unter (19a), (19b)) sind. 

In der folgenden Zusammenstellung (43a) sind die fünf zu je einem 
Büschel gehörigen Complexe CO) nebst den #;-Coordinaten der zugehörigen 


Axenpaare g,, 9‘, aufgeführt: 


| =9 2, —0, 27 —=0; 2, —=0, 29 —=0; Axenpaar 9,9% --. +7 0 sinp 0 cosp 0 
= 9; 29 = I, &ı, =0; 2, =I, 2, —0; n R +? 0 sing 0 -cosp 0 
| =I; =, 2, =0; 2, —09, 2, =; e nn :-.-c8p 0 +7 O0 snp 0 
\9=9% 90, 3 —=0; 2; —=(0, 29 =(0; = n» :-.. 6 8P0 +3 0 sinp O0 
| Seel Heel ehr, el an % n on DK 
Ra 0 E00 2095 07205, — 0: 4 n .sinp 0 -csp 0 +i 0 


Diese Büschel werden auch bez. durch folgende beide, in Involution 


liegenden Complexe C.ı) und Co) erzeugt: 
nl zZ 0 el al) | 
ztgpy+tr,—(0, zig p—ı, Ar 0, ,tgy+z, Fr 0, tg op —z =, (43b) 
LU; u X, = 


zgyt,=0, atgsy—, = 0 , 
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wobei die Identitäten: 


a gp= 1; tr = Ruta) 

a ol y = Ay try = At) uf. | 6%) 
und 2 tg p+%; = AR; u) = ara) EP | (43) 

2, tg p—2; = a ey) = Ra) typ us. | 


zu benutzen sind. 

Analog erhält man die Formeln für die durch die Complexe €.) mit 
geradem Index erzeugten Büschel u. s. f, wenn man in den Formeln (43a) 
bis (434) durchweg den Index von x; um 1 erhöht und bei den Coordinaten- 
werthen für 9. 9%: &, &, &,; bez. mit x, x, x, vertauscht. 

In der Zusammenstellung (44a) sind die 6, in (44a) die 4 zu je drei 
einem Büschel angehörigen Complexe (mit ungeradem Index) nebst den 
x;-Coordinaten des Axenpaares c, c', (bez. ko, A) angegeben: 


U, u Un — 0; Axenpaar c„ Cu... + 09 copy 0 sap O0 
|  — 0, 21, = 0, 2 = 0; ” ” ... = 0 cos ( 0 sin v 0 
|; = 9 2% — VER —0: = a 0 cosw 0 4a 
\ 7% — 0a 0a 0; n SE SSInRD OT 0 -cosw 0 >) 
[% — 0er 00: “ ee 
\v = 9 &5 = 9, a1 =; : 008907 sinap FO 9 
: 17 1052 222085 0220 
x. =0, X%9 = (0, %g — 0; Axenpaar oo 2 | a 
197 05202 05720 
1, el, By —(, 2, —=!; ” ” a | il De) er) h 
0 0,2 0 IR 2 2a 
za =V 2%, =V I» —V; ” Y in 2 
2 15 2 I ne ei 
h 5 =, WM) eV 
a =0, &- =(, 25 =(0; 
a “ = Na 0, Ze gu 


Die Büschel (444) werden auch durch folgende beide, in Involution 
liegenden Complexe (4) und Ca) erzeugt: 


ll al TU 

2; cotgy+a,tgy—=0, a otgyt;tgpy—I, utgytz, eotgy — (0, | (44h) 
% —0 2, = 0 il 

2, tg pa, eotgyg—0, zı og ytmtgpy—I, —uı eotg pt; tg p — 0, | 


wobei die Identitäten: 


2 = (a) ee 2 ee te) 
und 2, eotg g+2, tg p = (x, —%) | (44d) 
og ya )ust| Tl 


Anwendung finden. 
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Die Büschel (44a) dagegen werden nicht (vgl.$ 6 am Ende) durch 
zwei in Involution liegenden Complexe Cd) und (fa) erzeugt; vielmehr gehören 
je drei Complexe Ca) einem solehen Büschel an, nämlich bez. 

at =0 X +2, — 0 2 0, = 0 a — N) | 
3% 0 54 = m 50 24% —0 


ee (AA) 
BU —=0l, mm), m, —d, 


u —l0, 

Auch hier resultiren die Formeln für die durch die Complexe Ca) 
mit geradem Index erzeugten Büschel u. s. f, wenn in den Formeln (44) 
der Index an x; durchweg um 1 erhöht wird und in den Coordinaten für co, c 


und Ao, ko: &ı, &, & bez. mit &, &, x, vertauscht werden. 


B) Ferner in Betracht kommende lineare Complexe. 

Ausser den in (43b), (44b) und (44b) erhaltenen linearen Complexen 
Ce) lassen sich durch lineare Verbindung der Gleichungen (42) der Com- 
plexe Ca) noch zahlreiche weitere Complexe Ca), Cs)... ., analog wie in 
$6 A) aus der Verbindung der 6 Fundamental-Complexe ©; = 0, herleiten, 
wobei eine grosse Reihe von Identitäten sich darbietet. Die Geraden der 
Configuration treten hierbei theils als Complexstrahlen, theils als Axen 
bestimmter Involutionen auf. Es möge genügen, folgende Complexe und 
Relationen hervorzuheben. 

1) Zu den Complexen Ca) gehören ausser den angeführten und den 
30 in $ 6 unter (148) angegebenen, noch wesentlich 6 Typen, welche durch 


je ein Beispiel charakterisirt werden mögen: 


3 il 1 
tu =, Art >) cotg p X + 2 wos —=0 .. . 0. 0. (4da) 
(& nt | tg g Ih ee 45b 
%, +%,) ee en 23 re © 23) 0) 
1 u 
(7 +2%,) copy = + 9 tg po &% + nr elle (KR) 
ee. 1 1 = 
try =, 18° %H 3 eotg ?p %-,% = en eh) 
SE v5 1 e 
85 = 5 18 DE oe Luiz >) EN N or a 0 (SO) 
Eee. 1 5 lee h er 
ap = 5 18 ’P &ı Sr >) cos ’p u t+,V5 5 —=0,. . . (45f) 


sodann diejenigen Complexe Co), welche durch Verbindung je eines Com- 
al (2 n . . N „74 m 4 
plexes CD, c'® mit bez. je einem Öomplexe 0%, c\> entstehen z. B.: 
Diet. — 0, ne VS hen rädle): 
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Mit Benutzung der Identitäten: 


+ tg = 0 
ta tr, = 0 | 
Zut&%strs5 = 0 

2at2ır t2%3 = 0 | 


(46) 


können die Gleichungen der in (43b) und (44b) angegebenen Complexe Co) 
auch aus je drei Complexen Cı) zusammengesetzt werden; z. B.: 


2 +2, 0 Py= ar ag ent tan = Ritto tre) | _ N (472) 
oder 3 tg +2; = (a; —aı) = Au tr tr = AR 4%; +2) | i 
UL 0 pp Ey —ıı ent; t25 = (tat Re) | an (47h) 


oder x 18 9—ı13 = Ara —29) = (+2 +23) = tt | 
2, og yp +, gg y = nr y Er tlatrtn eg tut) =0 . . . (488) 
x cotg pm tg p = 2; a = mt; tr = -(ÜıtRXatrs)—=0. . . (486) 


Die übrigen Complexe Cs) sind entweder die bereits in $ 6 unter 
(14y) erhaltenen O(3) z. B.: 


1 +%+2%, = (astra +23) (X +2 +22) tg p = (ag + %ı9 +8) cotg p—= 0 \ 


.. (49 
+23 +2; = ut 2u tra = (84 215422) EP = (trat Rz) eotg p—O0 | = 


oder 2.12 Complexe c® und cÜ, welche genau den 2.12 Complexen 
c® und ©) entsprechen. Die Gleichungen dieser 2.12 Complexe C') 
und C®) resultiren aus denjenigen der 2.12 Complexe 0% und 0®, wenn 


© R - I il 1 . 
man die negativen Permutationen von 3 ty als Öoefficienten der 


2 
x; nimmt. Die Gleichungen dieser durch x ...x% zu bezeichnenden Com- 
plexe, welche mit 1... x, eine zweite Of. (6015, 725) bestimmen (entsprechend 
der im entgegengesetzten Sinne vorzunehmenden Theilung der Geraden 
k nach dem goldenen Schnitte), sowie die Beziehungen zu den Complexen 


X 2.2.20 Sind in den folgenden Zusammenstellungen angegeben: 
Al 1 n J 3 = 1 = 1 , 1 t m 
7 =; tet) =gz aır5 tg p %+5 colgp X, = 
1 ä 1 1 1 
«9 = - (HytL5 +3) EZ ı ss tEp y —- elgp un —= 0 
2 2 2 2 er 
1 1 1 1 1 Cı ee (50a) 
= 5 (ant2at2a) = ai _ 5 tgQ@ %3—, eotgYp 5 = 0 
1 1 1 1 
a 5 (ut +27) -, mM—, 15P % +, cotgp u — 0 


Weitere Beiträge zur Theorie der räumlichen Configurationen. 


1l 1 1 
ZE = p) (+29 +23) = 5 tgp © — 5 cotgp a3 + 
1 1 1 
a > &t2at+23) = Zoe el pr 
1 1 1 
= 5, Mutti) 5 EP HT, EP 
1 1l 1 
= „, m tete step ar, etgp + 
mi 1 1 1 
I 5. +, tao)= 5 89 m — 2 5 
1 1 1 1 
Br 3 (+28; 42) = 9 eotgyp + = 5° +5 t8 
1 1 1l l 
w=- (3 tra t23) EZ -, 68 9 U — 2, ut; 
2 2 2 
1 1l 1 
Eu 9 (zu tx +22) = =2 ecotgp Xı Hr - 23 — 5 18 


2—0 
no 
0 
u—0 
px —=0 
DER——0 
5 —=0 
EV 


\ 
( 


ca... 
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(503) 


Die Gleichungen der 12 Complexe C%@ folgen aus diesen unmittelbar 


ure ermehrung jedes Index an x; und x; um eine Einheit. 
durch Vermehrung jedes Index an x” und x; um eine Einheit 
stellung 


re. VRBER DEEERG) N A 
— @ x + 2%) 25 = „® a) C23 
(d) da) da ee i dA) (d) da) 
=; @+z Et dan = „ artzatan xX95 
I ne) 9) 2 f eK) = 
Am 5 ; a utzat x» a — „ (au+ x X15+ 229 19], — 
i (1) „1 (dı) N 1 (1) DEE „® 
u, (it + x) a — , @u+ u +2) © 


der &; durch die x; 


ist folgende: 


DI, Dim Dim 


ut 


( 
( 


(1) 


(ı) 


(1) 
xz93 Xi + 2) 


() 


A) 


(1) 
or taste) 


(1) 


A) 


16) 
zu + + 25) 


und entsprechend für die &; und &;” mit geradem Index. 


Die den Identitäten (46) entsprechenden sind: 


[65) 


Kope 
Wut °y9 = 
2. 0) Dun 
en m 
(1) (dl) a 
near = Ü 
(d) DIE 


213 t za 


«m 


„® 
33 — 


1 
@u+ 


(1) (1) 


cytX 23 


(50 e) 


Die Dar- 


(50b) 


während die den Gomdiee Co) in (43b), (44b) (vergl. auch (47a), (47b), (48a), 


(48b)) entsprechenden Complexe folgende sind: 


ea) 1) 
at go=X7 — 
(a 1 
x, cotg p+%3 = a x 
‚® ® 

at tg p = (au — E32 


a 


(A) 


1 
2 23) 


%+rı tg p en) 


| 
| 
| x eotg pt r, = 
| 


x, cotg Yy-+Xı 


Nova Acta LXXV. Nr.]l. 


(1) 


A) 


er T 


= a tat a = (at Kit a 
= at tay= -eh+ at ) 
= tet = -aN tet z 
= taten R 
ar ren 
San et en +ax 


41 


. (50d) 
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‚a (b) 2 1) (ey (1) ‚u (1) 


n zer ( „ 
| a gg y=rg— cu ers tr5 ts = -Rut rate 
rel), Gyr) ‚a Le 2) (l) 
| x; Oggy =rgH—iy =ir Furl = tt ty te 
m. (1) a, u) .) we RB] Ayo...) 
| X —T, tg p == —(29 — 29) — 1019 zat+ 99. = —(& 7 + & 19+ X >) 50d 
> a) ab eb eh) (eh a) da) a) ..... (80d) 
| X eotg P—X; —_ —(& al 17) —— u+t% v-+ X = —(& 3+215+% 5) 
N) CL) ,a) Al „(a) ‚u a) 
| 2,0 Bp= a5 au = +5 ty = (ent rat 
a% (1) ae) (u) Ah eh) (1) u 
| X cotg Er Ze — (29 —ı% 13) = vr; tra+ 09 = —(® otxıtr ) 
=) (ab a (1) a (1) (1) 1) 
Xz tg Y-+T; cotg DIT, +24 20% = —(2 3 4 zur 2H9 


a) 


_ ,{b) (1) (dl) 
2, tg py+x, colgp = LH — X 5 2 


Ah „(u a) Me) 
x txt 5 = at at ci) 


I 


| x tgp-+2, eotgp = (ar = u ten orale) (506) 
2, 1 9, otgp= ana, = ahnt at an = (a4 + a) 

2, tg 9 0 gg = aa) =retata ad tete 

® tg p— x; eotgy = a 


Mit Hülfe der Relationen (50a) würden sich die Gleichungen dieser 
Complexe einfach aus je sechs Complexen 0 zusammensetzen lassen; 
analoges gilt für die durch Erhöhung des Index um eine Einheit resul- 
tirenden Complexe. Auch die Gleichungen der 8 Complexe 

st 4%, =0 md nt =, 
welche zu den 12 Complexen (50e) hinzutreten, lassen sich leicht durch je 
3 Complexe x; darstellen. 


2) Je zwei der Complexe (50d) mit ungeradem und geradem Index 
bestimmen eine Involution, deren Axenpaar ein Geradenpaar G, G‘ ist; z. B.: 
| 234, tgp—0 | 
\ Urs gp—=0 | 

bilden eine Involution mit Axenpaar: 
(en (Eee 
(vgl. (86) in $ 41 unter (5c)). Die 36 Geradenpaare G, G@' entstehen durch 
Combination der 6 Complexe (504) von ungeradem Index mit je einem 
Complexe von geradem Index. 
Sowie je ein Complex Ce) ty +2; —=0 mit je einem Complexe 
& +2, +2, = 0 eine Involution mit einem Axenpaar %, k‘ bestimmt (vgl. 8b) 
in$ 41 unter 5b)), so bestimmt auch je ein Complex 
= 20 20, — 0 lbez er, —0) 
mit je einem der Complexe (50e) von geradem (bez. ungeradem) Index eine 
Involution, deren Axenpaar eines der 43 Geradenpaare (0, C‘ in 8b,) ($ 41) 
182,72, B:: 
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ats ta, —0 

| z,tgp+a,ctgp—0 | 
bilden eine Involution mit Axenpaar: 

CHOR eeotelgp: 

Endlich bestimmen je zwei Complexe (50e) mit ungeradem und geradem 
Index eine Involution, deren Axenpaar eines der 36 Geradenpaare €, 0’ in 
8b,) ($ 41) ist; z. B.: 

| 2 tgp+2, etgy —O0 | 

\ utspta ctgpy—0 | 
bilden eine Involution mit Axenpaar: 

0 072.220, Ip aeoteip tleotsin. 

3) Auch die in $ 42 unter IV, V, VI erhaltenen reellen Geraden 
cn, y) — v9, cO) — v0 ergeben sich als Axen von Involutionen, welche 
dureh die betrachteten Complexe bestimmt sind. 

a) Je ein Complex (504) von ungeradem (geradem) Index bildet mit 
je einem Complex » +, +2, =0 (& +2,42; —0) eine Involution, deren 
Axenpaar eines der 48 Geradenpaare 9 — «(N (vgl. $ 42 (224)) ist, z. B.: 

| 2 csy+tx;sinpg—0 | 
| +0 +0 —=0 ) 
bilden eine Involution mit Axenpaar: 
Be. 
3 We? 
ferner bildet je ein Complex (504) von ungeradem (geradem) Index mit je 


0 A 
CoBp E — Em 


einem Complex (50e) von geradem (ungeradem) Index eine Involution, deren 
Axenpaar eines der 72 Geradenpaare g() — «(N ($ 42 (22e)) ist, z. B.: 
| 2% 68 9+2, sisn@—=0 | 
| © sinptz, csp—0 ) 
bilden eine Involution mit Axenpaar: 
cp FTisinv sing Feosy 0 0. 

b) Je ein Complex (504) von ungeradem (geradem) Index bildet mit 
je einem der 30 Complexe C(,) (Formel (42)) von geradem (ungeradem) Index 
eine Involution, deren Axenpaar eines der 180 Geradenpaare 4) — 19 ist 
(vgl. $ 42 unter V) Formeln (23d), (23e)) z. B.: 

| 2 cosyg+2; inpyg—h | 
| Ro) —0| 
bilden eine Involution mit Axenpaar: 


cosıp ei Sina 0700 
41* 
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und x, 608 +2, sin g — 0 | 
1 1 | 
| 9, et, ey +, Ey u — 0 | 
bilden eine Involution mit Axenpaar: 
FIRE 2 D 
cos p 22; sin @ 7, cotg 9 0 +51 p. 

c) Je ein Complex +2 +2; =0 (o+2,+%; = 0) und ebenso je ein 
Complex (50e) von ungeradem (geradem) Index bildet mit je einem der 30 
Complexe C.ı) (Formel (42)) von geradem (ungeraden) Index eine Involution, 
deren Axenpaar eines der 24+96+36+144 = 300 Axenpaare .() — 3) ist 


(vgl. $ 42 unter VI, Formeln (24f) bis (24i)); z. B.: 


bilden eine Involution mit Axenpaar: 
1 1 1 


— + — 09 — 09 (vgl. (24f); 

Vase 3 v3 

at +0 —= 0 | 
ll 1 1 i 

| gar; elspyutstspy un — 0 | 

bilden eine Involution mit Axenpaar: 
N 1 vn N: 
+-- - +— cotg g +— tg (vgl. (24g); 


| &ı snpyt2, csy—=0 | 
0 ) 
bilden eine Involution mit Axenpaar: 
sinp® i cs» 0 0 0 (vgl. (24h)); 
| 2, Siny+tz, cooıp —0 | 
1 1 1 

| 5 + geotg p + 5 top, —=0 | 
bilden eine Involution mit Axenpaar: 
; 


sin ıD +, cp +,cotgp 0 +, tg p (vgl. (24j)). 


ö 


$ 45. 
Flächen zweiten Grades. 
Je drei (nicht einem Büschel angehörige) lineare Complexe Cd), 
Co)... erzeugen eine Reihe von Flächen zweiten Grades, von welchen die 
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die wichtigsten, für die Transformationen in Betracht kommenden Gruppen, 
von welchen einige bereits im I. Haupttheil auftraten, im Folgenden an- 
gegeben werden sollen. 

I) 226 Flächen F). 

Dieselben werden durch je drei, zu zweien in Involution liegende 
lineare Complexe Co) (vgl. $ 44 unter A) Formel (42)) erzeugt; zu ihnen 
gehören: 

1) die 10 Fundamentalflächen FO, i FU) (vgl. $ 7 unter 1) und For- 
meln (178)), welche durch je 3 Complexe CD oder 0) erzeuxt werden und 
von denen die erste F!) imaginär, die übrigen neun F).. F) reell sind. 

Aus den in $ 44 unter (42a) und (42b) aufgestellten Identitäten er- 
geben sich die nachfolgenden Darstellungen für die Fläche F'), aus welchen 
auch die beiden Systeme von Erzeugungslinien leicht resultiren: 

221% +%52 2X? + 8%? 
R74%52 +83? X -+Xe +0? 
+87? 4025? Co ts? + X? 
zu +29? +0? x2°+%20°+ &2s? 
= 23’ +2n? +8? 42 +22? + %yg2 


Die bereits in $ 42 unter 2) betrachtete regulär-ikosaedrische Eintheilung, 
welche auf der Fläche FÜ) dureh die beiden Systeme der Erzeugungslinien, 


ee N 


ellall 
I I All Il 


nämlich 
die 2.12 Ikosaeder-Geraden 9, (vgl. $ 42 unter (16«), (16B)), 
die 2.20 Pentagondodekaeder-Geraden «( „ „ (19a), (19b)) 
und die 2.30 Dodeka-Ikosaeder-Geraden db, ( ., „ (21a), (21b)) 


entsteht, ist aus den in (51) angegebenen Formen für die Gleichung der 
Fläche FÜ) sehr einfach zu bestätigen. 

Auf jeder der neun reellen Fundamentalflächen FV.. Fl) sind von 
den 2.12 Ikosaeder-Geraden 2.4 reell, nämlich 2.4 Gerade 9) = W), 
ebenso von den 2.12 Dodekaeder-Geraden 2.4, nämlich 2.4 Gerade 
ce) — x und von den 2.30 Dodeka-Ikosaeder-Geraden 2.4, nämlich 2.4 
Gerade B=e reelle. Z.B. für die Fläche 

FD... +22 +02 = 242,240? = 0 


sind dies die 2.4 Geraden 


MN... +cosp +i sing 0 0 O und 0 0 0 +cosp +i sinp ... (Bla) 
(vgl. (23d) in $ 42), 


326 


Edmund Hess, 


die 2.4 Geraden c() = (ec) 


sinp +i +esp 0 0 
und die 2 
a 070070 

[70.1 3.407070 

2) Je zwei der dre 


Lym+3 — 0, 


0 und 0 0 O0 sinp +? +ecosw (vgl. (24h))... (51b) 


.4 Geraden B=e 


und. 0,0 0.7 0 


ud 00001 +] BLo) 


i Complexe € (vgl. (42) in $ 44 und (51)) 


Lam+1ı = 0, Lam+19 0 (m = 2, 3, 4, 5) 


erzeugen mit je einem der drei Complexe 0%) 


Llm+4 — 0, X2m+12 — 0, 


Ldm+20 0 


(oder je zwei der letzteren mit je einem der ersteren) eine reelle Fläche 


zweiten Grades, deren es 


2425428? = ut ta? — 0 


im Ganzen 3.3.4.4—=144 FÜ)... FÜ) giebt z.B.: 


(52a) 


oder ... 2,2+— is Fi 2a — . en: P.2, 24 +cotgp.2ı 224222 —=0 ... (52b) 
oder 

. — 30 tg 29 —F,® +(F,®O—F5O) tg g+ (Fa ®—EFy®) cotg + F® FD —0 .. (52e) 

Auch auf diesen Flächen existiren, wie auf den neun reellen Flächen 

u .F) unter den 2.12 Ikosaeder-, den 2.20 Dodekaeder- und den 


.90 Dodeka-Ikosaeder-G 
En b; für das gewählte 


(vgl. 83) in $ 41). 


eraden bez. je 2.4 reelle Gerade „39, ()— 


Beispiel sind die 2. 


1) 
4 reellen Geraden 4) — 49) 


cotg p tg F IM = 62 otg ß Loipe ıl 
| [0) u +tieosp 5 +sing und 0 = + cos p ax +i sin | 
(524) 
eotz g ar tg p ee" TOR: otg tg es 1 
| = -+i sing = 0 5 Fiesp „ +ieing - ne 0) T +icosp ‚| 
(vgl. @3e) in $ 42); die 2.4 reellen Geraden c®) = 39 sind 
cotg @ tg BR 1 1 se 1 
= +? sin p 2 +? cos 5 0 und +sinpw — . +i cos sy 0 3 | 
(52e) 
cotg ae 17 Aa ee]. I eotgy unten Zr, A 
— se TS - = = #72 und + lee 
2 Ware rar nV v3 ET ET v3 
(vgl. (24i) und (248) in $ 42); die 2.4 reellen Geraden B sind folgende 
SR I 3. a an ia 
2 2 2 22 2 2 2 Se Aun 2, 2 2 = 
(32f) 
cotg SE tg g teotgp 1 tg zit eotgp veoigp tgYp itgp 1 
= Tu a at Te Tanne ee um 
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3) Je zwei der drei Complexe 0% (vgl. (42) in $ 44 und (51)) 


Kim —0, Lim =0I, Lima —=0 (m—2, 3,45) 


erzeugen mit je einem der drei Complexe 0) 
Fe nel 1, =V 


(oder je zwei der letzteren mit je einem der ersteren) und analog je zwei 
der drei Complexe 0?) 
Am = 0, Lim = I, Lom+20 — 0 
mit je einem der drei Complexe ce 
Het el el 
(oder je zwei der letzteren mit je einem der ersteren) eine reelle Fläche 


zweiten Grades, deren es im Ganzen 2.3.3.4=72 N) FÜ) giebt. Z.B. 
zz t25> 2 =n 40 He —=0 . 2.2.0.0... (53a) 
oder —tgp (21?+ 23?—23?— 24?) +2 cotg p (21 23 — 24 23) +2 (£ı 24422 23) = 0 . (535) 


oder — BVtsp-+F, ‚D eotg 9+Fo ‚OD — 0 (53 e) 


Ebenso. wie auf den 9 Flächen F\ 0 ra und den 144 Flächen 
FW _.FÜ) sind auch auf diesen 72 Flächen unter den 2.12 Ikosaeder-, 
den 2.20 Dodekaeder- und den 2.30 Dodeka-Ikosaeder-Geraden je 2.4 
reelle Gerade 4) — (9, cW — 99 und B vorhanden. Für das obige Bei- 


spiel sind dies: 


| - 0) ; +isinp — n P +icosp und cosy + sing 0 0 0 
= .. ion all: ep .. | (534) 
| = 0 9 +?eosp — 5 +?sinp 5 0 + csp O0 sinp 0 
22 0 > +i sin p 22 ? Ficos wund csp + 0 0 -sinp 0 | 
cd) Hol... tg op 0 Le. eotg p a 1 Be 1 | (53e) 
| = 5 frcosp — mE +isin® „ — iz +i VE ) va 0 | 
| +? Aeoe9 0 und EN ol 
=; | = N de g re fi 5 ; | . (83£) 
| - z ON VE — Pi md er a = mi y0 | 


(vgl. (23e), (234), (24i), (h), () in $ 42 und (83,) in $ 41). 
Die 225 reellen Flächen F)..F() sind also in einer solchen Lagen- 
beziehung, dass durch jede der 360 reellen Geraden „® — (9 je fünf, 
2 EURE 1 cd) — 90 je drei 
under a ee Ne 3 B je vier 


dieser Flächen hindurchgehen. 
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Die durch die beiden Systeme der Erzeugungslinien dieser 225 
Flächen bestimmten Sehnittpunkte, welche auf jeder reellen oder imaginären 
Erzeugungslinie sich als 12 Ikosaeder-, als 20 Dodekaeder- und als 30 
Dodeka-Ikosaeder-Punkte gruppiren, lassen sich, ebenso wie die entsprechen- 
den Berührungsebenen leicht dureh ihre Coordinaten darstellen. Auf den 
reellen Geraden B treten hierbei je zwei Punkte 8, je zwei Punkte D und 
je vier Punkte 3 und & auf, welche bereits früher (vergl. $ 41 unter 3a)) 
berücksichtigt wurden. 


I. 60 reelle (nieht geradlinige) Flächen F®), 

Dieselben werden dureh je drei in Involution liegende Complexe 
Ca) (vgl. $ 44 unter (45g)) erzeugt. Es gehören zu ihnen: 

1) 12 reelle Flächen F®9..FY%), nämlich die Hälfte der 24 reellen 
Flächen F), welche bereits in & 7 unter 2) betrachtet wurden und welche 
zu je vieren eins der drei Fundamentaltetraeder 7,, 73, 7, als gemeinsames 
Polartetraeder haben. 

Es ist z. B:.: 

F®9... (© —a)?+ (23 —x,)?+ (2, — 2)? 


[9 


at) +@ tr) +@ + RR)? ) 
21 +% ytR; u —= 0 | 
oder —21?+222+232+27? — 0 | 
oder — HOLD PRDOLFD — {f) J 


Die Gleichungen der 3 Quadrupel sind aus 
1m + m EL U = (I | 
Cut % +85 22 = 0 ee 
Cı % +23 &2 + %, 2 — 0 | 

zu entnehmen. 


(54b) 


Die Erzeugenden beider Systeme dieser Flächen sind durchweg 
imaginär und ergeben sich aus den in $ 7 2) unter (18%) und (187) auf- 
gestellten Coordinatenwerthen: 

1.21.28, -6;. a lERgLral/ Er 02 De are) 
VE EV a (Be 
für bestimmte Werthe der Parameter d und e.') 

So resultiren z. B. die 2.12 Ikosaeder-Geraden für die Werthe: 

db,e—=+tgy, +eotgyp, +isinyg, + +ieosp, + : ir. (ofe) 


sin — c0sp’ 


!) & bedeutet hier nicht, wie in $ 42 Formel (15) fi., eine fünfte Einheitswurzel. 
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diese Geraden sind identisch mit den in $ 43 betrachteten Geraden 

| 9|=|4 % | 
(vgl. die ersten Formeln in (404) und (40e)); die 2.(8+12) Dodekaeder- 
Geraden resultiren für die Werthe 


= ’ +i 608 v, =je 


6, e= +0, ta? und +HgY, +eotgw, +isin y, Ein nr ... (34f) 


und erweisen sich als identisch mit den in $ 43 betrachteten Geraden 
Bıol=|I yo | 
(vergl. (41e), (411); von den 2.(6+24) Dodeka-Ikosaeder-Geraden, 
welche mit den in $ 43 betrachteten Geraden 
|| —=|B%| ud | db |=|4% | 
(vgl. (35a), (35b), (37a), (37b), (39a), (39b)) identisch sind, entsprechen je 2.6 
(welche früher ($ 3 in (11)) durch d bezeichnet wurden), den Parameter- 
werthen: 
6, Ee—0, ©, + ee eher (548) 

Unter den Ikosaeder-, Dodekaeder-, Dodeka-Ikosaeder- 
Punkten einer Fläche F sind hiernach je 12 Punkte g,, je 12 Punkte 
co und je 30 Punkte b, vorhanden, in welchen bez. die Geraden 9, © und 
b, die Fläche berühren, ferner 12 Punkte &£, 20 Punkte ®, 15 Punkte 8 
und 15 Punkte D u. =. f. 

2) Die übrigen 48 reellen Flächen F®: F%).. F@) werden durch je 
drei zu zweien in Involution liegende Complexe Co) z. B.: 

U t2%, BtRXs ta oder +, 2 EXs5, X -EX93, 
wie sie in $ 44 unter (45g) aufgeführt wurden, erzeugt. 
Sorist z. B.: 
(U — X) + — 272)? + (8 +8) = (a +)? +2)? + (8, —a)? = | 


zZ (9 — 2, Hy Ra) ++) = (+25) + +23)? +)? (54h) 
— ZT TLNL 16 +%3 X X, Kg = %o is t%4 XL —&Xg Ay — 0 
oder 
(x &2—%z %—%X, 24) CO p—(Lı Au tR, xt Rx, x) tg p—(aı a — a 0 +8, 00) = 0... (54i) 
oder 
2. cotg p Il. 5 re } 
2ı+ 9 29?+ 5) 2? — - 2 Ze fr Aa pa —=I. . . . . (84k) 


Die sämmtlichen 43 Flächen ergeben sich aus: 


(CH 23m+4)°+ (a3 + Lom+12)? + (& + %om+20)? = (Rt Rm43)? Hr ERmH)? + Rt mr)? — 0 
(&ı + %m+12)?> + (&3 + Xam+20)?+ (Os + Cm+1)? = (Rt Ram)? + (+ Lam+19)? + (Rg + Ram43)? — 0 (541) 
(wı =E X m+20)° ar (3 SIE Kom+4)” IF (X SE 77 +8)? = (& HE Lgm + 19)? Ar (24 SE Aym+3)? Ar (25 IE Kdm+ 11)? =(0 

ME BmAH: 


42 
Nava Acta LXXV. Nr.l. 
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Hinsichtlich der beiden Systeme von Erzeugungslinien u. s. w. gilt 


das unter 1) Gesagte. Von den 1440 Geraden |2g |= | 4% | (vergl. $ 43 
unter (404) und (40e)) treten auf jeder der 60 Flächen E92 12, alsi Kor 
saeder-Gerade, von den 2400 Geraden |® u |=| My‘ | (vgl. $ 43 unter 


(4)) 2.20 Dodekaeder-Gerade und von den 3600 Geraden, welche 
sich aus den 1800 Geraden |8b,|=|B%%| und den 1800 Geraden |D 6. | 
—| 48% | (vgl. $ 43 unter (35) und (37)) zusammensetzen, 2.30 als Dodeka- 
Ikosaeder-Gerade auf. 


IH. Einige weitere Gruppen von Flächen zweiten Grades. 


Von den zahlreichen Flächen zweiten Grades, welche im Folgenden 
in bestimmten Flächenbüscheln, Flächennetzen. oder als Kernflächen bei 
Correlationen auftreten, mögen noch die wichtigsten kurz charakterisirt 
werden. Die erzeugenden linearen Complexe sind in Verbindung mit den 
6 Fundamentaleomplexen C, 0) diejenigen 4.12 linearen Complexe Co), 
welche in $ 44 unter (43b), (446) und (504), (50e) aufgeführt wurden. Die 
4.12 linearen Complexe Ca) mögen hierbei in folgender Weise übersicht- 


lich angeordnet und bezeichnet werden: 


x singt a, cosp— 0 | 2,sinpgtzx, csp—0 
a an kr (& N Aue Se (a 
»sinygtw;cop—=0N! a) 24 sinp+tx, ecosp— 0 ci.) 
2% sinp+xı csp— 0 | 2, sin p+X cosp — 0 | 
: - E - 99@ 
x csg+tssinpy—0 2 cs p+x, sing — 0 nn 
. . Mi 4 
23 cs g+ x; sinp— 0 c(@) x csyg tz, sinp=0N, ce) 
2% eos g + xı Sinp— 0 X 60SP +2 Sinp — 0 | 
x eos yp + x, sin p — 0 X cos py+ xy, Sinp — 
. - 2) E = 4 
x 68 y+ X, Sind — (I ci) 2, csytrz,sinpy—=0N ch) 
X; 608 p+ x, Ssinyp — 0 x, cs pt siny —= 0 | 
: n 0 959 
x inp+tascosp—= 0 | a sinpta, copy = 0 2 
> SIND + 2, C08 o — "(Ba Be > en 1(B's 
a snptr;cspy—V, Ü Ba) 2, sinwtra, cosp — 0 C (B3) 
2 sinp+ta, cosp— 0 x, sin p+tzx, cosp — 0 


(@'a 


1) Je ein Complex c\#) ein Complex € “2) und ein Complex 2; = 0 
oder ©2;—= 0 wobei i und % einen der beiden in ce) und c(@? noch nicht 
aufgetretenen Indices bezeichnet, oder je ein Complex co), ein Complex 
c'&) und ein Complex x; — 9 oder 4 —= 9 erzeugen eine Fläche F“) zweiten 


Grades, deren es im Ganzen 6.6.2— 712 giebt. 
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i 


Z.B. (a sin g-+23 cos g)?-+ (02 cos p—x, sin Q)?+2;? — 0 
= (x 008 9—xz sin )? + (@ sin g+2, es p’+0°—I0 | 
oder V 5 (21?°—232) + (2?—2;?—4 22 23) — (l) 


oder F) eotgy +3) tg g—FV—Fu)) = 0 


. (55a) 


Zu den Erzeugenden dieser Flächen F gehören zwei Geradenpaare 
9, (für das gewählte Beispiel: 0 sing 0 cosg 0 +i und sinp 0 cosp 0 +0), 
welche ein windschiefes Vierseit mit 4 Eckpunkten g, bestimmen, dessen 
drittes (der Fläche nicht angehörendes) Geradenpaar durch zwei reelle 
Gerade G (im Beispiel: cosg +icosg -ing Tsing 0 0) gebildet ist. Da- 
gegen gehören zwei andere reelle Geradenpaare G (im Beispiel: 

sinp +icosyp cosp +ising O0 O und cosy +7sinp -sinp +icosp 0 0) 
der Fläche als Erzeugende an. 

2) Je ein Complex 0%) (oder C')) und je zwei Complexe 5; = 0, 
20, wobei i und % zwei der übrigen vier Indices bezeichnen, oder je ein 
Complex c (oder C'%) und je zwei Complexe 2, = 0, 2, =0 erzeugen 
eine Fläche F zweiten Grades, deren es im Ganzen 6.6.2=72 giebt. 


Z.B.: (x sin g+x3 cos P): +20? +035? = s y—x3 sin gP- +2? +2? = 0 
oder (21?+23°—232—2,?) 608 9—2 (21 a 2%) Sing —= 0 (55bı) 

oder FH eos — Fu” sing = 0 

und (x, sinp+x3 eos p? + 2,°+23° = (x, 608 9—ı, sin g)? + 25?+2,? — ") 
oder (2,2—2,°+23°— 222) in g+2 (2, 34—2 2) cosy — 0 (55b,) 


oder MV sinp+ FF, cosy—= 0 
und (x, sin p-+23 608 p)’+ 25°+2,° = (X 608 9—3 sin 9)’ +23?+2,? = 0 | 
oder 2 (2, 2—23 2) in@+2(Zı 23424 2.) cos y — 0 ( 
oder FW sing+ FV csg—L. | 
Je drei Flächen F), wie (55b)), (55b,), (55b,) gehen durch dieselben 
vier imaginären Punkte g® — 6% hindurch; die erstere (55b,) enthält die 
beiden Geradenpaare g und b, (dieses Vierecks 
(np 0eosin 07 3 0 und 0707 071707), 
die zweite und dritte (55b)) und (55b,) das Geradenpaar 9 und das dritte 
(reelle) Geradenpaar 9” — 59 (eosg +i —sing 0 0 0) als Erzeugende. 
Weitere Erzeugende dieser Flächen lassen sich aus den aufgestellten Formen 


der Gleichungen leicht entnehmen. 
3) Je ein Complex C% (oder CZ) und je zwei Complexe 2; = 0, 

N . . 2. . sm‘ 
2% —0 oder je ein Complex 0% (oder CE) und je zwei Complexe 2; — 0, 
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2 = 0 erzeugen eine Fläche FO, deren es im Ganzen ebenfalls 6.6.2= 72 
giebt4 2. B.: 
(x Sin px, c08 p)? + 02? + 23? = (a1 e08 y—x, sin p)? + xy? +25? — 0 


oder (21?+22°—23’— 22) 608 ® + 2 (21 23—2, 2) Sin p — 0 (55c,) 
oder 50V cospw+ F,V siny— 0 | 

und (x sin py+x, 608 w)? + x3?+25? = (&ı 608 y—z, sin pw)? +22? +? = 0 
oder (2?—22°—23?+ 2,2) sin w — 2 (21 23-2, 22) cos y = 0 (55 6,) 


oder FD siny— Fu cosyw —= 0 | 
und (x sin p+x; 608 w)? + x3?+7,? = (@1 608 y—2; sin p)?+ +0 = 0 

oder 2 (4 342 2) invy+2(2 4-32) csy— (0 (3565) 

oder FD sinp + FW cosp—0. 

Je drei Flächen F%, wie (55e,), (55c,), (55,) gehen durch dieselben 
vier imaginären Punkte ce” — 59 hindurch; die beiden Geradenpaare « und 
b, dieses Vierecks (in p 0 +i 0 cosp 0 und 0 0 0 1 0 +i) sind Erzeugende 
der ersten Fläche (55c,), das Geradenpaar c, und das dritte (reelle) Geraden- 
paar ( — 59 (eosw +7 0 0 sinp 0) sind Erzeugende der beiden Flächen 
(556,) und (55e,). Weitere Erzeugende dieser Flächen können aus den ge- 
gebenen Gleichungen leicht entnommen werden. 

4) Ferner wird durch je einen Complex 0%) (oder C'%»), einen Com- 
plex 0% (oder 0%) und einen Complex ©; — 0 oder #.—0, wo wiederum 
i und % einen der beiden in 0%) und 0%) nicht vorkommenden Indices be- 
deutet, oder durch je einen Complex 0 (oder CS»), einen Complex CA) 
(oder C'%) und einen Complex &.—0 oder «= eine Fläche F ( zweiten 


Grades erzeugt, deren es im Ganzen 6.6.2.2= 144 giebt. Z. B.: 


(x, Sin p+ x; c08 P)? + (©, sin p—x, eos w)?+a;,? | en 
ZZ (x 608 p—xz sin p)2 + (X eos y + ©; Sin )? + %° | 
ERS „ cotg g E 1 t5p 4 4 (554) 
oder (2,°—24?) En 2 —(23?— 23?) ae z + 7 m 2ı en 25 23 — 
oder (RAV+-FO+F),") sing + M3®+F-®—F,,") csp—= 0. 


Zu den Erzeugenden dieser Flächen gehört ein Geradenpaar g, (im 
Beispiel: sing 0 eosg 0 +i 0) und ein Geradenpaar c«, (im Beispiel: 0 cos p 
0 sin 0 +i), welche ein windschiefes Vierseit mit 4 Eekpunkten 9) — «9 
bestimmen, dessen drittes Geradenpaar durch zwei reelle Gerade MC) 
(im Beispiel: eosg +isinp —sing Ficosp 0 0) gebildet ist. Andere 
Erzeugende dieser Flächen ergeben sich leicht aus den aufgestellten 


Gleichungen. 
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5) Endlich wird dureh je einen Complex C%), einen Complex 0%» 
und einen Complex z;—= 0 oder 2. —0 oder durch je einen Complex 0), 
einen Complex C%» und einen Complex x. — 0 oder &;— 0 eine Fläche 7% 
zweiten Grades erzeugt, deren es im Ganzen 6.6.2=72 giebt. Z. B.: 


(x cos p+x; sin w)? + (x, Sin p+x,; cos pw)? + x, = 
= (x, sin Wy—x, 608 W)? + (x, c08 y—x, sin W)? + x? — 0 
oder (2,?°—232) 682% + (23°— 27) 2 2, 2 sin2y — 0 


(55 e) 
e 2 W ist) 


(wobei sin 2 » = 3, 608 DE — 
oder FD cotg 9 — FV tg 9 — (F,®+ FW) — 0. 

Zu den Erzeugenden dieser Flächen F') gehören zwei Geradenpaare c, (im 
Beispiel: sin» 0 +3 0 —cosp O und 0 sinw O0 +7 0 cosp), welche ein wind- 
schiefes Vierseit mit 4 Eckpunkten «, bestimmen, dessen drittes Geraden- 
paar durch zwei reelle Gerade € (im Beispiel cosp +icosp 0 0 sinw Fisin) 
gebildet ist. Diese Flächen F% sind den 32 reellen Flächen F®) (vol. 87 
unter 8)) analog. Entspreehend können dureh je einen Complex 0 (oder 
0%), einen Complex Cs) (vergl. (14y) in $ 6) und einen Complex &;— 0 im 
Ganzen 12.4.2—96 reelle Flächen F erzeugt werden, z. B.: 


(x e08s p+x3 sin w)” + 25°+ - (+2, —u)? = 
5 : e 1 . 
2 (x, sin py—xz cos w)? + (aa—x,)” + 3 (+2, +2 24)? = 0 (55e,) 


oder a—y5 (22? —23)—22?+2 eotgp (Zı 22 — 23 2) | 
+2t39 (1344 )+2VY5 a4 +22 3% | 
Zu den Erzeugenden dieser Flächen 7“) gehört je ein Geradenpaar 


—Sı0: 


co und co“ (im Beispiel: 
Ote ® 02] 5 
Ba U er | L 
und csp 0 sn» 0 +3 09... 

6) Schliesslich mögen noch zwei Gruppen von Flächen zweiten 
Grades aufgeführt werden, welche bei bestimmten uneigentlichen Corre- 
lationen im Folgenden zu berücksichtigen sind. 

f) Die erste Gruppe von Flächen FÜ ist analog, wie die der Flächen 
F® (vgl. $ 7 unter 9) dadurch charakterisirt, dass jede derselben mit je 
einer Fläche F (vgl. unter II) dieses $) ein windschiefes Vierseit mit je 
zwei Geradenpaaren |®B «u, | = | U y/% |, dessen Eekpunkte zwei reelle Punkte 
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® und zwei imaginäre Punkte «, sind, während das Diagonalenpaar durch 
zwei reelle Gerade C gebildet wird, gemeinsam hat. 
2. B. die Fläche 
TERN @ +2 x) 6052 p+(z, 2,—x, 2,) sin 2 y—r, x, = 0 | 
oder (23?°—23?) e0os2 w+22?+23?°—22, 3 sin2y—0 (55f) 
oder (FOR ,D) + (PO + F,®) cos2%— (F,+ F}) sin 2 — 0 | 
hat mit der Fläche F®: 
(2) +23)? +(& +2)? + (@&;—x)? = 0 oder 2,?+23?+23°—2,? — 0 
die beiden Geradenpaare | Bo | 7%, |: 
| sinp sinp + Hi —cop cosp | 


| sap —sinp Fi +i —cosp —cosy |; (554) 


sowie die Punkte ®... sn» 0 eosp +1 und die Punkte 
Co Cosa sn ROT. u AUT 
gemein; das Diagonalenpaar sind die beiden een 
O=2 eosan F-Edeosen 107 ORSsinapz -TZisinnngenr er (558) 


(Vgl. (a1D, (4d1k) in $ 43, (18b,) in $ 42 und (&b,) in $ 41). 

g) Jede Fläche F der zweiten Gruppe hat mit je einer Fläche F9) 
ein windschiefes Vierseit mit je zwei Geradenpaaren |2 9, | = | 4%, |, dessen 
Eekpunkte zwei reelle Punkte £ und zwei imaginäre Punkte g, sind, wäh- 
rend das Diagonalenpaar durch zwei reelle Gerade @ gebildet ist, gemein. 
Z.B. die Fläche F%: 

(2 %— 23 %) 0082 P— (X 2,4% %) in29-+ 2; % —= 0 
oder 2°+2,?+(2?—23?) cs29— 22%, 23s5n2p= (0 
oder (7,®+ F,®) eosp + (F,® — F,,®) sing = 0 
hat mit der Fläche F%: 
(x +23)? +& +20)? + (&— 2%)? = 0 oder 2?+22? +23? — 2)? — 0 
die beiden Geradenpaare | 29 | = | Ay |: 


(558) 


| Bug Bu cp  cCosp +i Hi | (558,) 
| np —sing cosp —cosp +? +1 je 
sowie die Punkte &...0 sing eospg +1 und die Punkte 

Go co En er re (5505) 
gemein; das Diagonalenpaar sind die beiden Ga 

G...c089 +icspg —sinpg FHsnp 0 0 ... (555) 
(vgl. (404), (40e) in $ 43, (14a) in $ 42 und (8e) in $ 41). 

Auf weitere Flächen zweiten Grades, welche z. B. als Kernflächen 

bei gewissen Correlationen im Folgenden auftreten, sowie ferner auf die 


22 
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Büschel und Netze der linearen Uomplexe und endlich auf die Complexe 
zweiten Grades 2, 2‘, 2“ (vergl. im ersten Haupttheile $ 8) wird bei den 
bezüglichen Transformationen, für welche dieselben in Betracht kommen, 


eingegangen werden. 
tee) 


$ 48. 
Uebersicht der linearen Transformationen der (Üf. (6015, 725). 
Die sämmtlichen, durchweg reellen Substitutionen, durch welche die 
C£. (6015, 725) in sich übergeführt wird, ergeben sich einmal in tetra- 
edrischen Coordinaten 2; (&), welche sich auf das Fundamentaltetraeder 7, 
beziehen, dadurch dass man (vergl. $ 10 (797) und (7979) die 12 positiven 
Permutationen von 
A, +6, Eh, Hu], oder [DH EG, EEINErn]e. . > (566) 
bez. von [A, +&, +5, +4] oder [A, +, +, Hulp - . - . (868) 
bildet, wo 4, %, 2, 2, die in der Reihenfolge, wie sie in (1) ($ 41) angegeben 


wurde, genommenen Coordinaten der Eckpunkte 8 (Flächen B) eines 'Tetra- 
eders 7, (p=1,2,...75) bedeuten. Die positiven Vorzeichen - Combi- 
nationen (für welche die Determinante 4—= +1 ist) liefern alsdann 12.4.75 


— 3600 eigentliche, die negativen (für welche die Determinante 4 — —1 
ist) ebensoviele uneigentliche Collineationen: die Gesammtzahl der Colli- 
neationen beträgt also 7200. Gleiches gilt für die Uorrelationen, deren es 
3600 eigentliche und ebensoviele uneigentliche giebt. 

Zweitens lassen sich diese Substitutionen in &;-Coordinaten ein- 
fach durch die in bestimmter Reihenfolge genommenen und mit bestimmten 
Vorzeichen-Combinationen versehenen linken Theile der Gleichungen der 
30 linearen Complexe (a, (Formel (42) in $ 44) darstellen. Und zwar 
treten nur diejenigen Substitutionen auf, bei welchen x', a%, &%5 oder x‘, &, 
x, durch die in bestimmter Reihenfolge genommenen und mit bestimmten 
Vorzeichen-Combinationen versehenen linken Theile der Gleichungen der 
Complexe Ca) mit ungeraden Indices und ebenso x‘, x, x, oder x, x, ©, 
durch ebensolehe bestimmte linke Theile der Gleichungen der Complexe 
Ce) mit geraden Indices ersetzt werden. 

In der folgenden Zusammenstellung (57) sind diese „erzeugenden 
Substitutionen“ ID J2); BU), Bon BU), B2), eu), ea) ed 0, [EN oR Gm, 
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“a, G® nebst den die Zähligkeit bestimmenden Wurzelwerthen für o an- 
gegeben; die Nebeneinanderstellung +227+1 +227+1 +#2r+1 bedeutet die Sub- 


stitution: 


| a = H%p41 | a — +r9p41 | 
SO = tr 0der&@),.. a = +21 (57) 
| % = +4 | en | 


und analog die Nebeneinanderstellung +2, +2 +2, die Substitution: 


| a’ —= +0 | u — +29 | 
SM...! W = +r 0derSM)... ! = He | (978) 
2 = +%3; Ee — Se | 


JD...0 02 IN Erle de 207) 

| X X —%; | % —IUu —%s ] 
BR. Hr er BO ra 
wer | | 
—r X 5 X33} 2 5 —ıt93 %r ;_ „x —X- X 5 
—Xg u IB; In X TI As La u 


Lu Lg a5 Kg II IL: 8% U 0% (6 —= IL, =1|, —1) (570) 
2%; 2% &u; 2% I Ls, I I &ı 
| —L a6 %; —Lıs IM X, Ca Ts &Xi6 
5 to Ks OB: Us X =; IC Lo —Vıs 
BAHN 
2 | Fu oo ws; 220 Was Ci; Cs a2 Ca 
| 24 2 X; Ka %o Ku; Go La %a 
Sc, (6 = 1, «, a2) S?e, (= 1,a,c) Sca(0=1,a, a?) | S?«(6—1, a}, a) 
5 m | u Lu %s Be en an N TR 
ce) U U | —, Ra C2) x U —% — 0 
Ze a | mn Zen, ee a 
u a = Zens I I, Fe er 
| - 
—LUr %p 73 I Is %%5 —Us  Xıs 024 —Xıo Us %% (57€) 
xı5 09 —U7 | X le 7 X UM U | Io Ui TI 
| | 
[OR] a3 % &%s —ic9 —XI13 3% RO) Tg es | ce 
1 To X 3 —X2ı 029 %2 X X | Xu 22 030 
Cıı X U | X 9 13 2 2 2 | CR Io —Cu 
x —Xg —Xı7 X Xu 9 22 Co Rs | Ws 22 Co 


Sg (0-— 1, &, 29) Sg, GZS 1, ei, e) 2g, (—= 1, &, &3)|I3g, (—=1, 8, &2) 


%ı —Kı5 —%ag —Iı 29 %3 —t2g %ıs —TCa 5 % &yı 
% Liu 3% —%3 Te 739 —t37 —tı %19 | X —X& X 
GI) Kin Te u | 0. Le a) a —aı —0B | an 2 —eer | (578) 
7 —X25 —X%9 —ap I Xu % ss %3 | Cs —aı  %ao 
033 &7 —Xı 3 X m xp 27 Xu 21 —U29 13 


X %ı %ı | %%9 Us —XA —Xı X —% | am —U %9 
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Sg (61, &, &) | S?g, (6—=1, &%, &) 824, (61, &2, 8) 8°g, (6 = 1, 83, &?) 
Lg —Lıs —I24 Xıj2 —Xao as Io Xu 772 X Xıo Tıs 
Tı0 Ts Is | Tu 822 00 —Cag — 2 20 X Lg LU 
GR) Cs Ta X 72 —Ip Tu eAd) Xo —Xs IB | Te Tao Rs (578) 
Lıs —I2s —Tio | —T20 as —&C2 Ts Te I 4 —X22 X30 
—X4 I —s | Us Ti %ıs Xp a %ı2 La —Lz0 —Xı4 
Tg Ip Ta Lo — Cu — 022 —X6 824 —Tg —Tıs —I2 Io 


Die Gesammtzahl der Substitutionen S) und &®) beträgt 
2 1+3+12+8+12+24)—120, von welchen 2 (1+3+8)—24, nämlich 
IN, 79: ad, a2; BV, B® durch je 3 der 6 Fundamental-Complexe z; 
@=1,2...6) gebildet sind. 

Die eigentlichen Substitutionen, welche Collineationen bedeuten, 
ergeben sich durch Combination je einer Substitution &) mit je einer &®, 


(60 . 60 — 3600), die uneigentlichen Collineationen durch Combination je 
einer —S') mit je einer &) (oder je einer S) mit je einer —S”), wäh- 
rend die eigentlichen Correlationen durch Combination von —S) und 
&” (oder SV) und —&”), die uneigentlichen Correlationen durch Combi- 
nation von S") und &®) resultiren. 

In der Hauptgruppe von insgesammt 14400 Transformationen (7200 
Collineationen und ebensovielen Correlationen) ist als Untergruppe die in 
$ 23, II) aufgeführte Untergruppe 6) bezw. 6%) enthalten, welche dureh 
die 3.192 (bez. 3.96), zu den Fundamentaltetraedern 7, 7;, 7, gehörigen 
Substitutionen gebildet wird. 


Im Folgenden sollen zunächst die eigentlichen, sodann die un- 
eigentlichen Collineationen und Correlationen nach ihrer Entstehung aus 
den Substitutionen SU), &, SU), SE) aufgeführt und charakterisirt und 
nach der Zugehörigkeit der betreffenden Substitutionen (in tetraedrischen 
Punkt- und Ebenen-Coordinaten) zu den 75 Polartetraedern 7, .. 7-, unter- 
schieden werden. Die letzteren zerfallen hierbei in mehrere Gruppen, 
welche aus der in $ 41 gegebenen Zusammenstellung leicht entnommen 
werden können. Die Ueberführung der Substitutionsformeln aus tetra- 
edrischen in solche in #;-Linien-Coordinaten ist mit Hülfe der früher an- 
gegebenen Beziehungen ohne Schwierigkeit zu bewerkstelligen. 


Nova Acta LXXV. Nr.1. 43 
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$ 47. 
Die hierhergehörigen 3600 eigentlichen Collineationen und 
3600 eigentlichen Correlationen. 

1A) Die identische Transformation 2, =, k—=1,2,... 6) 
oder 27 = 27 oder 7 =Sı (vgl. $ 11 unter (80«), 9). Dieselbe wird nach der 
im vorigen $ angegebenen Zusammensetzung der eigentlichen Collineationen 
aus S() mit &'” dureh (vel. (577) 


SIDE LADE NE EI A BEER DT EM 5a) 
und in tetraedrischen Coordinaten durch 
as] Roder aa FE TER aD) 
dargestellt. N, 
1B) Die entsprechende Correlation: 
IDEEN MA Dder TIEF! ADMIN (58«‘) 
odr u, | =|1234,=[1234,. . . (58P) 


bedeutet (vgl. $ 11 unter B 2)) die Polarcorrelation in Beziehung auf 
die imaginäre Fundamentalfläche F). 


2) A) 225 hyperbolisch geschaarte Involutionen mit 
reellen Axenpaaren B. 

. Die nachfolgende Zusammenstellung (59) enthält die Zusammensetzung 
dieser 225 hyperbolischen Involutionen aus S" und &®, nämlich aus BV 
und BV einerseits und aus B@ und B® andererseits (vgl. (57y) in $ 46), so- 
dann die Polartetraeder 7, welchen die Substitutionen angehören, ferner die 
Anzahl der Involutionen, wobei der fett gedruckte Factor die Anzahl der 
auf je eins der Tetraeder 7 entfallenden Substitutionen bezeichnet, und end- 
lich die reellen Axenpaare, welche durch die 450 Geraden B (vergl. $ 41 
unter 8a), 1), 2), 3)) gebildet werden. 


Substitutionen: Tetraeder: Anzahl: Axenpaare: 
2A BIER) Ih 3.3—=9.1—9 9 Geradenpaare e und e(!) j 
(vgl. Saı) a San (59aı) 
24) BUV)...B® T,..T,ı 12.12 —3.48—=144 144 Geradenpaare B 
a ERSE RD EI E EREN) 


3 (1) (2) 
|: Ba | Ta..I5 2.3.12 8.24 —72 72 Geradenpaare B 


24. 
220 20) 


(VERS) TE REN E09) 
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Beispiele: zu 2A,) 
” ” 2 4,) 
i or) 


Die Gleichung in -s hat hierbei (vergl. $ 11 unter 2)) eine vierfache 
Wurzel -1 und eine Doppelwurzel +1, die Gleichung in x hat die beiden 
Doppelwurzeln +1, —. 


% 
—dy 


lg 


ee 


IgE2 17.070.072 00 


Bag 
N ee 
= —Iyy 


ae. 


cotgy Hieotsp tgy +itgp 1 +i 


[| 4># 
u = U, 
| 0 — es 
Axenpaar (12)... 
| x = 4 
x = a1 
| x, = Mg 
Axenpaar B... 
| x = Ds 
By 
| %, = dry 


a, = 150 
%4 = Ta 
u — 0 


Axenpaar B... 


| Se, 


1 Ficotsp -cotsg titgp tgp +i 


ty +27 


era 


| 


—1 0 eotgp 0. 


2B) 225 Polarcorrelationen mit Kernflächen mE 


Die aus den Substitutionen in 2A) durch Umkehrung der Vorzeichen 
von S) oder von ©” entstehenden Substitutionen bedeuten Polar- Corre- 
lationen, deren Kernflächen die in $ 45 unter I 1), 2), 3) betrachteten reellen 


Flächen FD .. FÜ) sind. 


Substitutionen: Tetraeder: 


2B) +BV).. FB Jin 
2B.) +3... FB) Dr. 


+B,N.. FB, ®%\ 


lo ee 


Beispiele: zu 2.5) 


Anzahl: 


T, 12.12 —=3.48 — 144 


| 21 =nt 


x 3 


| 


\ az 
| Ele u 363 


Kernfläche: m’ +22? +0? = m’+n,°’+x; 


. Ins ar. 


oder 2ı 


Kernflächen: 


9 Fundamentalflächen 7,0) .. F,") 


($45 11). 
144 Flächen F},0). 


. Fa) 


($45 12)). 


72 Flächen EN 1) 


. Frl) 


(845 13). 


| une 
el 


2 +23? —23?-— > 


0) 
0| FF, 


43* 


(39b,) 


(59b;) 


(5963) 
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[ x — 07 x — —Xyg | 
I a —= dh) ze 23 2, 
xs = —Cı9 es = CH ) 
Kernfläche: &9°+23,°+215° = 2’ +23’ +2%17? = 0 
tg E cotg ) 1 ) 
oder: 2? te Ay = sv Ayr— = 22 
2 2 2 —o 


| 
N 
{ 
Beispiele: zu 2 B,) ta 23+elgp.22Htgp.2 2] 


1} PN wi - 
| a = 2 a Bus 
\ x, = ty, 2% = —ıtı4 \ ö 1 +3 4 20; 
| 25 = 2% x = -I2 | 
2-07 +%6 = I +0 +2? —0 


Kernfläche: x&9 
oder: —2,?— - 


\ 
f 
+2, Za+2ı 2a 2ı 24+ eotg p. Za—tg p.23 2] 


4 ‘ 


| xı =%yg 9 = U . 
= zu 2 B,) 1 x — 0 DOE 02 \ [24 3]rs, 
| De Re re | 


Kernfläche: #?+2,,?+2? = x.?+0?+23? — 0 
tg 
oder: [—21?—22?+23?+242] > +[2ı 23 —24 22] eotg 9 | “ 
+ [zı +2; 23] | 
oder: —tgp. F,V)+eotey. FU+ Fol) = 0: 


Die Gleichung in 6 hat hierbei die beiden dreifachen Wurzeln +1, — 


3A) 30 elliptisch geschaarte Involutionen mit imaginären 


Axenpaaren b.. 


Die Zusammensetzung dieser Involutionen aus den Substitutionen 7) 
einerseits und B”, B(® andererseits (sowie aus BU) BU) und J DIN, die Be- 
schaffenheit der Axenpaare u. s. w. erhellt aus der nachfolgenden Zusammen- 
stellung (604). Die sechs unter (60a,) aufgeführten Involutionen sind bereits 
früher (vgl. $ 11 unter A 1) Formel (806)) aufgetreten. 


Substitutionen: Tetraeder: Anzahl: Imaginäre Axenpaare: 
DEREN) 
34,) | | T, ame Iheal 6 6 Geradenpaare b/, = € 


\20...70 | 
(vgl. $ 42 III (2la)): . . . (60a) 


(1) (2) 
34,) Ik ae T.,..T5 2.1.12 —=1.24 = 24 24 Geradenpaare b", 


"18,0, ..32 | 
(vel.$ 42 II (21b)).. - . . (608) 
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[ 1-2 5 = 2 | 
ds -m 4 — —U4 al al, 
(Er 2 = —0 j 
Beispiele: Zu 3A,) Axenpaar (46)...0O 00 10 + 
Fe.) | en Ze 
 B- m vn Der 252124 3], 
(= = ) 
Axenpaar 85) ...O O0 10 +0 


[| #1 = 2 in — 
Beispiele: Zu 34) %3 = -I1% DA = T4 ( 3.6 IS 2-3 Ars, 
| 05 = —Yı1 Ks = % ) 


1 : de 
Axenpaar b“, .. An 0 tgsy+2icotgp 0 -(1F20) 0. 
Die Gleichung in o hat eine vierfache Wurzel +1 und eine Doppelwurzel 


—1, die Gleichung in r zwei Doppelwurzeln + und —i. 


3B) 50 Nulleorrelationen, deren Complexe die 
30 Complexe Ca) sind. 

Die betreffenden Substitutionen gehen aus denen in 3A) durch Um- 
kehrung der Vorzeichen von SU) oder von S®) hervor. Die unter (60b,) auf- 
geführten Nullcorrelationen sind bereits früher (vgl. $ 11 unter B 1)) Formel 
(80€)) aufgetreten. 

Substitutionen: Tetraeder: Anzahl: Öomplexe der Nullcorrelation: 
T, 2.1.3—=6.1=6 6 Fundamentalcomplexe 0,), c,) 
(vgl. (42) in$ 44). . . . . (60b,) 

Ta..T5 2.112 —=1.24—24 24 Complexe 2, C,@) 
(vgl. (42) inS 4) . . . . (60b,) 


... [2 —1 —4 3], Complex: x, = 0 


SpeEmREeS | Complex: = 0 
Jt 


. I*-2 -3 4], 


| 

>| 
22 — ” 19 — In | 
| 

| 


[m] 
a 


x 6 =%6 
1 1 1 
Complex: &23 .... — sts 9p.%+ 5 W5 ot 75 0! 


Die Gleichung in o hat eine Wurzel —ı und eine fünffache Wurzel +1. 
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4A) 400 dreizählige axiale Collineationen mit Axen €. 

Die hierhergehörigen Substitutionen setzen sich in der aus der Zu- 
sammenstellune (614) erkennbaren Weise aus cD, oc! und cP, c9 zu- 
sammen. Die Büschel- und die Reihen-Axe je zweier zusammengehöriger 
dreizähliger Collineationen sind durch je eine Gerade € und € gebildet; 
die beiden festbleibenden Punkte der ersteren und die beiden festbleibenden 
Ebenen der letzteren sind bez. durch zwei Punkte «, und zwei Ebenen x 
dargestellt (vgl. $ 9 I A unter 3)). Die auf die Tetraeder 7,, 7;, 7, entfallen- 
den Substitutionen 4A) und 4A;) sind bereits früher ($ 14 unter A)) auf- 
getreten. 

Substitutionen: Tetraeder: Anzahl: en 
4A) Me | 


2 re Ze 2 Gera ; Pe 
Isa Szmniehez s:83 | au 2.4.4 il 3 32 Gerade % und /, 


(vgl. $ 41 unter (Sb,)) ....... (6la,) 
meet r.el) | 


AA. - 2 ae ie zerade 4 5 
4 A.) | (8; S? mit bez 82; 5) | T,T; 16 3 32 Gerade %‘ und / 
(61a,) 
4.A,) EEE) Tr 122 1044727, Gerade 
(vgl. $ 41 unter (Sb,)) ..... . (61a,) 
(1) (2) 
4A,) 0 DD In Bar 8242119252965, Geraden 
EINER AO | 
(vgl. $ 41 unter (8b,)) ..... (6la,) 
Beispiele: Zu 4A,) und 4A») vgl. $ 14 unter A) Formeln (83«). 
= 4 ey = 0 
S. | 0, — 25 2 = —%2s ... [4-3 2 1]ıs 
Zu 4A | B= Hu Gem 
Y u 3) | x, — 0 ac) — 16 
S:.. &'3 == 7929 a — -T24 ( nein: 4 -32 -1*]ıs 
| = ma | 


Büschelaxe: cotgp ictgp 0 0 ty -itgy 
Reihenaxe: cotgp -ictgpg 0 0 tgyp üitsg 
(vgl. $S 41 unter 8b,) 


| x = %ıı Le = 0 
Nasa Beh A ak en 
| %'5 —77 Li = Ti | 
Zu 4A,) AR + 
| 2, = %ı3 %ı — —%y | 
82 %3 = TC» 4 = —ı4 [1 42 3]sı 


I 


| x; —%29 6 — 72 | 

Büschelaxe: 0 ty -itgp cotgy —cotgy 0 

Reihenaxe: 0 tg itgp cltgp ücogyp 0 
(vgl. $S 41 unter (Sb,). 


. . .. B .. ” jr B L < 
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| x) = %s 12 — %6 | 
Ss R 3 — —%Gg x = 7a 2 de 3) —& 2]. 
| a5, = tun Ds -U | 
Beispiel: Zu 4A,) ; f 
| co = Un I9— a | 
D:. Ts = Tı a —=%; [1 —4 2 317 
| U — 19 a | 


Büschelaxe: itgy l-ictgy 10 —1l 
Reihenaxe: —tgp 1 ieotgy 10 —L 
(vgl. 8 41 unter 8b,). 
Die Wurzeln der Gleichung in z sind 1, 1, «, «2, derjenigen in 6 gleich 
l,1,«@, «, «:, a, wobei dem Werthe r=1 oder o=1 die Büschelaxe ent- 
sprieht und den Werthen = «, «: und o—=c«, a? die beiden festbleibenden. 
der F) angehörigen Punkte der Reihenaxe entsprechen. 


4B) 400 allgemeine sechszählige Correlationen. 

Die zugehörigen Substitutionen resultiren aus denjenigen in 4A) 
durch Umkehrung der Vorzeichen von &' oder von &”. Die Eckpunkte 
und Seitenflächen eines zu S und S° gehörigen Haupttetraeders sind vier 
Punkte «, und vier Ebenen 7, (vgl. $ 42 unter III); das Kantenpaar A, A 
ist durch die beiden Geraden ©, €’ gebildet, welche das Axenpaar für die 
beiden durch 5? und S! dargestellten dreizähligen axialen Collineationen | 
(vgl. 4A)) und zugleich die Leitgeraden für die beiden festbleibenden Ge- 
winde ©, C“ sind, während die beiden anderen Kantenpaare durch zwei 
Geradenpaare c, gebildet werden. Die Gleichungen des Complexes zweiten 
Grades 2“, der beiden festbleibenden Flächen @,,@,, der beiden Kernflächen 
K,, K, ergeben sich nach den in $ 8 III und $ 9 unter II B) aufgestellten 
Regeln. Die eine Fläche @, ist die Fundamentaltläche F® die andere @, 
ist eine der reellen Flächen F®, der Flächen F%, F (vgl. $45 unter 5e)), 
während die beiden festbleibenden Gewinde durch je zwei der Complexe (Cs) 

(444% = 0 und +2, 4% = 0) 
und ce, 0%) pez. CR), co) (vgl. (558) in $ 45) dargestellt werden. 


Die auf die Tetraeder 7; 7,, T, entfallenden Substitutionen 4B,) und 
4B,) sind bereits unter B) des $ 14 betrachtet worden. 
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Ecken, Flächen und 


Substitutionen: Tetraeder: Anzahl: Kanten der Haupt- 


tetraeder: 
MEEVAREE EM 4 Punkte f, = ', | i 
Ta DmAmA all 32 .. (61b 
2) | (S; 82 mit bez, $:; S2) | 2 . 4 Ebenen x, — y'); (eb 
TODE] 2 Gerade /, k‘ (8b,) und 
4 B,) (S; 2 per 2; 5) | T,, T; DNA NA 16 BO 32 D) Geradenpaare Ton = En . (61b,) 
(vgl. $ 42 (18a) und (19a) 
4 Punkte c“,, 
| Bann e | 4 Ebenen y",, 
4B) +00... #09 T,..T, 12.12 —3.48— 144 | 9 Gerade C (&b,) und | -- (61h) 
2 Geradenpaare c“, 
(vgl. $ 42 (18b) und (19b)) 
4 Punkte c,“, | 
4 Ebenen y,““ 
,... 0% FAR: 
4B) | no ' Lohr \ .T, 2.812 —$.24— 192 | 2 Gerade € (8b,) . . (61b,) 
FO ZRERO I und 1 Geradenpaar c‘, 
” 1 ” es 


(vgl. $ 42 (1Sc) und (19b)). 
Beispiele: Zu 4B,) und 4 5,) vgl. $ 14 unter B) (833) und Formeln (49) in $ S II). 


FM ah | 
oc J ir N = in: . 74 -3 2 1]ıs A Son MM a, 
| Z,...eosp i -siny oz 
I; — —15| x, = —L | Zs ... C0SW — —sin (1) 0 an z\ 
S5. X — X X = Ay [232-7], Da 60870. Dicosap —&...2ı 
1 3 U = Is | 
Gh -..Zı Z4+Z2 Z... 2423? ER =n’+22P? +2 =0... F® 


oder 2 2+2,?+23? ’— &2+&2-+63? +4? = ——0 
G3 ...Zı ZZ: Z3 ... (& 608 any sin von +(@, sin +2; cos? +2? = | Fo 
= (x, Sin y—a, 608 w)?+ (a, cos y—r,; sin pw)? +23? — 0 | 
oder (21—232) v5+3 (2?—22) -# 2, 2, — 0 


1) Zu | €... zı ecsy+2,siny—P0 | 
4 B;): \ EC"... & es ya, siny—0 | 
Ku und Ka... cp Hietspg 0 0 ty Fitgp...O, CO" 
Kıs Ry...inp 0 +3 0 cap O\| \ 
ae - ae zelnUlOh er 
Ks » Ka-..0 ap 0 0 cop| a) | “ 
tg g 1 cigp „ 
K, 22, Zi VER =Z Z,-22Z Z, = — — Aug 2>+ I 2ta2ta, BE 
COlSgDe 7. 06 EEIDIe 
Zur u Sr = S’t5 + 5 —0 
eotg g tz 1 
2 Zu 2 Z3 A 2 Z, Z,— 2; BE = 2° 2°+ u 23? 5) ze +2 Eu 
tg op Te ecot ee 
_— bs bet ++ 509 


2) Zu 4B,): 


3) Zu AB,): 


(0) 


Ki oc 
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1) Zu 4B,;): | reas 


oder 21? 
2 Zı Zu 
tg ?p (2ı 24422 25) = 


Kos Zi Z4—2 Zı Z, = 
tg ?p (2ı 24422 2) = 

| x = a, x, 

%, = —% Bat 

| Be — an ae 

| Ran — 57 2 
Se — er Do 
(er an zi 


HZ 2,0, 0% —a, 


—I EHE ER AN 


X 


Nova Acta LXXV. Nr.l. 


| 


x Ar t%3 Lt Lg t%, opt Os X12 | 


(vgl. (55e) in $ 45) 


at %— 


[ RER BB 1 acotgsp altgy 
| 2&- l+acotgp -attgp 
Z3 .» I+a2cotgy -atgy 
I Pan oe l acotgp atgp 


bo) 


—23?+23°—2,7°+ 2 cotg ?p (21 22a+23 2 
Z3 Zs == Zı Z,—2 Z> Z = == 


. [1° -3 —4 2]., 


LITI- Ro a 


gt, 2a Ste %y | 


ig p+a? 
eotg g a 
cotgp .«? 

—Igp+a 


2 + 272 — cotg 2p (21 29+ 


| 


(= 2 23423 20% % 2 2 Let 2440 03 —0. [ 


a = a x, — x | 
or an a4 = —Xg ne Ara] 
| x, — a To — te] 
| =; u = 2 | E 
9. he ntmı hrs 2 etzaz3j];, 
| 2 = — ag x = 732 | 
2“ 2 Zr Ha agtRs Kar az aaa Ra | 0 
ZI Cs —%z Oo —%5 Loy + %2 Ay tr Ca 0 
Z, —(tg y+a eotgy) —a cotgpytatgp 7% - 
7 (vgl. (18b>), 
Z3 -—a tgytacotsp 1 -(cotgptatgyp) 7; (186 
Z3 2... tgpH+ta?ceotgp 1 -(eotgy+tartg 3 a 2 
24... —-(ggpta?eotsy) —a? cotspta?tgp 7 mess 
| Ku und Ka...0 top +itgp clsp +Hiotsp 0 ...(C) 
Ka » Ku.:.0 co» 0 np 0 +i] (ou 
| or 5 Aeneon. We We 0 20) | 
& . X sin p-+x, cos p — 0 
| C" . 2 sin pa, cos p = 0 
IS: . Zı Zı+Z2 Z3 = 2? +23? +%5? —=0 ae F® 
!@s3. Z1 ZZ Z3 = (@; sin W+x; 608 W)?+(x2 608 y—x Sin p)? +2, — 0 | 
| = (X 608 y— x, sin w?+iR sin +2, cos p) +21? —O0 | i 


23 &)+ (2 
G&)+tg’g Gi [ar 


44 


. Fo 


—2 (21 3 —a 2)+2t8 °P (zı 4422 23) = 0 

21?+23? + cotg ?p (21 22423 2) — (21 23>—24 22) + In 
G2?+&,?—cotg ?p & &G+L3 S)+(&ı —& S)—tg pP (Gı G+& Sa 
Zı Z,—2 Z> Z; == 
G2+-552+ cotg ?9 (&ı 62463 64) (1 Ss — 


3) Zu 4B,): 


Beispiele: 
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Kıı und 9... ten 1% Freotgip 179,07 122,00) 
VE m WE Mel) 
= = 0 1 0 0 —a? 
Kıs ” Kr San 2 : | 


EC... m tn u —0 


| €... x, sin y—zy eos p — 0 
| 
[2a nu fee Zı Z, +2, IR; —= 2? +23°+2,;° — MN, FD 


1 
G,... A Z-2Z= (x, 608 w+ x, sin pw)? +x,?+ 3 (+2, —2:)? = 0 


| 
: | le) 
—=2(x, sin y—Xz 608 p)+ (2s—x,)?+ 3 (&2+2%,+ 2 2)? — & 
(vgl. (55e,) in $ 45) 
oder: 
2? V5(&°—2)—2?+2 cotg p (& 2% 2)+218 9 (a 3+% 2)+2V5a 44223 —0 
[| Ku... 21?—tg p 22?+ e0tg p 23?+c0tg p (2 2 —23 2) +8 9 (21 23+2, 22H | 524 4 +23 —0 


»,?2 


\%.. eutg p 222 —tg 9 2324 2)?°—cotg p (2 23 —23 2) —IE @ (21 23424 2.) 52 3-2 


Die Wurzeln der Gleichung in o sind hierbei 1, « «2, —1, —a, —a?; die 
beiden Potenzen 52, S! einer derartigen Substitution S bedeuten die zu- 
gehörigen dreizähligen axialen Collineationen (S?, S) (vgl. die entsprechenden 
Beispiele unter 4A,) bis 4A,), während 53 die Polareorrelation in Bezug 
auf F) (vel. unter 1B) bedeutet. 


5A) 40 dreizählige geschaarte Collineationen mit Axenpaar co.. 


Die Substitutionen sind aus CV, ce! und J®, sowie aus JV und 
cd. zusammengesetzt. Das Axenpaar besteht aus zwei Geraden c«, 
(vergl. $ 42 unter (19a), (19b)), welche für die Wurzelwerthe 6 —=«, «2 resul- 
tiren; der vierfachen Wurzel o—=1 entsprechen alle Geraden der Congruenz 
mit dem Axenpaar « (vergl. $ 9 1 A4). Die Complexe eines Gebüsches 7’ 
(vgl. (507) in $ 9) werden in sich transformirt; zu den durch das Axenpaar 
hindurchgehenden Flächen zweiten Grades, welche in sich transformirt 
werden, gehören für 5 A,) die Fläche F") und bestimmte Flächen F®, F®) 
F®, F®) (vgl.8& 7), für 5A,) ausser der Fläche F) bestimmte Flächen FO), 
F®, F9 (vel.$ 45). Die 16 Substitutionen 5 A,) sind bereits in $ 12 unter 
A1) betrachtet worden. 
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Substitutionen: Tetraeder: Anzahl: Axenpaare: 
Ka Bee N a ER re 
5A,) |r0) 0, T,, 23 2732. 10—-8.2 16 ce, (oder %n) (62a) 
KA) J2% 
a or ee ae een (624,) 
2 al 68 2) | 2 5 
Beispiele: Zu 5A,) vgl. $ 12 unter Al). 
je Ti — Re En 25 | 
Ss D =) Br 3 —— Wa; 4 — 4 | [ 34 —1 *2] 
a Eh: DREIER 
Zu 5A,) : i i 
ea a) —% | 
Se en Bar 9, 
Miles ge = —Ty 6 —%s | 
Axenpaar: (y .sinp 0 + 0 -cosp 0 


Complex-Gebüsceh: /" .. a, (2 cosp+x, SinY)—+a, &+ay 2, +4 & — \. 
5B) 40 sechszählige Correlationen mit zusammenfallender 


Kernfläche. 


Die betreffenden Substitutionen gehen aus denen in 5A) durch Um- 


Fr . ) > . = . 
kehrung der Vorzeichen von &) oder von ©” hervor. Die Correlationen 
SS: 


Correlationen mit zusammenfallender Kernfläche, für welche 8? eine Polar- 
’ 


gehören zu den in $9 II A4)b) unter «) behandelten sechszähligen 
während S? und S* die drei- 
Die Wurzeln o 


des festbleibenden 


correlation mit FÜ) als Kernfläche darstellt, 
zähligen geschaarten Oollineationen (S? und S) 5A) sind. 


oO! 


sind 1, 1, 1, -1, —«, —a®; die Gleichung des Complexes 2‘, 
linearen Complexes € und der beiden festbleibenden speciellen Complexe 
C'‘, C“, deren Leitgeraden die Axen der zugehörigen dreizähligen geschaarten 
Correlationen darstellen, 
(vgl. $ 8 ID. 


behandelt worden. 


sind in den nachfolgenden Beispielen angegeben 


Die 16 Substitutionen 5B,) sind bereits in $ 12 unter B1) 


Substitutionen: Tetraeder: Anzahl: Complex Ü: Kernfläche: 
(1) J® 
a u ) | T,T,;, 2.8.1=8.2—=16 Jeein Complex (a, F) . (62b,) 
ate +6,“ 
(vgl. (14y) in S 6) 
[SAC)) £J%: Je ein Complex ’ 
Er N BT, #212 IN — 34 (8) el) FU 7. (62b,) 
\ErZDENE ED Ca L 
(vel. (558) in $ 45) 


44* 
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Beispiele: Zu 55,) vgl. $ 12 unter B]). 
Bi en a = —% | 
8% Bi , = To Da ! [ sa] *2] 
=nR ER 
Zu 5 B;) : ; :) 
E H—A Bm | 
55. I m! [3 4 —1* —2]e 
> a | 
x? 2 
ae 22%, — 0 
ee x 2; 


C...x2 csv»+z; sinw—0. C/ C”... x sind-ix;—z, cos u — 0. 


6A) 288 fünfzählige axiale Collineationen mit Axen @. 

Die Substitutionen setzen sich aus 6) und G®), sowie aus 6) und 
6 zusammen. Die Büschel- und die Reihen-Axe von je vier zusammen- 
gehörigen fünfzähligen Collineationen sind durch je eine Gerade @ und 6‘ 
gebildet; dieselben entsprechen der Doppelwurzel r—=1 und ebenso 6 =1. 
(vgl.$ 9 IA 3)). Die beiden festbleibenden Punkte der Büschel- und die 
beiden festbleibenden Ebenen der Reihenaxe entsprechen den Wurzelwerthen 
T=85,€E,0=85 8 &, 8 (für S und S%) oder =, 8, 0 —= 2, &2; &3, e3 (für S? und S°); 
dieselben sind bezw. je zwei Punkte g, und zwei Ebenen % (vergl. $ 41 
(14a), (14b)). 


Büschel- und 


Substitutionen: Tetraeder: Anzahl: RE. 


(GM...) 
9... 2 | 


Beispiele zu 6A): 


6A) Tr..Lı 2.12.12 =6.48—=288 72 Gerade G, @ .. (63a) 


(vgl. $ 41 unter ($Se)). 


x = a Ba ge | 
BIS En re — EA 2a5 N: 
| B=nn Ar 
x, =Xs xy = 12 | 
Se: 7 — 723 CR = I; . [4 32 lıs; 
| Cs =%: Us = 11 
1) 2 | 2 " — 0 x — 2 | 
Dan ns . [-3 2 4 -1*]j9, 
| C, = 4 X = 8 
nz "xy = -0n» 
S3..3 23 —=—%7 aan 1... [3 —2 4 1]ıs 
| — —X35 x = — 28 | 


Büschelaxe: 1 i -tgp -itgp 0 0 


5 . 1. $ 41 unter (8 
Reihenaxe: 1-4 -gp itsg 0 0 (vg unter (8e)). 


| x = u x, = % | 
ook Een Ehen let 1), 
| x, = 0% x = Ip | 
| = 0 | 
4. Dee a1 4 — Eu .1 23 4);; 
| x, = ag U = 02 | 
9) & | ” — 4 2 = %6 | 
Sr en au — u .[3 4 1 2]6, 
| x, — ug u = u 
a x = —xı | 
53. a — I I 005 .[8 12 4). 
| Be — | 


Büschelaxe: gg 0 0 ı -1 -itgyp 
Reihenaxe: gp 0 0 — -—1 :itgy 


| (vgl. $ 41 unter (Se)). 
6B) 288 allgemeine zehnzählige Üorrelationen. 

Diese Substitutionen resultiren aus denjenigen in 6A) durch Um- 
kehrung der Vorzeichen von ©) oder von &®. Ein zu S, 58, 81, 89 ge- 
höriges Haupttetraeder hat zu Eckpunkten 4 Punkte g,, zu Seitenflächen 
4 Ebenen x, (vgl. $ 42 unter Ill); das Kantenpaar A, Ku besteht aus den 
beiden Geraden G, welche das Axenpaar für die vier durch $S?, S%, 96, SS 
dargestellten fünfzähligen axialen Collineationen (vgl. 6A) und zugleich die 
Leitgeraden für die beiden festbleibenden Gewinde €‘, C“ sind, während die 
beiden anderen Kantenpaare durch 2 Geradenpaare g, gebildet werden. Die 
Wurzeln der Gleichung in o sind 

1, & &; —1, -&, —e* für $ und $°, und 1, e2, &3; —1, —e?, —e? für 83 und S7 
(vgl. (15) in $ 42); den hier geltenden Werthen (vgl. $ 8 unter III, Formeln 
(48) (6)... (9) 

14 = du = 1, Ro; = E oder e?, adsg — &* oder &° 
entsprechen die Werthe 


vv, —=tero, m = —teo, v- OR: v. — v'.- — 0 
1 89, v3 89, v5 h) 1 3 sin p’ 


oder: 
—)I vy = vi, = i er {) 
‚vyı =’, = v, —=\V. 


v;, = -eotg Yz; — Cc0t£p, v- 
1 9, v; SP) cosp’ 


Hieraus bestimmen sich in einfacher Weise (vgl. $ 8 unter III Formeln (48)) 


die Gleichungen der beiden Complexe 2,“ 2“, der beiden Systeme X un 
9) = 5 5 r te 
K und K®, K® von Kernflächen, der Gewinde ©, C“, der Flächen @,, 
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G, u.s.w. Die Fläche @, ist wiederum die Fundamentalfläche F), die 
Fläche @, eine der Flächen #® (vgl. Formel (55a) in $ 45), während die 
Gewinde €‘, C* je zwei der Complexe co), c\“) (vergl. 65«) in $ 45) sind. 
Die beiden Complexe der Wechselstrahlen 2x, 2w, (vgl. $ 8 III) Formel (480)) 
zerfallen wegen »‘, — »‘, in die beiden speeiellen Complexe mit den Leit- 
geraden Kı, Ka. Die geraden Potenzen 82, St, 5%, 8% sind die m 6A) auf- 
tretenden fünfzähligen axialen Collineationen (und zwar in der Reihenfolge: 
s2, Si, 8, 5°), während S5 die Polareorrelation in Bezug auf FÜ) bedeutet. 


Eeken,Flächen, Kanten 


Substitutionen: Tetraeder: Anzahl: de ee 
| 4 Punkte g,, 
1 TG 4E 
6B) (+... Fa) 7.7, 2.12.12—6.18—2gs | > Moenen zu (63b) 
\ DI 6% | 2 Gerade @ und 


2 Geradenpaare 9%, 
(vgl. $ 42 unter 21) Formeln (165) und (17)). 
Beispiele zu 6B): 


| x, = 01 a — —EUıg 
| SS... Jay = ap Cu iu : [4 3 2 1], 
| De — 0043 a, = Us | 
| Tu Da 052 | 
3... Gel (...32 1; 
| rd x = U | 
D) | a 0) = cn 
Sa er — ar ul 3 -2 4 1jıs, 
| x, = 03 x, = %s | 
| a en ae | 
ST. 23 — xy vu = In [3 2 a —1#lıg 
| x, — X Vi — Xas | 


ass Den) ae oo 
| Re cosıp Snip0lrn..77, | 
DE c08:9 Linn 0 7 
| Znsc5 V Em Bl Zora as An | 
Rund Ky..: 1 Fi pp +itep 0 0...6G 
Ger oo 0 +0 )\] 


7 7 - : - Io 
Ko m 008 0. Wan (0) cos 0 + 
De aa ar TCyg => X LU LG %4 a4 X Lg = 
a st gt 2,74% Da try Lo %e Ka — 0 
DE... 2 Rz, 0 5 805 22 Rot %g Rust tg eos — | 
— 2, Lıı 4% 29%; Rt Ra 012 4 Lot % Kos — 0 


| € ...x, cosp—ıx; sin  — 0 
\ €”... 2 689 -% sinp=0 


ar 


Ve en. 


2) 


.Z 4422 


K,® .. 


IKROREE 


NEO 
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NE ARE 
—tı +23 X —T, 239 —-X2 %50 +24 xut% 732 


=, HH —=0... 
Gy... Zı Zi 2 Z, = (X, 608 9— x, Sin p)’+ (23 sin g+x, cos p)’ +7, — 
= (7, sin 9+X%, 608 p)?+ (22 608 p—x, sin p)?+2;2 


mt%; X 


FW 


oder... V5 (a2) +22 2,24 2 
t tg 
UA+ SP AA= N 4242, = 
t 1 eotg 
2 212+ 3 222-4 — 2 > +22 +89 22, —=0 
2 2 2 
t tgg 
> zZ Z +2 Z; = vA Z+ = AZ, = 
2, cotggp or, 
au 22°+ 3 23?+ CF zer —tgp 22 2 = 0 
cotg g eotz g E 
DEI + 2»h=—, 2 EA = 
eotg p Ben len 
a a 7 2 5 2200 9 22 — 0 
eotg p Color 
_—, Zı Z+A2Z=Z Zu - —. Dbb= 
1 tg eotg ; 
ei DEF De 23° = F 224 eotgg 22 23 — 0 
| za u, = 0 | 
Se us — 17 TE — —Un 0,0 5 [2 3 4 1°) 
| x; — %2 Ks — —c0 | 
[ x — —rV3 10%) — a0 | 
3. Im Hau \...123 2%: 
iin = | 
x — in 2a Le en 
83 313 x —— ZN — Zr a: al 24] 1 
| 2, = 0; a =. | 
| x = 0% zo — xıs 
Se x, = u Tu — I BELCM [3 4 1 2] 
| T=5 = 79 %s = — Tip 
(Er Ei ZA | 
NZ san ER | ee | 
D3 - -$t -etgp dtgp 1 2 | 
Zap  —E 1 -e22tgp -Z ) 
Ku und Ka... gg 00 + —-1 Ftsp...G 
Kon u Ba... 0 + 0 snp 0 cp] j 
Ks „ Ka csp 0 Fi 0 sinpg 0 | % | 


X3 Xag 


xy Ci % 


2... 2 0 — 03 Cd —%, Cıst %2 Kıst Ri Xos —% To 
—L 2 — 2 21 HR, io t%2 Ci — ar Cat, 0 


20 
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[| ©... aı sin9g— 2, csyg—0 | 
| 0"... 689 — 2, sinp—=0 | 


G,: Zr Zı+Z Z=x? +22? +0°—=0. . FıV 


G3. Da 7ER I = (x, sin g—x- 608 P)?+ (x4 sin ae c08 p)?+2y? — 0 
Z (‚1 608 +7; sin P)?+ (x, 608 P—x, Sin Pt = —=( (a) 
oder = —21?+29?+23?+2,? 2 


+2 (zı 22+23 24) eotg +2 (Zı 23424 22) tg P+2 (21 24ı—22 25) — a 
| BO. Dur Zu PA au 

ee, x P+(2ı 22423 2)+ (£ı 23424 22) tg ?P-+(2ı 222 23) tg p —= 0 
| Ka ., E07 24. u=n24 Pu 

(a?+29)+(2?+23) 18 P— (21 +23 I -(ı 23424 2) 18 pP — (A 42 25) tg p — 0 
KR may Ian 


2 


—(21?+22) tg 9+(22?+23)+ (21 2Zat+23 B eotg 2p+(zı 23424 2)+ (21 24 —23 2: 3) cotg g= {0} 


tg op 
KB... AI4HAA= 4 4— Ina 
(z1?+ 22) — Be 32) tg 9— (21 22423 24) eotg 2p—(2ı 23424 22) — (21 2423 25) eotg (pp 0. 


7A) 48 fünfzählig geschaarte Collineationen mit Axenpaar 9. 

Die Substitutionen setzen sich aus G, G® und J®, sowie aus J") und 
en) 62 zusammen. Das Axenpaar besteht aus zwei Geraden 9, (vgl. $ 42 
unter (169)); dieselben resultiren für die Wurzelwerthe o— :, st oder 22, &, 
während der vierfachen Wurzel 6—=1 alle Geraden der Congruenz mit 
diesem Axenpaar entsprechen. Zu den durch das Axenpaar hindurch- 
gehenden Flächen zweiten Grades, welche in sieh transformirt werden, 
gehören ausser der Fläche F' bestimmte Flächen 7 und F9 (vgl. (55a) 
und (554) in $ 45). Ausserdem werden die Complexe eines Gebüsches 7’ in 
sich transformirt. 


Substitutionen: Tetraeder: Anzahl: Axenpaare: 
2 
7A) G und, Sun \ TS 25241 12 SA ASS Orr (6H) 
ER) ... GP und 62) | :- 
Beispiel: 

| v1 = %ı 19 = % | 

S Ba 293 DE [4 3 2 1%), 
| u 2 > % | 
| ec = cv, — a | 

54 hr, NEN . [43 -2 -1*]),, 
x, — 23 a % | 


& 
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x, — a = 


. [4 3 2 1%,;, 
2%; AIpE 


x, ze zu = &% n [4 3-2 —1*]r- 
Ds — 0 2 


3 zi 


5? .. | x, ——07 x = 74 | 
‘ — ” a 2 
| x = 7 2 = % | 


x 
Axenpaar 9 -..snp 0 csp 0 +i 0; 


Complex-Gebüsch I’... a, (x, e08 9— x, sin +4, X ta, +4 & — I. 


7B) 48 zehnzählige Correlationen mit zusammenfallender 
Kernfläche. 

Die Substitutionen gehen aus denjenigen in 7A) durch Umkehrung 
der Vorzeichen von SC) oder von &) hervor. Die Correlationen S, 8° und 
S>, ST, welehe den Wurzelwerthen 

oc=l,&4,-1,-1,-1 und o=l, 8, 8, -1, —l —1 
entsprechen, sind zehnzählige Correlationen mit zusammenfallender Kern- 
fläche FÜ), bei welchen S5 die Polarcorrelation in Bezug auf F“) darstellt, 
während $2, Ss und S+, S% die geschaarten Collineationen 7A) (nämlich 52, 83 
und S+, S) sind. Die Gleichungen des Complexes 2’, des festbleibenden 
linearen Complexes € und der beiden festbleibenden speciellen Complexe 
C‘, C“ sind in dem nachstehenden Beispiele angegeben (vgl. $ 9 I A) unter 4)). 


Substitutionen: Tetraeder: Anzahl: Complex (: En: 
„ae A: eG ER Ts. DT, 2.M.122.M a8 IE ent] AO 
ai +J .. FG 2 und FG) | e \ 0,9 oder 0, | 

El (230) mESAH) re (6h) 
Beispiel: | De TS ı, = —% | 
Ss. X, = a3 nn 3 2 7, 
| id u = -% | 
| cu — m So — 0 ? £ 
More non [4 3-2 —1*)o 
| 5 — %ıs Di —  % 
| x, = Zu a — 1, | 
ST 3 = X a4 = U [4 3 -2 -1*), 
| %5 = Ur ee | 
| ErE—ı09 A — N) | TERM 
ST. %3 = —&ı 4 = —u E: 32 1] 3 
| I = Is ss — —% | 
Dr er +3 23?+2;? eotg —2 0, 2 tgp — 0 
E...2 89 —2,sinpg—0, CO, CC"... &sngt2 cp Fix, —0. 
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SA) 288 fünfzählige allgemeine Collineationen. 

Die Substitutionen setzen sich aus 6, 6% und aus @'), GP zu- 
sammen. Die zugehörigen Collineationen sind auf eine Art eigentliche fünf- 
zählige, welche den Wurzelwerthen 

ee ee er 
entsprechen. (Vgl. $ 9 I B) unter 5), sowie $ 8 I) unter 12)). Während aber 
die bei der Of. (60,,, 30,) auftretenden fünfzähligen Collineationen (vgl. $ 16 
unter A)) solche sind, für welche die Substitutionen in tetraedrischen Coor- 
dinaten, ebenso wie alle Elemente des Haupttetraeders imaginär sind, ent- 
sprechen die fünfzähligen Collineationen 8A) sämmtlich reellen Substitutionen. 
Das zugehörige Haupttetraeder hat zu Eckpunkten 4 Punkte g,, zu Seitenflächen 
4 Ebenen y,, das Kantenpaar X}, K;, ist aber durch zwei reelle Gerade G, 
die beiden anderen Kantenpaare durch zwei imaginäre Geradenpaare 9 
gebildet: es ist also von derselben Beschaffenheit, wie das Haupttetraeder 
für die zehnzähligen Correlationen 6B) (vgl. (62b)). Die Gleichungen der 
beiden tetraedralen Complexe 2, und 2,, welche bezw. zu den den Sub- 
stitutionen S, S? und S?2, 53 entsprechenden Transformationen gehören, des 
Büschels der in sich transformirten Complexe und des Büschels der in sich 
transformirten Flächen zweiten Grades, zu welchen die Fläche F,() und je 
eine Fläche 7 gehört, ergeben sich aus den früher $ 8 I) aufgestellten 


Formeln. 
Ecken, Flächen und 
Substitutionen: Tetraeder: Anzahl: Kanten des Haupt- 
tetraeders: 


(1) 7,2) 
a T,.:T, 2.12.12 =6.48 = 283 Wie unter (62b) ... (65a) 


> 1,9. ..02] 
Beispiel zu 8A): I —% a, =%6 | 
Sr ee... [4 123 22,, 
| nn an in | 
De a9 —-%n ] 
SAseler a mn a4 = —Ly ... [4 -1*-3 2]; 
|2; = m 6 = %ıı j 
| eng min | 
Nele — an AeneN [-3 41 -2*)» 
|; — v3 = | 
Ka — za = —tı | 
83... 125 = 29 Anh), ...[8 4-1 2)». 
=; a X — —%rs | 
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Elemente des Haupttetraeders wie in 6 B) Beispiel 1). 
Tetraedrale Complexe: 


l t .  cot cotg tg p ; 
a = Kr — = m 5—c0tg p x 2%; + - s m’+s Kanal =. En RE | 
eotg g tg 5 1 tg p ig 
| 2 = —e: Zr Date at m at pa 2, + = era Kur — SID), 1, —c0tg px, 2, = 0 | 


nr (X 608 P9—x; Sin p) + u (©, 608 Pp—x, sin p) — 0; 
Flächenbüschel: Z Z,+4'Z, Z, = [2° sin 9+2,? cos 29+ 2,?+2, 2, sin2Y] 
+2' [21?+23? cos ?p+2,? sin pP —2y 2, sin 29] = 0 
Z.B:!=1... FW... 2242242342? = 242%? +2,? = +22, = 0 
Wear 2 Anz 
= (x, 608 — x, sin p)? + (a) sing-+ x, cos p)? + 2 \yges 
= (& sin9+x, 608 p)? + (0, sy — x, np? +n?| 


SB) 288 zehnzählige allgemeine Correlationen. 


Die Substitutionen resultiren aus denjenigen in SA) durch Umkehrung 

der Vorzeichen von & oder von &®. Die Wurzeln der Gleichung in 6 

sind 1, & &; —1, —e?, -& für S und S® und 1, e2, 8; —1, -e, —e! für $S3 und $“. 

Aus den hier geltenden Werthen (vgl. $ S unter III), Formeln (48) (6)..(9)) 
a = E oder E3, a9; — E? oder &, da — 83 oder et, ay — &* oder &? 


und den daraus folgenden Werthen: 


v, = —cot, DV — —t v,—2, vı = - ——, vr = —, vo, —=0 oder: 
) Sp, v3 Sp 5 b) 1 cos p’ 3 sin q 9 5 

0 

v =teog, »% =ecoegp, v- —=9, vi, — — v’. — — — v. —= 0 
1 8P, 93 8P, v5 Dt An p’ 5 eo5 p’ 5 


ergeben sich in einfacher Weise die Gleichungen der beiden Complexe 2", 
2“, der beiden Complexe der Wechselstrahlen 2&,, 2u,, der Gewinde C', 0“, 
der Flächen @, @: u. s. w. Das zu den Substitutionen $, 8°; 83, ST ge- 
hörige Haupttetraeder ist von derselben Beschaffenheit, wie das zu den 
fünfzähligen Collineationen SA) und zu den unter 6B) betrachteten all- 
gemeinen zehnzähligen Correlationen gehörige, ebenso sind die Gewinde €“, 
C“ und die Flächen @, @; dieselben, während die Complexe 2,“, 2“ ver- 
schieden sind. Ferner findet aber der wesentliche Unterschied zwischen 
den zehnzähligen Correlationen 6B) und SB) statt, dass, während bei den 
ersteren die geraden Potenzen 2, S*, 5%, 5% fünfzählige axiale Collineationen 
bedeuteten, die beiden Complexe der Wechselstrahlen in zwei specielle 
lineare Complexe zerfielen und zwei Systeme von Kernflächen vorhanden 


45* 
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waren, bei den Correlationen 8B) die geraden Potenzen S?, S4, Ss, Ss fünf- 
zählige allgemeine Collineationen mit demselben Haupttetraeder bedeuten, 
die beiden Complexe der Wechselstrahlen, welehe mit den Complexen 2, 
2 der entsprechenden fünfzähligen allgemeinen Collineationen identisch sind, 
nicht zerfallen, dagegen aber nur ein System von zwei Kernflächen vor- 
handen ist (wie aus den Werthen für «&,, «1, @3, @2 sofort hervorgeht). Die 
Potenz 55 bedeutet in beiden Fällen 6B) und SB) die Polar-Correlation in 
Bezug auf F®). 


Von den in $ 16 B) betrachteten zehnzähligen Correlationen unter- 
scheiden sich die Correlationen SB) dadurch, dass bei ersteren die Sub- 
stitutionen in tetraedrischen Coordinaten und alle Elemente des Haupttetra- 
eders imaginär sind, dass 55 eine Nullcorrelation bedeutet und dass zwei 
Systeme von zwei Kernflächen existiren (vgl. $ 8 III Formeln (54) und $ 9 
Formeln (78)). (Die in Gleichung (780) angegebenen Wurzelwerthe können 


auch durch 6 = -1, 1, &, &2, &3, et dargestellt werden, ebenso die Werthe für 
@;r, durch &, = -e oder &?, a; — &3 oder —&, @32 = —e? oder &4, a, — Ei oder -e?). 


Elemente des 
Haupttetraeders: 
| Wie unter 8A) | 
| und unter (62b) | 


Substitutionen: Tetraeder: Anzahl: 


ı (1) GO) 
ea ee a ee are 


Ed. . (65h) 


8.5) 


Beispiel zu SB): [= % 2, = 6 | 

I. et DG—-iyr... [A322 
| 0, — In I = Tg ) 
[4 = 12 3, ] 

89.. 1a, = & u = % N ER [4 -1* 3 2]; 
| en en] 
Dar an | 

S \ X, = %; , — 1% r ao © [3 4 -1 -2]y, 
| 2, = %, 2, = ) 
| 2, = Ay x, = U | 

S1.. Wlan — 0 es 2 A Beuuere]e 
| X, — Ag X, = 1 | 


Elemente des Haupttetraeders wie in 6.5) Beispiel 1). 


en, etgp „1 tgQp ., 
a eg = = 0,2—e0tgp X %y—— n = an a +tgp ©, x, = 0 | 
etgp ,„, 1 ,,t9 TOT, 
u a gt ze mi Cole a0 
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| €... 2 cs g— sinp—=0| 
\ 0"... 2 es g x, sinp—=0 | 
Die beiden Complexe 2, und 2, der Wechselstrahlen sind identisch mit den tetraedralen 
Complexen 2, und 2, des Beispiels zu 8A). 
G, und @, sind die Flächen F\® und F“® des Beispiels 1) in 6.5). 
Rı...gpZ Z,—-eotgsg Z, Z=ectgy 2 „A -twpy ZZ = 


„ cotg Ir14% „tgp 
21° 7 a 2 2, —0 
R,...otgp Z Z-tsp 3, Z, =tgp Z Z—-otgy , Z = 
„tg p I eotg g 
2° og wo 23°—24- = 233 —0 


Die Potenzen 52, St, Ss, Ss stellen die allgemeinen fünfzähligen Collineationen 
des Beispiels zu SA) (und zwar in der Folge 2, S*, S, 8°) dar, S5 bedeutet 
die Polarcorrelation in Bezug auf F. 


JA) 960 fünfzehnzählige allgemeine Collineationen. 

Die Substitutionen setzen sich aus C) und G® oder aus G) und 
c® in .der aus der Zusammenstellung (66a) erkennbaren Weise zusammen. 
Es ist also immer eine der vier (in (575) $ 45 in einer Horizontalreihe 
stehenden) Substitutionen G4), 6%) (oder 69, G®) und I) (oder 2) mit 
einer der zwei (in (57) $ 45 in einer Horizontalreihe stehenden) Substitutionen 
ca, c® (oder ec), c®W) und J® (oder J®)) eombinirt. Hiernach sind die 
Potenzen einer solchen Substitution S—=S,..S. in folgender Weise durch 
die Wurzelwerthe für o charakterisirt: 


SEES NUBERE SU 0 —lye2, BE Io SSR no N een 


SS 252,00 1, 82 1E3: 1 2 SS SEE 2 
SE—ISe Ge &?; I 1, 1 S2— 9,°...e a, o—l, &, &; 1, 1; 1 
SS SIE GT ei BEE ES LEISTEN EEE 


ö EN 
Ser OS, 0 — 1, 1 e2 0 SL — ISIS SZ TE Tea (66a) 
SS—eS rer Oo — Te 39 5 es 


S—82...81,0—=h:8;l,mat 8 —8...8,0—=1,8E3, 82; 1,02, a 


| 

u 
Sn 
S 
® 
SQ 
| 


Diejenigen Potenzen von S, deren Exponenten prim zu 15 sind, 
nämlich S', SW; 52, S!; S#, Su; 5", S° bedeuten 15-zählige allgemeine 
Collineationen, deren Haupttetraeder vier Eckpunkte 9,9 — «,(@, vier Ebenen 
2) = 2) hat (vgl. (22b) in $ 42 IV), während die Kantenpaare dureh ein 
reelles Geradenpaar g() = c(9) (vergl. (22d), (e) in $ 42 IV), je ein imaginäres 


vu, =0R Bo 
dargestellt. 
El te des 
Substitutionen: Tetraeder: Anzahl: Heer: 
1,0 ...G,® und 6%) 4 Eekpunkte g,(9 — c,(9) \ 
(aa : Tel 2012.90 12,98 1576 
Zu \ 6, ® und 0) 0 0%) | : n “ 4 Ebenen u — = 710 Mi E 
: 5 1 reelles Kantenpaar g() — c'9 | 
(1) (2) (2) paar g® 
Ah) ses, uns x Ta-..T; 2.8.24—=16.24—=384 |1 imaginäres Kenn z ; 
- \ 6, und I...” 1 r| 
Beispiele: Zu 9A,) 
(24 = &ı5 | ein (& — | x, = 2 x 
1) Ss!. I, = 0 „ Se-A1a3 =, Did. = 1, Si-say any, 89. 
3 — Er | C, = —%5 | ı, = 2% | x, — In 
2, = % x, = 0 Da 
S.! 2 — Dun SOSE re, (, See 
u — Cs | u = U | a 
(S!= 84... Set 2-14 3]; 1 = 8,4... 8. 2 -1*—43], | 
Sg la ja ar al; BU Se a. | 4 oa DR en 
Spears [4 3—2 1*)h; 813 — 83 2. 8e... 4 -3 —2 1]35 | | N 
STB 4 2): a... se 
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Geradenpaar 9, ((16«), (3) in $ 42) und c, ((19a), (19b)) gebildet sind. Die neben- 


einandergestellten Potenzen von S, deren Exponenten sich zu 15 ergänzen, 


sind sowohl in tetraedrischen, als in &;-Coordinaten durch zu einander 


transponirte Substitutionen dargestellt. Die Gleichungen der beiden tetra- 
edralen Complexe 2, und 2, welche bez. zu den den Substitutionen S', S1; 
Ss, Su und 82%, 83; 


Büschel der in sich transformirten Complexe und Flächen folgen aus den 


5”, 8% entsprechenden Transformationen gehören, der 


in $ 8 aufgestellten Formeln. (Vergl. das Beispiel unter (66%). Zu den 
Complexen gehört je ein Complex 0%, 0% (vgl. (550). (558) in $ 45), zu den 
Flächen die Fläche #4) und je eine Fläche F'9 (vel. (554) in $ 45). 

Die Potenzen 53, Ss, 5%, $2, Ss, deren Exponenten Vielfache von 3 
sind, bedeuten fünfzählige geschaarte Collineationen mit dem Axen- 
paar 9. (vgl. 7A) unter (64a)), 


Vielfache von 5 sind, bedeuten dreizählige geschaarte Collineationen 


die Potenzen S>, $!, S's, deren Exponenten 


mit dem Axenpaar « (vgl. 5A) unter (62a)) des Haupttetraeders. 
Die Wurzelwerthe der Gleichung in r sind für S durch 


=, | 
= 

= 
1.2347 


z.B. 4’ =1...F®... z’?+2; +’ +? =’ +2? 40, = 0’ +2? = 0, 
"—-1.. FW... (z)—2z?) e08sy+(23?—232) cos 2 @-+x)+2 zı z; Dir 2, 2, sin(2@-+7%) = 0') 
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wi 


N 
il 
ee 
B 

N 


: 1 1 : 1 
sin (#+32) a) VS .-- Zı 


eg! 
cos (p+ 5x) -sin([9+ = 2) isin ax... Z 


1l 
Z3 i0085% ( 
1 1 el 
Z3 ies5y cs|y+5ZX —sin ae 3% sinsy ... Z 
1l i 1 e 1 r 
Z,: isn 5% in (p+ 52 cos (9+5 x) ieosX Me, 


Kıy Rz; ...6089 +isnp -sinp Ficsyw O0 N... 9 — cN 
Ko Bas 20 cos 0 ad 
IC 00 0 0 5 Bun 0 cos 0 EU 07 2 2..90: 


Tetraedrale Complexe: 


eotg g eot 1 
| 2... — a Ü +5 m. 2 — tg px, 0% — %2H+ - Den N) | 
I, cotg tE® 5 an N 0 ö 
‘ a 3 Se Le 3 ser x; 2 — cotg X X3— . % Tr 9 Un X — I Lu — 0) 


Complexbüschel: (x, eos 9—x, sin p) + w' (x, sin y — x, cos») — (. 
Flächenbüschel: ZZ Z, +43 2 = 


1 


JG 1 > 1 Y. 7 1 “ 
[: sin? 1+ 2° sin: (9 +5 52) +23? cos? (+ 3 2) +zn00 Kari 24 sin +2, 2, sin (2 947%) 
zit : Es 1l atr 
54t22° co 2 (p+ 5 2) +2, sin? (#+ 52) + 2,? sin? aıtzı z, Singx—2y 2, sin (29-47) 


= Il || 
(=) 


_ 


(vgl. 
(55d)) 


= (x, 608 9—r, sin p)>+(2, cos py-+x, sin pP +, 
= (x, sin g+x, cos p)>+(x, sin y—x, cos p)> +, 
= (304.04 F,49) sin +04 OF ®) 00 — 0, 


2) 
2) 


Die fünfzähligen geschaarten Oollineationen mit Axenpaar 
9, sind dargestellt durch: 


8 ea 
ea 


(vgl. das Beispiel unter 7A)); die dreizähligen geschaarten Colli- 
neationen mit dem Be c, (vgl. 5A)) entsprechen den Substitutionen: 
98 ..[4 3 2 1]u; 50 — 8,5...84...[4-3 2-12]. 

!) Die in (55d) in $55 angegebene Form führt sich leicht auf obige zurück durch 
Benutzung der Beziehungen: 
08 Y% — = eotgp cosp, Siny — ja p; sin2p — 


1 2 
cos (294%) = = tg p sin p, sin (2 P-+%) = VE cos p. 
% \ 


% 
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2) Zu 9.A,): 
a =% | x = U | x, = %% | 
Sole 9 2 us 0. Dar. Dog Dosen an 
x, = 0 X, — I | = 4 
| TEN u — | 
Sg! aa fl, Sg? a —ı 1; 
| 5 — Kon | Be | 
(= | (Ra=% | (2-8) 
Se N ua LS EEE Br u 2; See en ' 
\H-% ) | &% 24 ) (6% | 
SL Sg: Sı... [1 4 2 3), u.s.w 


9B) 960 dreissigzählige allgemeine Üorrelationen. 

Die zugehörigen Substitutionen resultiren aus denjenigen in 9A) 
durch Umkehrung der Vorzeichen von &") oder von &®. Die geraden 
Potenzen von 

SL ES 8170 ar 1, & &; —1, -a, —a? oder 6—=-—I, -—z, —!; 1, a, a? 
sind genau die 15 in (66) unter 9A) angegebenen Substitutionen, welche 
8 fünfzehnzählige allgemeine, 4 fünfzählige geschaarte, 2 dreizählige ge- 
schaarte Collineationen und die Identität bedeuten und zwar entsprechen die 
Potenzen S2, 4, 85, Ss, 810, S12, Si, 16, 818, 820, Ss, 8%, 8%, 828, 830, 
bez. den darunter stehenden (66«) 

2, S#, S$, Ss, 810, Ss, Sa, S, 53, 85, ST, 59, sh, S13, ER 
Diejenigen Potenzen von S'= +S!,... +S!., deren Exponenten prim zu 30 
sind, nämlich: 
Ss 


| +S,!... #84 0=1, & 8; —1, -0, —a? 

| S9= +84... F82%0—=1, &, & -1, -a2 —a | I7 
( SU SA. SEES 1,v&,.E Al, 0 0 . » (6681) 
I S9— +8, . #8S.!, 6=1, &i & —-1, -—a, -0a? | 

ı SI 82... PS 1,82 85 1, 0,02 

l 53 — +9, . + SEA o=1, e, &; —l, —a?, —a | (668,) 
( SU — +9, .#830=1, &8, 8; —l, —a?, —a | 2 
I SB —EESR 22. SESelmoZ hr e3, 82; 1, a, 02 


bedeuten dreissigzählige allgemeine Correlationen, deren Haupt- 
tetraeder dasselbe ist, wie für die fünfzehnzähligen Collineationen in YA), 
während die vier Potenzen von S!, deren ungerade Exponenten Vielfache von 
3 sind, nämlich: 
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(898—=49%...789%0=1, &, 8; —l, -1, —1 
sa sa ee ee | Ä 
9 = +84... 7883, 0—=1, 8 8 -1I, -1,—1 | Ze) 
SEE as Es el Eee el 
zehnzählige Correlationen mit zusammenfallender Kernfläche 
von der Art, wie sie in 7B) unter (64b) betrachtet wurden, und die zwei 
Potenzen von S!, deren ungerade Exponenten Vielfache von 5 sind, nämlich: 
Ders Et ee 
| ea Er BR Ss, Aen SZ ß a2 | ) 
sechszählige Correlationen mit zusammenfallender Kernfläche 
von der Art, wie sie in 5B) unter (62b) betrachtet wurden, bedeuten, und 
endlich die Substitution: 
Si ES EEE eET, ls EEE SEI, 2215668‘) 
die Polareorrelation in Bezug auf FÜ) bedeutet. 
Was die dreissigzähligen Correlationen -(66ß,), (668) betrifft, so folgen 
aus den hier geltenden Werthen (vgl. $ S unter III, Formeln (480)..(489)) 


Ö 


i 


44 — &? a? li ß v3 v, = te [2 v, = —— 
m lg [24 tray —a eotg 9+ 2 eos p rk sın @ 

Se 5 ee i 66 
Gy = eo 1 v3 Da 1, u ur ( 71) 
en ea | arten —z colg IT geosp vn 

F a 28 =) 
für die Substitutionen (663,) und analog aus: 
VE i 
am: 1 3 on Di — 
Aue B) ST Allee na orange 2.2 cos p 

ya — 2 s i x 

% ar ? (60; 
a —=Eq 1 V 3 Di — il, v', ne ( 72) 
2 eo: Ei sin @ 2 

“ v- 2, Dr 0 


für die Substitutionen (668) die Gleichungen der beiden Complexe 2%, 2%, 
der Complexe der Wechselstrahlen 2.,, 24,, welche bezw. mit den tetra- 
edralen Complexen 2, 2, der fünfzehnzähligen Collineationen in 9A) über- 
einstimmen, der Gewinde €“, €“, der Flächen 6, @, (d. h. der Flächen 
Z Z+AZ4=0 ud Z Z-Z3Z=0 in 9A)), sowie die Gleichungen der 
beiden Systeme von Kernflächen XV, KV und X®, K%. 


Elemente 
Substitutionen: Tetraeder: Anzahl: des Haupt- 
tetraeders: 
Een) TG,@) = 
oB,| tr . mie \ 1.1 2.12.24— 12.48 —576 S ...(666,) 
| +6, und FG)... FO%]| < 
() Y (2) EG,® R-) 
0, | + Eh und 3 5 \ Ta.. Ir, 2.8.24 — 16.24 384 2 |.) 
\+G®und F®... Fo®| = 
Nova Acta LXXV, Nr.]. 46 
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Beispiele: 1) Zu 9Bı) 
Sol, 8% 8, Sy 8,5 und S.1, 8.2, 8.3 wie im Beispiele 1) zu 9 Aı). 
Ss er sun Far] Ser er we —1# 4 3)e | 
SU = 8,1... E82... Feearr]lo; SOZIEESE ES ae FgeogEzEiN | 
("= +82... FB mEs2.; SB +88... 882... 130420] 
\st— +82 ...782... 743-2 >); SB — +8, lea al Besen 


Elemente des Haupttetraeders wie im Beispiele 1) zu 9A,). 


Complexe: 

cot al et s t eotg p I 
[** 5.6 — + 5rs’t m a—tgp x Lt 4 x°+ Ste tR au = 0) | 
1 t cot __eot 1 
E2 . a a, ?- cotgpxı 23+ de + Urt 2 en 


Complexe u, 2w, der Wecechselstrahlen identisch mit den 
tetraedralen Complexen &, 2, im Beispiel 1) zu 9A); 
C ...2089—%snpg—0 |, 
| €"... 2 sin p—z, cp — DEN? 
G, und 6, sind die Flächen F,(@) und F(® des Beispiels 1) zu 9A,). 
Zwei Systeme von Kernflächen: 


— /3 = 
KO (eots g-+ r +2 Zs (este P— a = Z Zı (sig MI nn ) +27 (este 9+ — )= 
1 tgp ,,, coigp p) 
zart = Ar 2 2 BP 4r2 23 0 
/3 3 3 | 
AR Z; (eotz B— +2 Z; (este pH V sFr s „+2 2.(e otg = 


) 1 
2°+ re 5) 232 +18 P 2, Ay 2; — 0 


/3 3 
IKDEEEZ Zı (wr+, )+2 AN tg p — | )= zZ zZ, Ges ra Z(-so+, & = 


sing sin p sin p 
eotg p Da 
os 2 u 24 5 2a + 0otg p 2 2, — 0 


ne 
o 
oe 29 8 < 
nes Söll IR o 
2 2 
II 
N 
N 
= 
3 


E ns vr /3 /3 

N —aN) ) | tg = = 2 wi _ 
K®..Z, 2, (-is $ Hz ( +, )=A2ltot. ‚+42 leer ro 
„_tEp,,  cotgp 


a 5 WM —- — Arts a egynyy—0. 
2 2 


u 


Die zehnzähligen Correlationen mit zusammenfallender 
Kernfläche F" (vgl. (663,)) sind dargestellt durch: 
ss less)... E83 2,2322 820 8528. ERS ran]: 
sel lisu.. 78. Kaas Su — 48. ren Sasaneı, 
Si = eh So Bes... [Tags 2], 
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(vgl. das Beispiel unter 7B)); die sechszähligen Correlationen mit 
zusammenfallender Kernfläche F) (vgl. (668,)) entsprechen den Sub- 
stitutionen: 
BE ERS ERS2L.  auswanlt]en, SB ES ESIH aaa, 
SB — +89... 788.,. 1234) 


(vgl. unter 5 B)). 


10A) 720 zehnzählige allgemeine Collineationen. 

Die Substitutionen setzen sich aus 5) und G®) oder aus G() und B®% 
in der aus der Zusammenstellung (67a) erkennbaren Weise zusammen; und 
zwar ist immer eine der vier Substitutionen (572) in $ 46) alned) (oder 
en, G2) und J® (oder J®) mit einer Substitution (vergl. (570)) Bm B® 
(oder BP, BW) und J® (oder 7) eombinirt. Die Potenzen einer solchen 
Substitution S— $,...S, sind in folgender Weise durch die Wurzelwerthe 
für o charakterisirt: 


BIS Sl I, 2 24 1,1, 1,88 60 So 1, ee Lo, a 

Se Re: 1, 1,1 ST en 

Be, 8 el Be Nee el, ei 

SEES SE Vo ee we: 1, 1,2057 —SnlEe Sp 2o  alge ee 222) 
SE—S Sera 1, 1, ENT er 216703) 


Die vier Potenzen von S (67«,), deren Exponenten prim zu 10 sind, 
bedeuten zehnzählige, auf zwei Arten eigentliche allgemeine 
Collineationen, deren Haupttetraeder 4 Eckpunkte g,®) — 6,®, 4 Ebenen 
u) — PB, hat (vgl. (23b) in $ 42 V), während die Kantenpaare durch ein 
reelles Geradenpaar 9 — (9) (vergl. (23d),(e) in $ 42 V), je ein imaginäres 
Geradenpaar 9 ((16«), (8) in $ 42 I) und d, ((@21a),(b) in $ 42 III) gebildet sind. 
Auch hier sind die nebeneinander gestellten Potenzen von S, deren Ex- 
ponenten sich zu 10 ergänzen, sowohl in tetraedrischen, als auch in ;-Co- 
ordinaten durch zu einander transponirte Substitutionen dargestellt. Die 
Wurzelwerthe der Gleichung in r sind 

T—=-ig ie el, Veh, 
aus welchen wegen 
a0 — 0 0 — U und as a 
erhellt, dass die entsprechenden zehnzähligen Collineationen auf zwei Arten 


eigentliche sind (vergl. $ 8 unter I (@8z, &)). Die Gleichungen der beiden 
46* 


104,)l 


104;) 


Substitutionen: Tetraeder: Anzahl: 


(B®...G, und 6,2 | 
\G.®und 6,)...B,®] 
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tetraedralen Complexe 2,, 2,, welche bez. zu den den Substitutionen S!, S» 
und 8°, S? entsprechenden Transformationen gehören, der beiden Büschel der 
in sich transformirten Gewinde und Flächen folgen aus den Formeln des 
$ 8 unter I. Zu den Gewinden des einen Büschels gehört je einer der 30 
Complexe Cd) (42) in $ 44) und je einer der Complexe > ea) (55«) in $ 45), 
zu den Gewinden des zweiten Büschels gehören zwei Oomplexe Ca); zu 
den Flächen des einen Büschels gehört die Fläche F\ und je eine Fläche 
F®) (55b) in $ 45), zu den Flächen des zweiten Büschels gehören zwei 
Flächen F®. 

Die vier Potenzen von $ (67«), deren Exponenten gerade sind, 
bedeuten fünfzählige geschaarte Üollineationen mit dem Axenpaar 9 
(vgl. 7A) unter (64a)), die Potenz S® bedeutet eine elliptisch geschaarte 
Involution mit dem Axenpaar b, (vgl. 3A) unter (60a)) des Haupttetraeders. 


Elemente des 


Haupttetraeders: 
BD... 9 una 9) ARE, BR 4 Eekpunkte g, )— 5,9) | 
re oe ee | 


1 reellesKantenpaar () — 1/9) 


Ta..T,; 2.3.24—6.24—144. |1 imaginäres Kantenpaar 9, 


1 ” ” by 
Beispiele zu 10 A»): 

x 77 | (= — 79 | a — %, | a a | x 
3 — U; |, 892.123 = 23 1, Bias 1, Staa an 1, Si. 
= 0] [25 = = ) [25 = &ı: | | ve, — 0 | ce 
| = | | Den 

Sr! ey = 83? OD a — i 


e GN | E2 — | . 
Die zehnzähligen Collineationen (67«,) sind: 


SS... 851... 3 4 I ala; 159 — 892 ....81 22.08 41 22, 
152 — 823...82... [8 4 ea 87872... 800 BA Diner 


Ze isin 2 p insg cos 5 9 6085 9 Zu 
Diese: cos 5 9 00:5 9 -isin 5 9 -sin sp 7 
VE cos - p -üicos - p d sin - p —sin - [n) „ZZ 
Zu et insg sin sg cos : pP -icos : p z 


I 


| 


Weitere Beiträge zur Theorie der räumlichen Configurationen. 365 


Kr Bas... 0c8@-0 ing 07.0 0%... gm — v9) 
Keinen W) an, Or Eee Vegan 
Ks, Ka 22 0 DEE One 0 irn. bo 


Tetraedrale Complexe: 


1 t t 
AR EL Ey 2— an 52008 px Kt — a — Lg = 0 
2 2 2 
tg p 
DD 5, 2 — = — ats x, +colg px, 2; +23? —2 2: — 0 


Zwei Complexbüschel: 
(x; e0s g—x, sing)+u' & = 0 und z,+u” x, —). 


Zwei Flächenbüschel: 
2 1 5) 5) „N (>22 D) . 
ZA Zt+X ZZ = gr te ten, r (z2?+z2) + sing (z +2 |) 
24 2 1 D) DB) GL) 1 5) 5) . = 
= 059 ++ sg (+2) sin pe tz |) 


zB.’ —=1...FP®... z2?+2°2+2°42? = 2’+23° +2, = mtr? +0 = 0, 
“—=-1.. FW ..-cosp (2,?+232—23?— 21) +2 sin @ (zı 2,425 23) = —FP3® cos P+F}0® sin @ ] 


Z (@) 605 — x, Sin PP’ +2,42; = (& Sin Y+x; 608 p)>+x9?+25? | Fe 
(vgl. (55b,) in $ 45). 
Z, +2" Z, A =[i sin 9 (3?—23?+23°— 2?) +2 sing (zı 2— 23 z,)+ 
+2 005 (z) 23+2, z2)+2i cos @ (zı 2,—2y 2;)] 0. 
+2” [=i sin g (2,°—22?+23>— 2) +2 sin p (2, n—2z; Ds 
+2 608 @ (zı 23+2; »)—21c0sg@ (zı 3—% 2;] 
z.B. 4" —1..F®%..2sing (z, »—z, z)) +2ec0sg (zı 23 + 2, 2) = F,®sinp+ Fy® cos p (ge a, 


Z (t) 608 9— 2; Sin PP + 2 +22 = (a, sin P+%; 608 P)>+X5?+2g? | 
(vgl. (55b;)) 
2" —=-1.. F®.. (22 °—2z?+23? %) sin@+2(z, 2,2) 25) csp= F3® sin g+F7® cos p ] en 
Z (x, 608 p—x, Sin pP? + 2? +2? = (a, sin +2, 608 p)?+2,?+2;? | 
(vgl. (55b»)). 


Die fünfzähligen geschaarten Collineationen mit Axenpaar 
9 (67) sind dargestellt durch: 

S? — 83? a 32 110; SS Se A 3.2 1*)ı | 

SS = St 82... 3-2 1X); 86 —= 8,1...832...[4 321 [ 
(vgl. 7A)) und die elliptisch geschaarte Involution mit dem Axen- 


paar d, entspricht der Substitution: 
SENSE a, 
(vel. 3 A)). 
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10B) 720 zehnzählige Correlationen mit zusammenfallender 
Kernfläche F. 

Die Substitutionen gehen aus denjenigen in 10A) durch Umkehrung 
der Vorzeichen von &) oder von &®) hervor. Die geraden Potenzen von 
SAE SENSE Sp or al ee lEoderKor le Er el 
bedeuten wiederum, wie in 10A), fünfzählig geschaarte Colline- 
ationen mit dem Axenpaar g,, während die Potenz S5 eine Null-Corre- 
lation bedeutet, deren Complex einer der 30 Complexe C(ı) ((42) in $ 44) ist. 


Diejenigen Potenzen von S!, deren Exponenten prim zu 10 sind, 


nämlich: 
SS. ES, Ei; 1,10 
1S—= 484... FShco=L,A5-LL1| 
| 82 — E83 2. 2 7801, 02 1, 23,082 11,00 | (678) 
IS +8S2... F,co=1L,% 25-1, 1,1) 


bedeuten zehnzählige Correlationen mit zusammenfallender Kernfläche. Diese 
Kernfläche ist eine Fläche F (vgl. 65b) in $ 45) und zwar die Fläche 

EN N) 
des ersten Flächenbüschels der entsprechenden zehnzähligen Collineationen 
in 10A). Von den unter 7B) betrachteten zehnzähligen Correlationen 
mit z. K., welche den fünfzähligen geschaarten Collineationen 7A) ent- 
sprachen und für welche F' die Kernfläche war, sind diese Correlationen 
wesentlich dadurch unterschieden, dass S> hier eine Nullcorrelation, bei 
jenen aber die Polarcorrelation in Bezug auf F bedeutet. (Vgl. $ 9 unter 
II A4)). Dieser Unterschied drückt sich auch deutlich in den Wurzel- 
werthen für o aus, welche für die Correlationen 7 B) 

o=1, 3 &; —l, —1, —1, 

für die hier betrachteten dagegen 

a el 
sind. Die Gleichungen der Complexe 2‘, 25, welche bez. den zu den Sub- 
stitutionen S!, 5° und $°, S’ gehörigen 'Transformationen entsprechen, des 
festbleibenden linearen Complexes, welcher der zu dem 55 entsprechenden 
Nullsysteme zugehörige ist, der Kernfläche und der beiden festbleibenden 
speciellen Complexe sind nach den früher in $ S wnter I) gegebenen 
Formeln leicht aufzustellen. 
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Substitutionen: Tetraeder: Anzahl: Kernfläche: 
(A) EG) EG® S 
ee T,..T, 2.12.24 —=12.48—=576 | |(676,) 
| +6 und +@,()... FB,%) © 
+B DV... FG® und FG,® INNE: |, 
1) ann a a oaslne 128.13,.24 —6 24° — 144. = (Cxba)n 


Beispiel zu 10 5): 
St 8%, 8,3, Sgt, S,5 und $,1, 8,2 wie im Beispiel zu 10 A,), 
S2, Ss; S4, 86 fünfzählig geschaarte Collineationen wie im Beispiel zu 10 A,), 
S—= 8,..8,1..[2-1-43], Nulleorrelation mit Complex x, — 0 (vgl. (80£) in $ 11). 
Zehnzählige Correlationen mit z. K.: 
[ S!= £8!... FSı!... B=4=12]),; 9 +8,44... Ft... 82-182), 
(= +8... F81...B 4-1 2]; 97— +82... FS1...[8 4 1*-2)0 


1 t cotg 

2... 5 er 2 2 E2 2,2—c0tg p & Lz—Xy? +22 + 2, = 0 
tgl eo 1 

2... — u N — er 5 2,2+eotgp x 2 — 2? + 2,2 +82 — 0. 


Kernfläche: 
F®,. (21?+23°—23?— 2,2) cos 9—2 (zı 2,423 2,) sinp = Fy) eosy—F,®"sinp |] 
= (x, 608 9—x; sin p)?+ 2? +25? = (x, Sin p+x; 608 P)?+x0y?+75? | 
Cry 0): C, 0"... x 608 g+i m —x, sin p — I. 


=( 


11A) 600 sechszählige allgemeine Collineationen. 

Die zugehörigen Substitutionen sind aus B() und C oder aus c) 
und B® in der aus der Zusammenstellung (68a) erkennbaren Weise zu- 
sammengesetzt, und zwar ist immer eine der beiden Substitutionen ((57) in 
$ 46) BE) (oder c®, c2) und J® (oder J®) mit einer Substitution 
(876)) B®, B® (oder BU, BD) und J ©) (oder J®) eombinirt. Die Potenzen 
einer solehen Substitution S=S....s, entsprechen den nebenstehenden 
Wurzelwerthen für o: 

Si —S1..S1 0 — 10,02; 1,—1,-1; 82 82..85 0 —1,02.0;1,-1,-1 ..(680,) 
P—=N82.8% Gel Bel SE SS or ana; 151, 1916355) 

SS SB Sao — allen ee EzER Eee (653) 
(Vgl. $ 12 unter A,)). 

Die beiden Potenzen S, 55 (68«,), deren Exponenten prim zu 6 sind, 
bedeuten sechszählige, auf zwei Arten eigentliche allgemeine 
Collineationen, deren Haupttetraeder vier Kekpunkte c — 6,9, vier Ebenen 
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‚9% hat (vgl. (24b)..(24e) in $ 42 VI; zu ihnen gehören die 96 in $3 
unter (126) aufgeführten 96 Punkte 90 = FW und Ebenen (9 — g®), wäh- 
rend die Kantenpaare durch ein reelles Geradenpaar « — 9 (vel. (24f)..(24i) 
in $42 VI), je ein imaginäres Geradenpaar «, (vgl. (19a), (19) in $ 42 II) 
und ein imaginäres Geradenpaar b, ((@21a), (21b) in $ 42 III) gebildet sind. 
Die nebeneinander gestellten Potenzen S, S> sind sowohl in tetraedrischen, 
als in =;-Coordinaten durch zu einander transponirte Substitutionen dar- 
gestellt. Die Wurzelwerthe der Gleichung in z sind 
T=-ie, ia, Ada ia, 

aus welchen wegen 

aa — 00 enden re, oe, — 1 
ersichtlich ist, dass die entsprechenden sechszähligen Collineationen auf 
zwei Arten eigentliche sind (vgl. (288, €) in $ 8 unter D. Die Gleichungen 
des tetraedralen Complexes 2, der beiden Complexbüschel und der beiden 
Flächenbüschel folgen aus den Formeln des $ 8 unter I. Zu den Gewinden 
des einen Büschels gehört je ein Complex Ca) (42) im $ 44) und je einer 
der Complexe c®, c®) (559) in $ 45), zu den Gewinden des zweiten Büschels 
gehören zwei Complexe C«); zu den Flächen des einen Büschels gehört 
die Fläche F) und je eine Fläche F ((65e) in $ 45), zu den Flächen des 
zweiten Büschels gehören zwei Flächen Fo), 

Die beiden Potenzen SS, S! ‘bedeuten dreizählig geschaarte 
Collineationen mit dem Axenpaar c, (vergl. 5 A) unter (62a)), die Potenz SS? 
bedeutet eine elliptisch geschaarte Involution mit dem Axenpaar b, 
(3A) unter (60a)) des Haupttetraeders. 


Die in der folgenden Zusammenstellung (68a,) .. (68a,) aufgeführten 
Substitutionen (68a,) sind bereits früher in $ 12 A,) Formeln (81) betrachtet 
worden; die drei Kantenpaare des Haupttetraeders sind die durch bezw. 
h, k, und e bezeichneten Geradenpaare c) — ©, «, und d,; ebenso gehören 
die dureh F) und F) bezeichneten Flächen der Büschel zu den Flächen 
F“9 (vgl. auch die Formeln (86) in $8 und $9 IB) unter 2a)). 
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. (68a,) 


. (68a,) 


. (6843) 


. (683,) 


Substitutionen: Tetraeder: Anzahl: Elemente des Haupttetraeders: 
(1) @) 
ua) Ei es DT, 2.3.8=- 4.2 = 48 
2 OO % Bro) | 4 Eckpunkte c®) = 6,9 
lam.. Po) | T,..T;, 2.12.12=6.48—288 |4 Rbenen 7) — p,%) 
gu cd 1 reelles Kantenpaar ce) — b(0) 
114. „| ( 5 De | Tool 2143.12 3292 — 72 1 imaginäres Kantenpaar c, 
\6 27, 2 T 1 b) ” by 
‚d ) 1 (2) 
1A) en a Ta..T,, 2.12.8—= 8.24 — 192 
| C, ... B; ” | 
Beispiele: 
1) Zu 11A,) vgl. $ 12 unter A,) (Formeln (81). 
2) Zu 11A,): 
| = 23 | | HR 
8! .. x = 7 en 852 . Een u 5 
| 2, = 2 | | a, — a, 
: | xy = ay | | x, = 0 | a3 —=% | 
Se Be. au aut, De... Lduem 
| a = u | | x, = 2 | | ai | 
St St... A 3 Ir), 85 — 8% Mer aa. 
1 u, 8 a : ; = 
Zu... . -5 V5—iV3) = > (V5+iV3) a—äctgp atitgp Y3-—1...Z 
Z5 = (V5—i v3) a? = (V 5+:|/3) a—icotgpy -atitgp V3+1 EERTE 
l/,,:,2 ll, ./ : 3 = 
IR: 3 (V5+i/3)« P} (VE—iV3)a+ieotgpy -a—itgp Y3+1l...Z 
1 a u 1 : ri 
Zee -5( 5+i\/3)« an) 3) a+i eote y a—itgp V3—l...Z, 
Kae Kos 75 sin®p + - cotgp cos Fi te 9 0 .. cd) — 90 
Kı, Kay... 0° -cosw 0 sin a a ec, 
| -3 0 -etgp +H2itgp 0 tgyp +tieotgp 0 | 
ne oder -tgp +2ictgyg O0 1+42i _ ar 
| sp +2icotgg +2i m 
n te j t ) 
2 52 + En u =: ,— eg pr tlg pa, X, 8,— 


u 


Zwei Complexbüschel: 


| 


x 


3 2 


E 


Nova Acta LXXV. Nr.1. 


cotg p 
a 


cOs 
x; m 


‚ei ) 


2 


+2; is tw (x sin y-+x, 608 p) — 0 


= De 


| 


+ (x; sin p+x; cos p) = 0 | 


1 
u, +20 0%, = 0. 


47 
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Zwei Flächenbüschel: 


Z, Zı+2' Z, Z, = [(V3+1) 212+(/3—eotg 9) 222+(V3+eotg g) 232+(/3—1) 22 
— (2) 23+23 z) +48 p (zı 3—2, Z2)+eotg ?p zı tg p zu 25] ik 
+2 [(V3—1) z12+(/3+cotg p) z32+(/3—eotg p) z22 + V3H1) 22H) 
+ +23 z)—18 ?p (zı 23 —2, 22)—eotg ?%p zı zy +89 zu 25] 
z.B #=1...E9...22+2°+23’°+z? = 2?+232? +8 = ao? +2? 4200 = 
”—=-1... Fo... (z7%—27)—(23?—232) eotg P—(zı 22423 2))+(2ı 23—2ı 29) 18 °p+ 
+2; 2, cotg 9— 23 z, tg p —= 0 


) + (2, 608 wy— x, sin W)? +2, = 


[e=} 


oder (F— = %+ = 9: 
n cos 
e ; rs Y 


5 Se z) +(&; sin p+%; e05 w)2+(2, sin w-+X, cos )? — 0. 


Z, Z+" Z, A = [2 21?+ (10) 18 9 2? (I) tg p 23°+2 21° +13 eotg ’p)(zı tz 2)+ 
+ (tg ?p—i eotg p) (21 3— 2, Zy)+(eotg py+3itgy) zı 2ı— (2+00tg 2p-+ - EFF )2 23] 
+2[—2 2? + (lH) 8 9 2 (IH) tg p 23?+2 2)? +(— 1-1 eotg 3p) (21 +2 zu)+ 

+(tg ?p+i eotggp) (24 23; —2, zy)+(eotg Py—3itggYy) zı 23 — (2+00te 2p— Fr ) E42) 23] 


Be. A"=1...F0...2@&2-2)+Ht8 9 (2? 23) (2 22423 z) HE plz 3 a 2)+ 
cotg ?p 2, z,—(2+cotg ?p) 2, 23 (0) 


oder +2; 2 +3; 2 se) +(2, eos y—x, sin p’+2? = 


—ıD 


2/2 x 
en +2; cos ı a sin ”) +(@, sin y—x; 608 )?+ (x, sin p— x, cos p)? = 
2"—=—-1...FO... —2y2+z?+cotg ip (zı 2423 2) —cotg?p (2, 3 —2, %)+32ı 2 V3 eV 
oder (2/5 — 43 rn z —4; a Er + (@, eos y—x, sin vP’+? = | = 


Die ehe an Collineationen mit Axenpaar c, (vgl. (5A)) 
sind dargestellt durch: 
gan a ae, Be rasen 
und die elliptisch geschaarte Involution mit Axenpaar db, (vgl. (8A)) durch: 
ee 4. 


3) Zu 11A,): 
| =; | N | = a | 
SE %;' = 793 or Se . X — —L37 e De? Fr Day =%1; ; 
2 A | | Dr: | | 05 | 
ne 
| Tu 7 | Dee 
St 2 — 5 b Tr, ; 

[Kae von 
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1 i 1 1 | 

Die =: cos5p —icos5 Yp sin z ı isin sy EZ 
Sl: en. 1 e 1 

Zaun: Sins Y ‘sin > y es y Ten zyp 3: hr Ze 
Al il 1 e 1 

Zune insp -Asnsp 85 08 SW ... Z; 
1 ; 1 1 el, 

Due es5p dcs Y sin > p isin sy SEZı 
Ken: Kos 3 el W +i 0 0 -sin {D) OREseS: cd) — (0 | 
KGsp ASyıa a5 au) ee m U [ 
as Rasl 212. 00% 07 07 Po ee. J 

eotg p 1 t 
2. — 25 u Ds>—% Rs HL? — U: — 0. 


Zwei Complexbüschel: ei nz | 


Kt kun, — 0 je 
Zwei Flächenbüschel: 
1l a b 
Z, Z,+. 3, Z = [12429 cos? 5 D+(23?+232) sin? > W-+(z| 23— 2; 25) sin 2 | 
= 0 
2 £ 1 } 
Sp2E [&+23 sin? 59+@?+22) 008? 5 P—(zı 23 — 2, 22) sin v| | 


Z.B. X =1...F®M...2?+22+23?+2? = 0?4+23?+2,? = %?+204? +02 — 0 


= (@, sin Y+z, 608 W)?-+2%5?+23? = (7, 608 W—, sin p)>+24°+25: = 0 in $ 45. 
Z, Z3+2" Z, Z = [(2?—22?—23?+2,?) sin y—2 (z, 23424 23) 608 y— 
—i}2sinwp (2, z3+2; z,)+2 cos (z, 21—zy 25) |] 
+2" ee, sin p—2 (2) 2342; zu) cos Bi 
+7) 2sin% (z, +23 2,)+2 008 Y (zı zZ 


2 —=-1.. F)..(z7?4+ 22° —23?— 242) 608 +2 (2) z3— 2 2,)siny= F,® cos y+ F,® sin . vgl. (55e,) 
| 
(PR 
hal 


2. B. 
2"—1..F0.. (21 °—23°—27?+2,?) sin w—2 (z, 3+2, 2») cosp = F,® sin y—Fy® cos w| vgl: (556,) 
— (x, sin p+z, cos W)?+232+2,? = (a, cos y—z, sin p’+22 +22 —=0 | inS4 


De. BO). 22 (2; +23 z,) sin w+2(z, z3—2y 2,) cospy = F,® sin w+ F,(V cos y | vgl. (550,) 
= (2, Sin py+X- cos w)?+X,?+2,? = (7, 608 Wy—X, sin Y)?+x2? +2; — 0 [| inS 45. 


Die dreizählig geschaarten Collineationen mit Axenpaar c«, (vgl. (5A)) 
sind dargestellt durch: 
Sa. Sa ea ae ee, 
und die elliptisch geschaarte Involution mit Axenpaar b, (vgl. (34)) durch: 


Sa IS Spree —1 -4 3]. - 
47* 
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11B) 600 sechszählige Correlationen mit zusammenfallender 
Kernfläche F®. 

Die Substitutionen resultiren aus denjenigen in 11A) durch Um- 
kehrung der Vorzeichen von & oder von &®. Hierbei bedeuten die ge- 
raden Potenzen 52, St von 

SIZ ES... 751 01, 0, a2;—1, 1, 1%oder o = 1, a, -02: 1,1, —1 
wiederum die dreizählig geschaarten Collineationen mit dem Axen- 
paar c,, wie in 11A), während die Potenz S® eine Null-Correlation 
bedeutet, deren Complex einer der 30 Complexe Cd) ((42) in $ 44) ist. 

Die beiden Potenzen 

Sl — Es Der a al R 

55 == ir a ee en | cn 
bedeuten sechszählige ÜCorrelationen mit zusammenfallender 
Kernfläche; die letztere ist eine Fläche F) ((55e) in & 45) und zwar die 
Fläche Z, Z—Z; Z, —=0 des ersten Flächenbüschels für die entsprechenden 
sechszähligen Collineationen in 11A). Von den unter 5B) betrachteten 
sechszähligen Correlationen mit z. K.. für welche F) die Kernfläche ist, 
sind die Correlationen 11 B) wesentlich dadurch unterschieden, dass S3 hier 
eine Null-Correlation, bei jenen aber die Polarcorrelation in Bezug auf 
F) bedeutet (vgl. $ 9 B) unter 4b) «) und 9)); dieser Unterschied zeigt sich 
auch sofort in den Wurzelwerthen für o, welche für 5B) 

oc=|1,o, oe; —l, —1, —1 

sind. Die Gleichung des Complexes 2‘, des festbleibenden linearen Com- 
plexes, welcher mit dem zu dem 5° entsprechenden Nullsysteme gehörigen 
identisch ist, der Kernfläche und der beiden festbleibenden speciellen Com- 
plexe ergeben sich aus den Formeln in $ 8 unter II). 


Substitutionen: Tetraeder: Anzahl: Kernfläche: 
(1) £0@ 
(2 en R T,T, 2.3.83=24.2—48 Eine Fläche F® ...(68b,) 
| +09) Ber +B,® 
11B,) +B,V)... FG®% 
”|+6®...FB,®]| 
+B9... F2 | Eine Fläche 


11.5,) 


T,..T, 2.12.12 —6.48 — 288 2... (68b,) 


. Ess 
By) m), 50] 19.-D; 2.3.2 —=3.24—72 er . (68b;) 
(1) ern) 
uB)+® Soc, ..T; 2.12.8=8.24—= 192 2... (68b,) 


EEO BON TE 
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Beispiele: 

1) Zu 11 5,) vgl. $12 unter B2). 

2) Zu 11.B,): 
S,!, 53? und S.!, S.2, $.? wie im Beispiel 2) zu 11.45); 
S?, S! dreizählig geschaarte Collineationen wie im Beispiel 2) zu 1145); 
= +8,1...783...[2-4 3 —1*|, Nulleorrelation mit Complex: x, = 0. 

Sechszählige Correlationen mit z. K.: 
S— +81... F84...2 4 3-P)h; $= +1... F82...[1-2 3 A. 
eotg p 


1 g 
Di. Hrn y— 9 5 ?—cotg p xı Lu +tgYp X %—a 2; + 


gp ,„ colgp 
— 5) Ly’— - 2 TE 
Kernfläche: FO)... (21°— 23?) — (22?— 232) eotg g— (zı 3+23 2,)+ 
+(@ı 23—2; 22) tg ’p+2ı 2, cotg P— 2, 2, tg p — 0 
(vgl. Z, ZZ; Z, = 0 im Beispiel 2) zu 11A,). 
x F ey ‚tsop 
on ng + 2%; 2 


1 - 
ar 3 2% — 0 2 — 0 


0; 
1 [7] x cotg BE ge = 
GE nm +i (x, sin p+x, cos) — 0. 


3) Zu 11 B,): 
Se, 8.2, 53 und S,', S,? wie im Beispiel 3) zu 11A,); 
52, St dreizählig geschaarte Collineationen wie im Beispiel 3) zu 11.A): 
S—=+8S3... Ft... -1-# 3], Nulleorrelation mit Complex x, — 0; 
Sechszählige Correlationen mit z. K.: 
SI= +81... F91...4-3—2 1,5 SS — +92... Fl... 32 I).- 


cotg p 1 tz 
KO ESRR >) Piz2 FE — a2 —r %,— a0 +2? +0: — 0 
Kernfläche: FO... (32422 —2,2—z?) cosp+2 (zı 3—z, 2.) siny —= 0 


im Beispiel 3) zu 11 _A,). 
2 608 y—z; SInY) Hi u —0. 


vgl. Z ZZ, Z, = 0 
Ge D _0, a 


$ 48. 
Uebersichtliche Zusammenstellung 
der eigentlichen Collineationen und Correlationen, sowie ihrer 
Vertheilung auf die %5 Tetraeder 7... 7;,. 

In den nachfolgenden Tabellen (694) und (69B) sind die sämmtlichen 
eigentlichen Collineationen und Correlationen der Of. (60,,, 72,) nochmals 
übersichtlich zusammengestellt und die je einem der 75 Tetraeder 7, .. T;; 
zugehörigen Substitutionen angegeben. 
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- : | Dar 2 ee Tetra- |An- 
Collineationen: Substitutionen: Correlationen: Substitutionen: | edeı Zahl 
1A) Identische Trans- DE 15) Polareorrelation in +JV.. EI% En 1 
formation | Bezug auf F\® 
2A) Iyperbolisch -ge- | Bund B,®.. B,® und B,® 2 B) Polareorrelationen + B,® und +B,®.. + Bm Ans 225 
schaarte Involutionen mit Kernflächen il EB, a I: 
mit Axenpaar 5b PF,®.. Pay® Ts}... Ins 
3A) Elliptisch- J®,..B® und B,®2 |3B) Nullcorrelationen | +J®.. FB® und #B,% | JE: 30 
geschaarte Involutionen B® und 30V... J® mit Complex Cr 198, Vund EB, ID ET TE 
mit Axenpaar by 
4A) Dreizählige axiale C,® und 0,®..C,® und 0,® '4B) Sechszählige allge- +C,® und +0,%.. +C,® \T,; 7, T3;| 400 
Collineationen mit meine Cor ee und +G%| Ty..154; 
Axen Ü Eckpunkte c, u. Flächen Io dl; 
70 des Haupttetraeders 
54) Dreizählige CP und GW... Ja 5B) Sechszählige Corre- +C,® und +0... +J® | T,T; 40 
geschaarteCollineationen J®d,.. O2 und G® | lationen mit z.K. HA® | +Jd.. FO® und #6,® | Ta... Tr, 
mit Axenpaar C(y | 
6A) Fünfzählige axiale HI. 6b) Zehnzählige allge- +6, ee er ES) II | AR 
Collineationen mit HD... meine Correlationen. +9... F9 
Axen @ | ‚Eckpunkte g, u. Flächen 
4, des Haupttetraeders. 
Zwei Systeme von Kern- 
| flächen 
7A) Fünfzählige ge- G® und 68%... J® |7B) Zehnzählige Corre-, +6, und +%®..FJ®| T,..7T,, | 48 
schaarte Coieeonon| IUTIG AoJ el [ee] lationen mit z. K. F®| +Jd.. FG,® und FG@,®) 
mit Axenpaar 9, 
8A) Fünfzählige allge- G9..,9 8b) Zehnzählige allge- +G®.. #69 Te 288 
meine Collineationen. GP ..G® meine Öorrelationen. +@ a‘ .Fn® 
Eekpunkte g, und Eekpunkteg, und Ebenen 
Ebenen 4, des Haupt- 4%, des Haupttetraeders. 
tetraeders ‚Ein System von Kern- 
flächen 
9 A) Fünfzehnzählige all- CO, ® und 0,9 ..G,® und G,@|9B) Dreissigzählige all- +O,® und +0,09... +G,9 | T}..T;,; | 960 
gemeine Collineationen. GO and are .. C,® und ©, gemeine Correlationen. und FG,® 
Eckpunkte 99) — — 9, ‚Eekpunkte g09 — 9, +69 und +”... +09 Ts,.. Tr; 
Ebenen 4, — 7,4) Ebenen z,) — y,'%) und +09 
des Haupttetraeders des Haupttetraeders 
10A) Zehnzählige all- B,®und B,®.. G,® und G,® 10B) Zehnzählige Corre- + B,® und +, ..+@,9 Ty..T;,; | 720 
gemeine Collineationen. » und G6®,. B,® und B;®Jationen mit z. K. FÖ)| und +,® 
Eekpunkte gu) =, 9, | I+® und +n®..+B®| T,..T,5 
Ebenen x, — ß,12) und +2, 
des Haupttetraeders 
11A) Sechszählige all- B,® und B,® ..C,® und 0,® 11.B) Sechszählige Cor- I} ®Qund+BW..FC®| 7,7; | 600 
gemeine Collineationen. C,® und O,®.. B, ©) und B,®relationen mit z.K. FO und +6, SD is 
Eekpunkte cd — 5,9, +0,® und +O®.. +B,® T,,..T,; 
und +.B,% 


Ebenen yP) = N | 
des Haupttetraeders 


(69 A) 
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Von den 3600 eigentlichen Collineationen und ebenso von den 3600 
eigentlichen Correlationen entfällt auf je eins der angegebenen 75 Tetra- 
eder 7, ..7;, die in betreffender Columne der Tabelle (69B) aufgeführte Zahl 
von Substitutionen, deren Gesammtzahl für jedes Tetraeder 48 beträgt. 


are ER | i Je ein Je ein Je ein 
en Mi ee Tetraeder Tetraeder Tetraeder 
- | T,T; | U a ERBE ER 
14) RB) 1 = —_ -- 
2 A) 2B) 9 ie 3 3 
34: Ra 6 fin e 1 
4A) 4B) 32 16 | 3 | 8 (69B) 
5 A) 5B) ae : 1 
6A) 6.b) — — 6 — 
7.4) RE = = = 2 
8A) ERDE — — 6 — 
9A) 9B) — — 12 16 
10.A) 10 B) A = 12 6 
114) 11B) “=; 24 6 sen 
8 49. 


Die hierhergehörigen 3600 uneigentlichen Collineationen und 
3600 uneigentlichen Correlationen. 

Die 3600 uneigentlichen Collineationen ergeben sich aus den Sub- 
stitution SC) und S@) in 57«) und (57) des $ 46, wie bereits erwähnt 
wurde, dadurch, dass die Combinationen: 

FEN), .. +5) Re DE (70a) 
gebildet werden; ebenso resultiren die 3600 uneigentlichen Correlationen 
durch Combination von: 

SÜSS a. 6 0 a 7. (70h) 

Es treten hierbei nur vier verschiedene Arten von uneigentlichen 
Collineationen und ebenso nur vier Arten von uneigentlichen Correlationen 
auf, nämlich 60 centrische Involutionen, 900 vierzählige, 1200 
sechszählige und 1440 zehnzählige allgemeine uneigentliche 
Collineationen, und entsprechend 60 Polar-Correlationen, 900 
vierzählige Axen-Correlationen zweiter Art, 1200 sechszählige 
und 1440 zehnzählige allgemeine uneigentliche Correlationen. 
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Während aber bei den eigentlichen Collineationen und Correlationen, 
deren es je 11 verschiedene Arten giebt, die Beschaffenheit einer solchen 
Transformation aus der Bildung durch die erzeugenden Substitutionen J, A, 
B, C, G (67) in $ 46) und aus den dieselben charakterisirenden Wurzel- 
werthen für 6 sofort erkannt wird, ist dies bei den uneigentlichen Trans- 
formationen nicht der Fall. Die Beschaffenheit einer solchen ist nieht ohne 
weiteres aus derjenigen der erzeugenden Substitutionen +8N:..&% er- 
sichtlich; man muss vielmehr zuvor entweder aus der Gleiehung vierten 
Grades in r oder aus derjenigen sechsten Grades in o die charakteristischen 
Wurzelwerthe bestimmen, oder durch Bildung des Quadrates der vorliegen- 
den Substitution, welches immer eine eigentliche Collineation darstellt (und 
zwar in den vier angexebenen Fällen: die Identität, eine hyperbolisch ge- 
schaarte Involution, eine dreizählige oder eine fünfzählige axiale Collineation) 
die Beschaffenheit der uneigentlichen "Transformation feststellen. Auch ist 
die Vertheilung der uneigentlicehen Transformationen auf die 75 Tetraeder 
T, .. T-, eine minder einfache, als diejenige der eigentlichen Transformationen, 
indem bei jenen die 48 Tetraeder 7,..7,, in die Unterabtheilungen (vergl. 
die Zusammenstellungen 7, 7®, T®) in $ 4) 

ST und IE, Do Tone Dos: Tao Pound a 
welche sich in Beziehung auf die eigentlichen Transformationen gleich ver- 
halten, zu trennen sind. 

Aus der folgenden Tabelle (70A) sind die sämmtlichen uneigentlichen 
Transformationen nach ihrer Beschaffenheit, Zusammensetzung aus den er- 
zeugenden Substitutionen und Zugehörigkeit zu den einzelnen Tetraedern 
zu entnehmen. Die Anordnung der ersten Columne entspricht genau der- 
jenigen, welche in $ 47 für die Substitutionen, welche eigentlichen Trans- 
formationen entsprechen, festgehalten wurde; das obere (Minus-)Zeichen der 
zuerst stehenden Substitution bestimmt eine uneigentliche Collineation, das 
untere (Plus-)Zeichen eine uneigentliche Correiation. Aus den abgekürzten 
Bezeichnungen: „Centr. (P.C.), 4-zählig, 6-zählig, 10-zählig“ ist die 
Beschaffenheit der Transformation ersichtlich; dieselbe bedeutet für die Colli- 
neationen: Centrische Involution, vierzählige, sechszählige, zehnzählige Colli- 
neation, für die Correlationen: Polar-Correlation, vierzählige Axencorrelation, 
sechszählige, zehnzählige Correlation. 
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| 
T: 
Nr., Substitutionen: T, BF I Is dh, Io sdkn, 17 Da A Ts.. Te; \Summe 
1) -J9.. Ja leentr.(P.C))  — = > er | > 2 zn 
0 3centr.(P.C.) | 
—-B,® a) —; a a J is a 
2) B, 5 3 | 6 4-zähl. | | i 
1 6-zähl. | |( 1 4-zähl. 
—-B,® a) = = (BIC. | = 
A B2®.. By 3eentr.(P.C.) ah. I -zähl. | 12 10z&hl 144 
—B,9 .. B,® | 1 6-zähl., 79 
ass - ma Terre 
-79..B® |) 2 iB 2 a Ze 
> | ar a Mr er = 2] 
= Jf®) TEN ä 
i | a | - ei nn a: — — 1 4-zähl. aa) 
4) a0 08 32 6-zähl. — en M ei Ph 5 
(8; 92 bez. mit 5; 8% 
. -0,9..0,® RE 4centr.(P.C.) A r$ m = na 39 
($, $? bez. mit 92; $) 12 4-zähl. 
(010), (046%) ve 2 n (1eentr.(P.C.) 3 4_zap1. | #-zähl. FE 
. sr SSEabl N 10.zani. | a I2 6-zähl lyler 
0,9..60 | [2 4-zähl., 193 
= OK ) Ver 
” | -09..09 | = — — — a = in 9” [400 
” 
010) IR # er = n 
5) | a ar ee = 8 6-zähl > — 16| 
| | = — | 16-zähl nal 
n -79..6® || = Fri iu BE | 40 (704) 
-_G.9..0,®» | 2centr.(P.C.)) „nı (4 6-zähl. : 
6) en | — — | 6 10-zähl. || 2 6-zähl. 610-zähl. |, Tom} 1,9 Los en 
G,9,-69..J0 ] | A | 2 10zähl. "48 
9, — — | zä 
| oe — an Al A; en er: 
| | 
| 09.00 | E 4 4-zähl. |64 zahl. l36 „I — |o 
8) 9. ar "\ = — 6 6-zähl. || 9 6.zähl. E " 5 | | ee: 
2 " | 2 4-zähl. r. 
(-09..G9, 6% | | N zahl. 1 | “ 
9) | 9,9, eye „® ‚GR | = — 2 10-zähl. | 4 10-zähl ae Ve TE | 576] 
-0,9..G9, 0 | ” j# 4-zähl 384] 
” | -69,-%9.. [OR = — | — — —e Eu I H „ 960 
(-B,® .. 9, m | 4 4zähl 4 4-zähl. ” 
"9 _G®9..B _ — -zähl. |! EEE I =. | 
1) G,9,-6,9.. BÜ| 12 4-zähl. | 8 10.z0h. |" 6-zäh. N ir ”| | 576, 
-B9..G®, 6® )) ” 2 4-zähl.| j44| 
„ 6, @), en .B, o|| — — — — — — lb 6 20 
_B®. 2040) | | 210, 
11) 19. "B,® \\ = 24 6-zähl. — ee = u un 48 
N | R (| 2 £ zähl. (2 6-zähl. 
| -0%..B® \ — | — 6 4-zähl | 4 6-zähl. 6 6-zähl. 410 „ — 288 
1 a j14zähl., _, 
ll -09..BO 7% 7= 227 7a Ba — eo Gr 
I BO. 1@® se 2 Kahl. 10a 
zu -0,9.)B,® „1 = = nt FR | ” 600 
| . 2 a AO 
Nova Acta LXXV. Nr.1l. 48 
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In der Tabelle (70B) sind die auf die einzelnen Tetraeder-Gruppen 
entfallenden Transformationen nochmals übersichtlich zusammengefasst. 


Centrische In- Vierzählige Colli- 


ee en lee ba 
entfallen: lationen): | Correlationen): (Correlationen): | (Correlationen): 
T, | 1+13—=4 6+6—12 32 — 
Put. | 4 12 | 8+24—32 | _ (70B) 
Tele, 3 12+65=18 3+6=9 6+12— 18 
ERSTER | 1+2=3 4484442 —18 | 1+42+2+4—9 | 242424448 — 18 
TE TTE — 3+6—9 3+12+6 = 21 6+12— 18 
Ten Dupelsı -— 1+1+1+2+4=9 2+4+3+6+442 — 21 2+2+2+4+44+4 — 18 
Tea... 175 — 1+2+442+14+2 = 12]11+2+1+4+42+42 —= 12) 2+4+42+8+2+9+4 
| —24 
s 50. 
Untersuchung und Darstellung der vier Arten uneigentlicher 
Collineationen und Correlationen. 
12A) 60 centrische Involutionen. 

Die 60 eentrisch-involutorischen Collineationen (vgl. $ 9 unter I A 5)) 
haben zum Centrum je einen der 60 Punkte 8, zur Ebene der Homologie 
je eine der 60 Ebenen B (vergl. $ 41 (le)...(17)), welche die 75 Tetraeder 
T,..T-, eonstituiren. Die Gleichung in r hat die Wurzel —ı und die drei- 
fache Wurzel +1, die Gleichung in o hat die beiden dreifachen Wurzeln 
+i und —. Aus der nachfolgenden Zusammenstellung (71a) ist die Art der 
Bildung der Substitutionen und ihre Beschaffenheit ersichtlich (vergl. die 
Tabelle (70A) des vorigen $). 

Substitutionen: Tetraeder: Anzahl: Centrum und Ebene der Homologie: 
134,22... I 1 Br 
124) —B,9..B,() T, 3 9..B, und B,..B, 
a en 2 a En 


(| Je vier der Punkte B,..Bıs 
| und der Ebenen B,..Bıs 
BAM IONIET I 12 Je ein Punkt (eine Ebene) | der Punkte 
1 (2 (1 BD; 2 Boo 
1-9... 9 i 
; Tg... 19 24 Je zwei Punkte (zwei Ebenen) | und der Ebenen 
| -6,9) nie [ERO) ] Bs>; nn Bio 


12A,) -0,9 .. (AO) T, .. T; 8 


12A,) 
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Die 12 unter 12A,), 12A,) und 12A,) aufgeführten centrischen In- 
volutionen sind bereits früher (vgl. $ 18 unter A 1)) aufgetreten. 
Beispiele: Zu 12A,) und 12A,) vgl. $ 18 unter A 1). 
7 — U au — —eale | 
Zu 124A,): x — 14 %4 = —%93 neu: -1 42 36; 
De % 
Centrum 2 a e Bisn| 
Homokogie-Ebene . . Bi; | 


| FEN —uH: x, = | 
Zu 12A))2 2% — % ia — u 24; 
MW -n Kan | 
Centrum 22 Dee Be 1 1 
Homologie-Ebene . . Bu| 2 2 2 3° 
| nen an | 
Zu oA er er ern ...[2 —1 4 3); 
| x, = 0 a = xy j 
Canınnin 6 0 2 8 0 0 Nabk en or de 
Homologie-Ebene Bb,| 2 2 2 
a = ag = 0% | 
Zu 124,): a ms 4 2-1 3],5; 
Vo — nn 
lentewmm 2 8 8 no | ne 1 Ren 
Homologie-Ebene . . B,| 2 Sn Er 


12B) 60 uneigentliche Polarcorrelationen. 

Die zugehörigen Substitutionen ergeben sich einfach aus denjenigen 
in 12A) (vergl. Tabelle (71a) erste Columne) durch Weglassen des Minus- 
Zeichens des ersten Bestandtheils. Die Basistlächen dieser uneigentlichen 
Polarcorrelationen sind die in $ 45 II genauer betrachteten 60 reellen (nicht 
geradlinigen) Flächen F, zu welchen, den 12 Substitutionen unter 12B,), 
12B,) und 12B,) (vgl. $ 18 unter B 1)) entsprechend, die 12 bereits früher 
aufgetretenen Flächen (54b) gehören. Die Wurzeln der Gleichung in o sind 

aaa 

Beispiele: Zu 12B,) und 12B,) vgl.$ 18 unter B1). Formeln (877, £). 


| Hein Dem | en 
Zu 12 B,): < 3 = 74 Ben — 0 ati. 1 4 2 3];; 
Ds = —%g x = %7 | 


48* 
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Basisfläche: («a —xı)? + (&3>—x34)? + (2, +23)? 
= (5)? +2)? 4+ Wet 27)? | 0 
eot 1 
— A + 22°+ Fi — 2 —C0tg P 23 2ı— 24 Ar—tg P 22 23 | 


(vgl. (54h) und (54i), (54k) in $ 45). 


Hl 2, — 2% | DNA 
Zu 12B,): De —Ehn) N 7 f . [2 Zt 3); 
X Tl Dot | 


Basisfläche: & ; X % —a %; 
oder: 22+2%?+23?+22? —2 2 2 


— 0 
+22 3422 2% | ee, 
—23 23424234222 | > 
| Her ma 
Ya NIEREN yn nen af [2 -1 4 3); 
| = ap in 


Basisfläche: x, &4 —%; &2 —%; 23, | 


—o 
= 2% +9 + % Eur | 


eotg p 1 tg 
oder: 4?+—, ? 22°+ 5 Ba— = 2 +eotgp 23 4+24 a—tgp 2 2 — 0. 
U 
tı = %% %9 — 239 
Zu S Ba  nn 5 | 5 FAT] 
| Don nn 


Basisfläche: © 9 +23 20 +2; 2ıs | 
= %7y %gg — %y %z + %g «t21 “ 
BD 


—=(0 


—cotg p Aa 0. 


13A) 900 vierzählige uneigentliche Collineationen. 


Die hierhergehörigen Substitutionen können nach ihrer Zusammen- 
setzung und Zuordnung zu den Tetraedern 7,..7,, aus der Tabelle (704) 
entnommen werden. Die 12 auf das Tetraeder 7, und die 24 auf die 
beiden Tetraeder 7, 7, entfallenden Substitutionen sind bereits früher 


($ 15 A 2)) betrachtet worden. 


Die Eekpunkte (Ebenen) je eines Haupttetraeders sind zwei reelle 
Punkte D (Flächen 4) (vgl. (7) in $ 41), speciell die Punkte &;..e, (Ebenen 
.&) ($ 18 A 2)) und zwei imaginäre Punkte b, (Ebenen %,) (vergl. (20a) 
und (b) in $ 42), speciell die Punkte e3..e (Ebenen &3..&0) (vgl. (20a) in 
$ 42); das reelle Kantenpaar eines Tetraeders ist ein Geradenpaar B, B' 
(vgl. (8a) in $ 41), speciell e und e(!), die beiden imaginären Kantenpaare sind 
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zwei Geradenpaare | Db, | = | 4% | (vgl. (35b), (37b), (39b) in $ 43), speciell 
zwei Geradenpaare d (vgl. $ 18A 2) und (810) in $ 8); diese beiden Geraden- 
paare sind Tangenten an F) in den Eekpunkten des Tetraeders. 

Die beiden Arten eigentlicher Transformationen, welche einer 
solchen Substitution entsprechen und sich mit Rücksicht auf die Wurzel- 
werthe =1, -1, 5, - für = a —-i und für «, a; = a, ® =i ergeben, 
kommen hier nicht in Betracht, da die in sich transformirten Büschel durch- 
weg imaginär sind; dagegen existiren für die beiden Arten hier in Betracht 
kommender uneigentlicher Collineationen, welche sich aus 

1m —=-, y—=-L,  =-®—=1 und & — - —=i 
ergeben, zwei Netze sich selbst entsprechender Flächen, zu welchen die 
(mit Ausnahme von FV) reelle Flächen F gehören (vergl. $ 8 Formeln 
(288), (e*), (282%), (282°) und $ 9 unter I B1)). Die Wurzeln der Gleichung in 
co sind o=üi, -i, 1, -1, 1, -1. Der ersten und dritten Potenz einer Substi- 


tution S entsprechen zwei zusammengehörige vierzählige uneigentliche Colli- 
neationen, während S? die geschaart involutorische Collineation mit dem 


Axenpaar B, B‘ darstellt. 


Beispiele: 1) Zu Tetraeder 7,: vgl. $ 18 A2). 


e — 0 200 — 097 men zn, 
a — ru ma | ») P v: 2, — 2 CU a | NER: 
Near Sa. la er älle 
| x, —iIy 2, = ug | h . or, = up rg | h 
-G®%... B) B9) ... GV 
X =; — | 
5 Be NE | geschaarte Involution 
5%. Xu dein 2 4 3)io: | mit Axenpaar B, D‘. 
-B)...-B@ 
Haupttetraeder: 
ie eotg eotg g tg ?p cotg @ a 
RR EN MR. Due tr re 2 4 (A) 
2/2 2/2 2/2 2/2 
ZB) 0 Dee Deu nn SINGEN 
i 2/2 2aya 2/2 2/2 
Z, (6) -».» - 1+itgp ill+itgyp) cotgp -ieotgp...Z, ($%) 
Z, 64%) -. . l-itgp l—itgp) cotgp Gcotgp ... ZZ (Po) 
os Kay os oc Kam ad 1 O0 een Vo 600 35%) 
Ky Km... -ltiotgp 0 otgptitgp —2 -(Ey+d) +27 | Du | —|AB%| 
Kan Bas . . . -(lHieotgy) O0 etgytitgp 2 -(tsyt) +23 ID, |—=| AB | 


(vgl. (39b) in $ 43). 
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Tetraedraler Complex: (&, 2 + (X %— 2 2) eotg p+ (a, u +2) tg p — I. 
) tg 
Complexbüschel: (ei = 2 ee ze) +4» =0 oder u, +", —). 
Das Netz in sich ee Flächen: 
k Z?+1Z2+2mZ, Z, =0 


enthält #®, entsprechend den Werthen k=1, I/=1, m—=<: ferner ent- 
I 


[o 0] I 


sprechend den Werthen = /!=1, m = -- die Fläche 


F®...2?+2°—2,?—27?—2 cotg ?p (21 3 — 2 2)+2 cotg p (2 2142 3) = 0 
oder... +22? +24? = 211429 +23? — 0 (vgl. $ 45 unter I2)) u. s. w. 


3) = — N, m 4 =, %5 — 03 
Se ae Pal UU SS ein my .E1r234,; 
I; — In U 0 ra 
N ee | BO 00 
eo = 2 0, — Up 
Ey an nel geschaarte Involution 
2. : a gr 
5 lo — 09 6 = -%; | Ir; | mit Axenpaar B, BD‘. 
le) 
Haupttetraeder: 
1 t cotg 1 
RC I oe... ZA) 
aya. 2ya 2/2 v2 
1 tg tg il 
2, (D;) se — 59 ARL 4 77, (4,) 
2/2 2/2 2/2 v2 
Z(b) -.. -eotg?pt23 -cotgp(li+2ı) Y5 0 ...Z, (4) 
7, 64) - . . eig p—2i -ootgp(l—2) Y5 0...2(8) 
Ko, Rzı...cogp -+ictgp sp Figp 1 Fi...(B,5) 
Kız, Ka :-:-: V5 -V5 eotgp(1+20) -eotgy(l+2) -cotg?p+2i -cotg ?p+2i 
Kın Ka... V5 Y5 eotgpy(1F22) -eotgyp(1F2i) -—(cotg ?p+2i) cotg?p+2i 
ID |=|4%, | und | DO | = |AM|. 
Tetraedraler Complex: 
x u  colgp R %  eoig ’p tg  feotg Br N 
r( 208%p 2 23 x) Fl a | on a 


Complexbüschel: &, +42, = ). 
Das Netz in sich transformirter Flächen: 
k Z?+1Z2+2mZ, Z, —=I9 
enthält die Fläche F entsprechend den Werthen k=1—1, m = = ts p: 


1 - 
ferner entsprechend den Werthen k=1=1,m=-ztg9 die Fläche 


2) 


Door 
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F®: -—2,—cotgp ?+tgp 22+2 2? +2 18 9 2 242 cotgpz 342 2 2 — 0 


oder y +23 +22 = 2 +13’ +27° = (, 


welche zu den 144 in $ 45 unter I 2) betrachteten Flächen FW... Fr) 


gehört; u. s. w. 


13B) 900 vierzählige Axencorrelationen der zweiten Art. 

Die zugehörigen Substitutionen sind bezüglich mit denjenigen für 
die 900 vierzähligen Collineationen 13 A) übereinstimmend; nur sind den 
beiden zusammensetzenden Substitutionen die gleichen Vorzeichen zu er- 
theilen. Die 12 auf das Tetraeder 7, und die 24 auf 7, 7, entfallenden 
Substitutionen sind bereits in $ 18 B2) betrachtet worden. 

Für die diesen Substitutionen entsprechenden vierzähligen Axen- 
correlationen der zweiten Art (vgl. $9 ITA 3)) sind die beiden sich 
involutorisch entsprechenden Axen je ein Geradenpaar B, B' und zwar das- 
selbe, welches für die entsprechende vierzählige Collineation das Kantenpaar 
K,,, K;, des Haupttetraeders (vgl. 13 A) und für das Quadrat der Substitution 
(sowohl der die Collineation als auch der die Correlation bedeutenden) das 
Axenpaar der zugehörigen geschaarten Involution darstellt. Die Mittel- 
punkte und Ebenen der festbleibenden Strahlbüschel sind das Punktpaar 8 
der einen und das Ebenenpaar B der anderen Axe; jeder der 60 Punkte 8 
und jede der 60 Ebenen B tritt also 15mal auf. Aus den früher ($ 9 
II A 3)) Formeln (70)) aufgestellten Formeln lassen sich leicht die Gleichungen 
der beiden in sich transformirten Complexe, der in sich auf die zweite Art 
transformirten Flächen zweiten Grades u. s. w. entnehmen. Die Wurzeln 
der Gleichung in o sind 1, —1, i, —i, &, —i. 


Beispiele: 1) Zu Tetraeder 7, vgl. $S18 B2). 


ZI = Lu Us ET 
4 7 ‘ 4 ‘ 
N N Zee 2 — ro Eu — cn | ur 
hi } a DT WR ; ER 
LH TEA TH 5 — In %e TI | 
Ga... 8, NE) 


S?—= B,V)... B® wie im Beispiel 2) zu 13 A) gesch. Invol. mit Axenpaar B, B“. 


Axenpaar:tgp F2i 1 0 ceotgp 9...(B, DB). 
Mittelpunkte (Ebenen) der Strahlbüschel: 
. 1 1 1 \ 
| 0 5) eotg g PR v2 2 .. BD, (B>;) | 


1 1 1 
| 3 eotg y 0 zo 3 gp ... By (B;\). 


3) 


St 
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Die in sich transformirten Complexe sind: 
pP , % eotg 9 


dt am +%—=0 oder 2,4% =). 


Die Fläche F) wird auf die zweite Art in sich transformirt u. s. w. 


x, = Ta 26: — = — my xy —r93 
= z en i ers [-1* 28 43; SEReR 3 > a ” N 
Br 6 —%; | f Bess] 
9... B® BO ..G® 


S?—= B, U)... By wie im Beispiel 3) zu 13 A) geschaarte Invol. mit Axenpaar B, B'. 
Axenpaar: cotgp +ieotgspg -twp TFitgp 1 #i...(b, B) 
Mittelpunkte (Ebenen) der Strahlbüschel: 


1A 1 
| 3° sy 5 colg p 0 ....Bo (Ba) | 
0 0 0 Re] 

Die in sich transformirten Complexe sind: 
„go EP, % „, ctE P Ep, %\ _ 
(2 9 Kolen +2) +( Begehung "hg 0 
oder &y +xı = 0. 
Die Fläche FÜ, ebenso die im Beispiel 3) zu 13A) betrachtete Fläche FÜ: 
++? = at a4? — 0 


werden in sich auf die zweite Art transformirt u. S. w. 


14A) 1200 sechszählige uneigentliche Collineationen. 

Die betreffenden Substitutionen können nach ihrer Zusammensetzung 
und Zuordnung zu den Tetraedern 7, ..7-, wiederum aus der "Tabelle (70 A) 
entnommen werden. Die 32 auf das Tetraeder 7, und die 2 (+24) = 64 
auf die beiden Tetraeder 7;, 7, entfallenden Substitutionen sind bereits früher 
($ 21 A) betrachtet worden; von den dort unter a) aufgeführten tritt hier 
nur die Hälfte auf. 

Die Eekpunkte (Ebenen) je eines Haupttetraeders sind einmal ein 
reelles Punkt-(Ebenen-)Paar, nämlich je einer der 60 Punkte 8 (je eine der 
60 Ebenen B), speciell je ein Punkt e&,..e, (je eine Ebene &,..&5) und je 
einer der 600 Punkte & (je eine der 600 Ebenen X) (vergl. $ 41 unter 6)), 
speciell je einer der 48 Punkte d (je eine der 48 Ebenen 6) (vergl. (6) in 
$ 41 und (129) in $ 3), sodann ein imaginär conjugirtes Punkt- (Ebenen-) 


Paar, nämlich c«, © (Y%. 70). Das reelle Kantenpaar eines Haupttetraeders 


2) 


Weitere Beiträge zur Theorie der räumlichen Configurationen. 385 


ist ein Geradenpaar 0, 0‘ (vgl. (8b) in $ 41), speciell ein Geradenpaar %, % 
(vgl. (8b,) und (116) in $ 3); die beiden imaginären Kantenpaare, welche die 


die Fläche F“ berühren, sind je ein Geradenpaar |®u|= | Ky‘, | (vgl. (28a) 
(30a), (32a), (33a) in $ 43) und je ein Geradenpaar | 8, | = | By‘ | (vgl. (28b), 


(30), (32b), (33b) in $ 43); speciell sind die 192 in (28a) und (28b) aufgeführten 
Geraden |Bc,| und |, | mit den früher ((136%, (136°) in $ 4 unter 4) durch 
p, p' bezeichneten Geraden identisch. Bei den 600 Haupttetraedern tritt 
also jeder der 60 Punkte ® zehnmal, jeder der 600 Punkte & einmal und 
jeder der 400 Punkte c, dreimal auf; von den 200 Geraden € tritt jede 
sechsmal und jede der 1200 Geraden |® «| und der 1200 Geraden |& co, | 
einmal auf. 


Die beiden, den Substitutionen S und 55 entsprechenden Transfor- 
mationen sind zwei zusammengehörige sechszählige, auf eine Art un- 
eigentliche Collineationen (vergl. $ 9 IB) unter 2b)), während 5? und S! 
zwei zusammengehörige dreizählige axiale Collineationen mit dem 
Axenpaar (, C' (vergl. 4A) in $ 47) und S> die centrische Involution mit 
Centrum 8 und Homologie-Ebene B (vergl. unter 12 A) dieses $) darstellt. 
Die Wurzeln der Gleichung in z sind 7=1, —1, -«, -a?, derjenigen in o 
sind 6=i, -i, ie, -ia, ia? -ia? (vergl. (620) in $ 9). Die.Gleichung des in 
sich transformirten tetraedralen Complexes, des Complexbüschels, sowie des 
Netzes derjenigen Flächen, welche auf die zweite Art in sich transformirt 
werden und zu welchen ausser der Fläche F) auch eine Fläche F% (vgl. 
$ 45 unter (55e)) gehört, ist mit Benutzung der früher aufgestellten Formeln 
leicht zu erhalten. 


Beispiele: 1) Zu 7, vgl. $ 21 unter A). 


Du in — 


[ 17) nein ih 
| © — 0% a | : () — a an 2 
ar ie ? 43-2 11,6 © 43 —2-1* 
| x, = 2, 8 = 8 | l I In = MX | | ir 
I Ze -I..: N 
Haupttetraeder 
A Oo Ü 0 0 In A A) 
er a Vor‘ ars WR) 
A (E55 or No An (A) 
ZEN = cos 1 Sina 07) 


49 
Nova Acta LXXV. Nr.l. 
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Kın Ka... cp +tiesp 0 0 sinp Fisinpw...(0, 0) 


|Buo]=|Kyı|..- sinp isnw ; —l -cosp Gcosp] 
| R4|=]|Bın|... up -isinp — —1 -cosp —icosp | veLleen) 
hr a f a ; und (32b) 
|: hl=|Ay|... sinp isn — 1 -cosp Gcosp in 8 43. 
IIRol=|Bıyo |... sinp sinp id 1 -cosp -icosp 5 


Tetraedraler Complex: (2) &— x, &;) sin y — (&;, &; +2, &;) c08  — 0. 
Complexbüschel: (x, cos p+.x;, sin p)-+ u‘ (@, 608 y — x, sin p) = 0. 
Das Netz in sich transformirter Flächen: 
k Z?+12?+2m Z3 Z; =.(l) 
1 


enthält FD, entsprechend den Werthen = 1= 1, m =5; ferner entsprechend 


den Werthen = 1=1, m = = die Fläche 


Fo... (2,?°—23?) c08 2 + (2?°—24?) — 22, 3 sin2y = 
= (x, e0osp+z; sin pw)? + (& sinp+z; cosyw’ tx?) _ 0 
— (x, sin py—x; 608 w)? + (x, 608 W—x, Sin w)> +23? j a 
(vgl. (55e) in $ 45) u. s. w. 


Die beiden Substitutionen 52, St: 


a = 3% 
| Um, 2 


a Ar = | 


a, = -iy a =iu | 4-32 _1% S4 28 FR 

; ie — on zer DE line Set nein | E22 2 
2.0) 0,2) GV... G® | 
bedeuten zwei zusammengehörige dreizählige axiale Collineationen 
mit dem Axenpaar (, 0‘ (vgl. $ 47 unter 4A)); die Substitution $° endlich 

4 = 73 u — TC 
71 BE = X; 
En ann a 

B®...-B® 

bedeutet die eentrische Involution (vgl. 12 A) dieses $) mit Centrum 8, 


und Ebene B.. 


3) B = u U | ıd=m = 2 
Ss LE => = I A zn 3 IE [3 allen S5 N. a u £ = ty er [3 2 *2],o- 
8 —un %6 — % %, ——% % > %ı 5 
MO ER) EV 
Haupttetraeder: 
1 eotg tg p 
AB). -- 3 2 0 = 05:02 (Be) 
v3 eos sin E 
2, (& 5 5 0 Gr ee Z, (K)!) 
Al) es Wach re ze 
Ze) er ON End eos re. Zalye) 


1) Vgl. Formel (6) unter 3) in $ 41). 


( 
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Kon Kyı...-c89» +iespy 0 0 saoy Fisnyw...(C, 0) 


\|Buul=|Ayı|--. esinv -—sinp ia 1 acosw —icosp | a 

(IRcb|l=|Bup]|-..:- alsinp isinw a? 1 a:cosw ücos vw) ver en 

Bu%b|=|Kn]|--: -esinw isiny ia? 1 -a®eosw icosp |] und a 
Rol=|Buayıl-.. -esny -isinp a 1 -acosp -icosp)) "> 2 


Tetraedraler Complex: 


top tgop_ Ts tgo_ 3 f cotgp _ 6) eotgp eotg’p 
Dar wg +23 > ar 3 UT Dem 22, a Pi are: 7, 


Complexbüschel: (x, cos  — x; sin w) + w' (x cos W — x, sin ) — 0. 
Das Netz in sich transformirter Flächen: 
kZ?+1Z2+2mZ, Z, =0 
enthält FÜ) entsprechend den Werthen —1= 1, m —;; ferner entsprechend 


den Werthen k=/=1, m —= == die Fläche 


Fo... (2°—23) + (22?—2,?) 0829 — 2 2,2 sin2y= 
= (7 608 9 — x, sin w)? + (X sinp+x, csyw? tz?‘ = 0 
= (x, Sinp+ x; 608 W)2 + (X) cos p— x, Sin )2 + x? | 
(vgl. (55e) in $ 45) u s. w. 
Die beiden Substitutionen 82, St: 


a = I; a, er a = a = rn 
4 4 4 4 
MDias——acaty: cu >= DE 05 - 
2 A ARE Sei: NH 1 2..1-42-3], 
u ee %5 —Lı % 4m 
Zell U... @ 


bedeuten wiederum zwei zusammengehörige dreizählige axiale Colli- 
neationen mit dem Axenpaar €, C'; und die Substitution 8°: 


x = 7 x%2 — Us 
AB, = —Cag a “ —= 
| ee ee ir | 


oe Zee, 
bedeutet die centrische Involution mit Centrum 8,, und Ebene 3,.. 


ea: 


14B) 1200 sechszählige uneigentliche Correlationen. 

Die zugehörigen Substitutionen werden aus denjenigen für die 1200 
sechszähligen uneigentlichen Collmeationen 14 A) erhalten, wenn den beiden 
zusammensetzenden Substitutionen gleiche Vorzeichen ertheilt werden. Die 
52 auf das Tetraeder 7, und die 2 (+24) = 64 auf 7, und T, entfallenden 
Substitutionen sind bereits früher ($ 21 B) betrachtet worden; von den dort 
unter a) aufgeführten tritt hier nur die Hälfte auf. 

49* 
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Für die je zwei zusammengehörigen Substitutionen S und 55 entsprechenden 
sechszähligen uneigentlichen Correlationen (vgl. $ 9 II B) 1)) hat das Haupt- 
tetraeder folgende Beschaffenheit. Ein Ecken- (Flächen-) Paar Z,, Z, (Z,, Z)) 
ist reell und durch zwei Punkte ® (Ebenen 7) (vgl. $ 43 unter 3b)), welche 
bei der Uebertragung auf den dreidimensionalen sphärischen Raum durch 
eine Umdrehung um T auf dem Hauptkreise € aus den Punkten 8 und & 
resultiren, speciell zwei Punkte p (Ebenen x) (vergl. (505 in $ 8) gebildet, 
während das andere Ecken- (Flächen-) Paar Z, Z, (Z, Z) aus denselben 
beiden Punkten «,, c‘ (Ebenen y‘, y), speciell &, &, (x, x.) besteht, wie für 
die entsprechenden sechszähligen uneigentlichen Collineationen 14A). Das 
reelle Kantenpaar K,, K» ist wiederum ein Geradenpaar (, C‘, speciell 
k, k'; die beiden imaginären Kantenpaare sind zwei Geradenpaare 
Bal=|Iril, 

speciell i (vgl. (41e), (41h), (411) und (410‘) in $ 43 und (50%), (507) in $ 8). Das 
Geradenpaar C, C‘ bildet die Leitgeraden für die beiden festbleibenden 
linearen Complexe ©, C“ und das Axenpaar für die beiden, den Potenzen 
S? und S! entsprechenden dreizähligen axialen Collineationen (vgl. 
4A) in $ 47). Die Potenz 5’ bedeutet eine Polar-Correlation mit einer 
Basisfläche F' (vgl. 12B) dieses $). 

Aus den Wurzelwerthen o=1, —1, a, —«, a2, —a? für S und 5°, den 
Werthen (vgl. $ 8 III unter 2) und $9 II B unter ı)) 


| v —— NE 
aa — Ay 7 ie 09 —Qa, 05 — a? und Dr — 1 Dan —=0 
2 | 


6} 


ergeben sich in einfacher Weise die Gleichungen des Complexes 2“, der 
festbleibenden Gewinde ©‘, C“, der Flächen @,@;,, welche bez. durch eine 
Fläche F% und eine Fläche F) (vgl. (65f) in $ 45) repräsentirt sind, der 
Kernflächen X, & u. s. w.; der Complex 2, der Wechselstrahlen zerfällt 
wegen »,' = 1,‘ in, die beiden speciellen linearen Complexe, deren Leitgerade 
je eine Gerade C, C* ist. 

Beispiele: 1) Zu 7, vgl. $21 unter B). 


) | H=ty % = 07 
5 


BE IR: an = — = ei 
| a — a Ban | .. ..[-43-2-1*]19; 


6,2) On 4) 
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S? und St wie im Beispiel 2) zu 14 A) 


Kae “Henn, ha 
ey ml -1-2-3 4], 
re u. =; | 


bedeutet die Polareorrelation mit der Basisfläche 


F9... 22°+22+2°—2? = (m to)’ + +2) + FR) =. 
Haupttetraeder für $ und $°: 


ER FT an 


BE) as: od ne OD oA) 
Zu (CH) ea seoRapr u emap) Olga 2, (Mi) 


sin ıD cos 1! 

Zul): ya 0 ee: Z, (Ih) 
Ko&...c0s» Htiesy 0 0 snpw Fisnp...(G, 0) 
IB;al-|Mryıl..-snp sn © ü -cosp cosp |] 
BRhl=eliy|...np sap - — -csw cosp ) | (vgl. (All) 
|Bhl=lıhyp|--- sinv -inp ii ii -cosp -cosp | ( .in $ 43). 
BRuol=|Iky,|...siny -sinp a: w -eosp | ) 


DH... —a 2 08 p+X, Ltr, X 8 25T, tg p 0. 


©... (&—2) eos y+(z,+2,) sinw —0, C"... (a,+32) cos y+(@;—x;) sin® — 0. 
| G, Le Z, Z, +2 Z; == zr +23?’ +2,°—23? —=(z, +29) + +2) + (2; +23)? — 0m: F® 


| (Basisfläche der S3 entsprechenden Polarcorrelation), 
| @2--- Zı 24-2 Z = (a? 232) 6052 y+23?+2,?°— 22, 3 5in2y= 
| = (7 &%+2, %,) 6082 + (x, 2, — 2 &)sin2y—y y =0... FW 


(vgl. (55 f) in $ 45). 
(& ...2 2 2-3 3 =Z 23 2 =tgp 2°+2?—cotgp 2°+ 


| 
+22>2 24 3 =-eotg94? 25: Ht59p 5° —L2425 5 —=0 j 
ARE TEN ANHEIHIR = -00tg any et | 
| +2 243 =tp 3?+&—cotgp 5?+2 5255 I. 
3) ir = bh -2 (= =) 

Se 2 N a] ae les =-r Ah=mr| | = 
= | ..|8-4-1*-2)4, > 25 = % % = zu [ .[3—4 1 *2]s; 
ao. za No 

S? und St wie im Beispiel 3) zu 14 A). 
(= =ay 8% Bi 
Ina ze a 
ee, “ Se mk 


ee) 
bedeutet die Polarcorrelation mit der Basisfläche F%: 
FO... z2t5p %3?+2 23? +ootgp 2,?°—2 cotgp 2, a+t2tgp 2 442 4% = 
Z —(@ 22 % 4% 2) CO Pp+lR StR + 2) + (a +2 +8, u) typ. 
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Haupttetraeder für $S und 55 


9) c cos ec sin! 
ZB... Aa) zm 
25 (©) 0 sin i cos 12.2 Zy) 
Z; (©) 0 sind —t cos p A) 
2} ) i 1 
N 7) 
Kon Kay... -089 +icoy 0 0 sinpy Fisinv...(C, 0) 
Nie l=lIhr,|... asinp -Siny ai —i acosp -cosp|] 
IM Bh|l=|MyY|.-. sin -sinp -—ati i a?tcospw —cosy [ | nr (411) 
| [2 s=|MAyp|... asinp sinp ai — a2cosp cosp| | in $ 43). 
IBol=|Iru|... esinp sinp ai i acop cop|] 
1 
Sen (a en ern rutgp ) +2, (a tg 9+x, +2, ceotggy) + 


1 
+%; (a2 eotg pt ER 5) =0; 


. (242%) 608 y — (0;+2,) sinp —=0; 0"... (& —2,) 608 y — (&,;—x;) sin p — 0; 
a .Zı Z +2 Z, = 2?—tg p 2?+2 2 De a+2t8p 2 2%+ 
+22, %3=0..F® (die Basisfläche der 53 entsprechenden Polarcorrelation), 


ee 
Zı ZZ Z3 == 2° - —— —a 23° — an 222 —2 eotg p 2 at 


2 
+28 4-3, 4%—0 
G3.. e 000 


5 9+/5 1 
— ( r Sau tE9 7 >) +2 (u tg y+2, +2; eotgy) + 


—T4 


Sr “= xy — xy cotg p+ —_ 2) = 
F .. 2 Z-AZ=Z 222 2Z= 
= 4° 9 —2; —2, 2 og p 24 „42189 41 3, —=0 
Ro... , 2 3 Z, =22 2 — 3 Z = 


15A) 1440 zehnzählige uneigentliche Collineationen. 

Die hierhergehörigen Substitutionen sind nach ihrer Zusammensetzung 
und Zuordnung zu den Tetraedern 7,..7-, wiederum aus der Tabelle (704) 
zu entnehmen. 

Die Eckpunkte (Ebenen) eines den Substitutionen S, 5°; 5°, 5’ ent- 
sprechenden Haupttetraeders sind einmal ein reelles Punkt- (Ebenen-) Paar, 
nämlich je einer der 60 Punkte 8 (je eine der 60 Ebenen 3) und je einer 
der 360 Ken (je eine der 360 Ebenen I) (vergl. (5) in $ 41), zweitens 


1) Hier ist, wie früher, ec? — 2+/3, 2 — aa 
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ein imaginär-conjugirtes Punkt- (Ebenen-) Paar 9, 9% (4, x) (vgl. (14a), (14b) 
in $ 42). Das reelle Kantenpaar des Tetraeders ist ein Geradenpaar G, @' 
((8e) in $ 41); die beiden imaginären Kantenpaare, welche F) berühren, 


sind je ein Geradenpaar |Bg |= | 7%, | (vgl. (26a) in $ 43) und je ein Ge- 
radenpaar |3 9 | = | By | (vgl. (26b) $ 45). Bei den 360 Haupttetraedern tritt 


also jeder der 60 Punkte ® sechsmal, jeder der 360 Punkte 3 einmal und 
jeder der 144 Punkte g, fünfmal auf, von den 72 Geraden G jede zehnmal, 
jede der 720 Geraden |®g, | und der 720 Geraden |3g, | einmal. 

Die vier bez. den Substitutionen 5, 5»; S®, 5” entsprechenden Trans- 
formationen sind zwei Paare von zusammengehörigen zehnzähligen, auf 
eine Art uneigentlichen Üollineationen mit demselben Haupttetraeder, 
während 52, 5°; S!, 56 zusammengehörige fünfzählige axiale Colline- 
ationen mit dem Axenpaar G, G' (vergl. 6A) in $ 47) bedeuten und > die 
centrische Involution mit dem Uentrum 8 und der Homologie-Ebene B 
darstellt. Die Wurzeln der Gleichung in x sind für 

5, 89 (83, S): z=1, —1, —, —e, 
für 83, 87 ($, S9): ==], —1l, —e2, 83, 
für 52, 88 (4 Sy: T=L,L ee, 
für S# SEA SII TI, 1, ES € 
ala sag a — ll, =, =il, =ıl; 
während die Wurzeln der Gleichung in o für 
8, 89 (83, ST): 6 =% —, TE tg tel, ie, 
für 83 87 (8, $): 6 =% —, 1E% AEdhie, ie u. 8. w. Sind. 

Die Gleichungen des in sich transformirten tetraedralen Complexes, 
des Complexbüschels, des Netzes von Flächen, welche auf die zweite Art 
in sich transformirt werden und zu denen ausser FD auch je eine Fläche 
F®) (vgl. (55a) in $ 45) gehört u. s. w., sind nach den früher (8 8 I) gegebenen 
Formeln leicht aufzustellen. 


Beispiele: 
(ı = ı-2%, a = in =; 
Y ay—ay mix 2 ee ea = 
Sr J) BET 4-3-2 1], 8%..1° ? Br PNA San 
\e5 = % 2 = %s I, nn eh 
Wer) AO) 
Heim nm (*ı — r) 20 — 2 
a ra LH Gr | 22 re In AN. i 
R 1, a2 A. 8 N las: DEE BERrIe |, 
tt, — X Co, = IH | re, —= X Co > In 
B;9...-B,0 Re re) 


Nor 
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Haupttetraeder: 
Ah) aso © 0 0 1 ..Zı (B,) 
HS) a 5 OT Ina Kine .AD 
Z3 (9) - 2: 7% <cop sing 0 .Z (%) 
7A (go). . ti -eosp Sing 0 9Z31%o) 


Kı, Kay... -csp Ficayg sing +ieing 0 0...(6 6) 


(IB: 9|=|Ix|..- sinp isinp cp Gcsp © 11] 
\IS%l=|Bın|... sing -—ising cosp —ieossp —i 1 | |(vel. (26a) und 
II Hl=|Im|-.- sing isinp cosp ücosp -i -ı | [(26b) in $ 43). 
\ISg]|=|B,%|--- np -isinp cop cap i — I) 


Tetraedraler Complex: 2= (x, % +23 z;) sin 9+(2, &; +2; %;) cos — 0. 
Complexbüschel: (x, cos 9—x; sin 9) + u (2, e0s Pg—r, sin 9) — 0. 
Das Netz in sich transformirter Flächen 
k Z?+1Z2+2mZ, Z, = 
l 


enthält #) entsprechend den Werthen 7 —7— 1, m 5; ferner entsprechend 


den Werthen £—1—1,m—=-; die Fläche 
Fo... yV5 (ea? 29) + (&2?°—23?—4 2, 25) | 
= (x, 608 9—x, sin p)? + (© sing+x, 608 p)?-+2,? | —=( 


— (x, sing+x; eos 9)? + (©, c08s 9— x, Sin p)>+x;? 
(vgl. (55a) in $ 45) u. s. w. 


Die vier Substitutionen S2, St, 86, S®: 
b} 


x en 2 = In | ve, — a 2 — 21 
x" —=—r x —xr - : x. =: x' = 
r Te ee, Wie a Beil: 
| I, I % Lg U; — U 5 — Was 
ZEN ED) 
ar; 29 | Hey - 
a, = 23: 32 — 39 | or er — Vag DE — —T4 
KA Neal ss..) a a se in: 
Bir x AU | 1, = FR 
HN... MED. ED 


bedeuten vier zusammengehörige fünfzählige axiale Collineationen 
mit dem Axenpaar G, G' (vgl. 6A) in $ 47); und die Substitution 5°: 


| a =m b——ıı 
4 4‘ 
ge x, —% 4 ——403 
a U ...[1-2 3 4ı 
eu GT 


-B®.., BD 
bedeutet die eentrische Involution mit Centrum 8, und Homologie- 
Ebene B, (vgl. 12 A).dieses $). 


Sr 
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a, — 2, 2) — 8 x —  % 20 11 
ar = rei Cr y—my ay=-0 
1 a) GER — = . 749 Be — A; = % 
oa 69... 
a = 0 I =%3 = u =. | 
x, — a 4 = a [34-1 asır X in = 
2, m = 0 N em Kurs 
OR) B;? Zehn) 
Haupttetraeder: 
1 tg cotg 
Zee ee . ZB) 
tg pe si ; 
28 ... TI , up ..ZaW 
2 2 2 
Zs (90) —e3sinp —El Cop ESnp COSY Aa (Gi) 
Zı (9%) —esinp —EcoSp &tSinp CP ... Z; (u) 
Ko Ba::-0 csp Ficosyg -sinpg +isnpg 0...(@G' 
B-, — le Tiyn | 202% Hesingn, singe isicosgy .cosp €2 
51 go X / f pP ? | 
\ISgl=|Bax%|... —i -iesinp sing Ecosp cosp e | | 
Bıgol=|In|.-.. 2 Sesnp sing dGecop cap || ( 
Sa|l=|Bırh)|-:-- % Azsinp Sinn —tEecosp cos E&? j 
g 1 p P p / 


Tetraedraler Complex: 


vgl. (26a) und 
6 


b) in $ 43). 


2= X (a+3ı eotg p— + typ tn tsptm,)+R; (tgy+xy+x; cotg p—0. 


Complexbüschel: (a, cos 9— x, sin p) + « (x; cos 9— x, sin 9) — 0. 
Das Netz in sich transformirter Flächen: 
k Z?+1Z2+2mZ, Z, = 09 


enthält 7) entsprechend den Werthen = 1= 1, m —; ferner entsprechend 


—2 (2, 2342 2) 008 p — 0 


Me 


den Werthen = !=1,m= 2 die Fläche 
) 1 D) 2 2 b) 9 B 
ID 'V (21° 22? +22? 22) — 2 (21 22423 24) Sin ?2p — (2 23 —2y 25) sin 2 p — 
5) 
= (x, sin 942, 608 9)? + (% es 9 —2;, in p? +2? = | _ 0 
= (x, 008 9—z2, sin p)2 + (@; sin y +, cs !+m2| 
(vgl. (55a) in $ 45) us. w. 
Die vier Substitutionen 82, St, 8%, 8°: 
a = ag a = a =i, % = -In 
ei —= ea zu — Te Meer ak: Ss.. © —En zu — tg 
ERTL x, ag oe I 
ae) "0... .® 
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| x, = -üÜyr x = Io | ı I: x = rı 

ni SE 7 a Br "12345, 8 2 = ein E rz SE 9 Aab 31541; 
5, = % U — TI | 5, %6 = 828 | 

| GN... -G60),.. 9) 


bedeuten vier zusammengehörige fünfzählige axiale Collineationen 
mit dem Axenpaar G, G' (vgl. 6A) in $ 47) und die Substitution 5°: 


%ı — Ca x = X 
= an sn | £ 
S5 2 a oe, 
| am u — a | 
OR 


bedeutet die centrische Involution mit Centrum 8;, und Homologie- 
Ebene 3,, (vgl. 12 A) dieses $). 


15B) 1440 zehnzählige uneigentliche Correlationen. 

Die zugehörigen Substitutionen werden aus denjenigen für die 1440 
zehnzähligen uneigentlichen Collineationen 15 A) erhalten, wenn den beiden 
zusammensetzenden Substitutionen gleiche Vorzeichen ertheilt werden. 

Für die den zusammengehörigen Substitutionen S, 5°; 53, 57 ent- 
sprechenden zehnzähligen uneigentlichen Correlationen hat das 
Haupttetraeder folgende Beschaffenheit: Ein Eeken- (Flächen-) Paar Z,, Z; 
(Z, Z,) ist reell und durch zwei Punkte & (zwei Ebenen 4A) (vgl. S 43 unter 
3a), Formeln (40e)), welehe bei der Uebertragung auf den dreidimensionalen 


sphärischen Raum dureh eine Umdrehung um 7 auf dem Hauptkreise @ 
aus den Punkten 8 und $ resultiren, gebildet, während das andere Ecken- 
(Flächen-) Paar Z, Z, (Z, Z.) aus denselben beiden Punkten g,, 9% (Ebenen 
4, 4) besteht, wie für die entsprechenden zehnzähligen uneigentlichen Colli- 
neationen 15 A). Das reelle Kantenpaar X, Ks; ist wiederum ein Geraden- 
paar G, @'; die beiden imaginären Kantenpaare sind zwei Geradenpaare 
I%;9 | = | Ar x | (vergl. (404), (40e) in $ 43). Das Geradenpaar G, G‘ bildet 
die Leitgeraden für die beiden festbleibenden linearen Complexe ©‘, C* und 
das Axenpaar für die vier, den Potenzen 52, S', S°, S> entsprechenden fünf- 
zähligen axialen Collineationen (vgl. 6A) in $ 47). Die Potenz 55 
bedeutet eine Polar-Correlation mit einer Basisfläche F® (vgl. 12B) 


dieses $). 


Sal: 
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Aus den Wurzelwerthen 
o=|1, -1l, & -s, et, —e! für S und 59 (bez. 53 und 7), 
o6=1l, -1, &, -—&, & —e für 83 und S7 (bez. $ und $°) 


folgt bez. (vgl. $ 8 II) 


DR an tg [0 5 
GR—ION —El 093 = &, a — j 1 ; e) er ee | 
und hieraus le te) ter, sin p 
| v,— 2, v, —0 

BR 2 — &-+e — eote E £ 
und CH —\, a3 — E&}, a3 5] i —— 3 2 er v' — DU — EL E23 — | 
und hieraus | v, — {ei E?) = cotg g, cos u 

2 Pr 08 


Daraus ergeben sich in einfacher Weise die Gleichungen der beiden 
Complexe 2“, 2%, der festbleibenden Gewinde C‘,C“, der Flächen 6,, @., 
welche bez. durch die Fläche F (die Basisfläche der S5 entsprechenden 
Polarcorrelation) und eine Fläche F'9 (vgl. (558) in $ 45) repräsentirt sind, 
der beiden Systeme von Kernflächen X, KW); KO, K% u. s. w.; die Com- 
plexe 2,.,, 2, der Wechselstrahlen zerfallen wegen »‘ = »*, in die beiden 
speciellen linearen Complexe, deren Leitgerade je eine Gerade @, @’ ist. 


Beispiele 
1) (Vgl. 1) unter 15 A)). 


52, 54 5%, 85 wie im Beispiel 1) zu 15 A); 
a DD — | 
Re | Ben Ann 

er: ıG—=% | : 

B®9...B 0) 
bedeutet die Polar-Correlation mit der Basisfläche: 

F®... 2?2+22+23?>—? = (43) + tr)? + a; FR)? I. 

Haupttetraeder zu 8, 5%; 83, 8°: 


sn pancosipe rn lee Zu Ah) 
Z2 (9) --- Ü -60sp sing Or 128 (ao) | 
2 0)... cosp sin 0 ...2 (%) | 
Zorn con 7 (AR) J 


50* 


= ara | Te TE 
4 4 4‘ ‘ 
ns don—ar —— T x, I ui = = 
a 5 ‘ % i ...[—4-3-2 1]ı-- So e » essen 
IE en is re: en ar | 
B;®),.. B) B;®... B,® 
Ih. m r A ne 7 ” 
x = — 12 x3 = X %ı — To ar 
4‘ 4 4 
3 —xia Lu %r | - U = ss &y — Io JE a u. 
4 n n [ 2 —4 lıs Si... en „4 - . [3 = —1*]j9; 
I, —ıi % — Is | 3; I ra | 
3 50 oe 


SEE 
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Km Kos. -e0sp Ficosp sing +isinpg 0 0... (G, @) 


(\&o|l=|Axo| ... snp snp cp cap I | 
\\&gl=14%]|-... snp sing cp cosp -i  i | (vgl. (40d) und 
||. Gl|=|An|-.-- sinpg -inp cp -cap — —i | kr in $ 43). 
\I|&g|=|A4x%|-.. sinp -sinpg cap -csp © Gi | 

2" 2.2.2 2 cotg g— a y +22 + u) tg py+Lz X = 0 

2%, ...—0 X + (X 2422 2%, 8) eotg p + u typ — 0 


C ... (+2) 0osp— (&+zx)sinp=0, C"... (@—Xe) 608 p— (3 —x,) inp =). 
Gi: .. Zu Zu +2: Z, = 2? 422 +23? — 2? = (m Ho) + Er) + (FF)? =0.. F® 
| (Basisfläche der S5 entsprechenden Polarcorrelation); 
| G; ... Zı ZZ Z = (a? +22) — (2?) 082 942 2229 |, F® 
= (@) 2—% %) 608 2 9 —(2ı &, 42% &,) in2 p+2;, X ) -& 
(vel. (558) in $ 45). 
K®..2Z, Z+e9g a Z =gy ı +7 AZ = 
tg @ 21° 4+23?+cotg p 23?°—2 2,°+2 18 p 22 25 | Pe 
2 Si2+eotg p ?+&?—tg p 2 ty 5 | 
R®d...tgpZı Z, +2 2Z=24 2 489 AZ, = 
2 tet ty 2ey2z | _y 
=tgp &?+&? -Feotg 52 [27428 py GL; | 
ir ...2 Zı Zu -eotg p Zu Z, = eotg 9 Zu Ge ZZ = 


Il 


| l 


— cotg p Zi? Hg p 22? —23°+2 2,°—2 cotg @ 22 | 
—2 5°? +tg p 53?—cotg p 5,°+2 cotg p S & | 
R9...cotgp Zı 42 ZZ = 2Z Z-eotsyg 3 Z, = 

2 222? +tg p 2, —cotg p 27?+2 eotg p 22 23 | ERS 
cotg p Sr+Htg p &r—L2+2 52-2 ct | 


I || 


—— DR. 


I I 


2) (vgl. 2) unter 15 A)). 


2 —Ig a) — ig | [ x =% x = —XLı | 
X, = —Tıs AR = LT; | I so ) X = 7 Yen = 79 = z 
sau 1=a[ zen den, = [1* 34 2]; 
(ZEV Tz) EOS 
a xy — %3 [ en Tas) 
j %3 = %o xy = a, N Unnzarerg g7 |; = -ın ıd, —% 
ee 2, ee en, = ee [-3-2-4 1]; 
| RO) (BON 
S2, S4, Ss, 85 wie im Beispiel 2) zu 15.4); 
x = 728 x = ti | 
NS re Depzane, 
re . [-2 —4 -3 1*]1s 


| GI... ® 


bedeutet die Polar-Correlation mit der Basisfläche: 
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F® ... z1?+cotg p 22 —tg p 22?+2 2? 218 p zı a+2 eotgp 1 3 +2 2% 2, — 0 
= (+23) + &—xı)+ +20) = (aaa) + tr) + tem? = 0 
(vgl. $ 45 unter II 2), Formeln (54h)... (541). 
Haupttetraeder zu S, $°; 83, 8°: 
l+eotgp.cosp tgp—cosp cotgp—sin p 


ZA 5 5 3 -5np ...Zı (A) 

9 (m) oo —e3 sin p —et cos p esin p 89 ...Z (Hi) 

2): -- —e? sin p —E C08 p ei sin p c89 ...Z (0) 
t —1 t S tg sin 

ZUBE. m 19 seTen® eotg DaHEn En RZ 


Kıv Ks --.- 9 cp Ficsy -Sinp +snp 0 ...(G 


(By l=|Axrl|.-. © -esinp sing -—eecosp cp de] 
\I&%|l=|4m|--.-i -&sinp sing, -ecosp cosp -ie? | | (vgl. (40d) und 
|&yyl=|Akp!|---- &sinp snp ecosp cosp ie | [ (40e) in $ 43). 
|&yl=]Ay]|--- © 2sinp sing &2cosp cp —ie| 
DU 2... 2 (t2, cotgp+z, cotg py)+x3 —r, cotg®p+x, tgytx)+ 
+2, (& tg p—2 x, +2, eotgy) = I 

2%... 2% (tg ’ptzytg Ha), (& cotg Pp—xı v5 +r,tg?9) + | 

+2, —a 5 ta, tg pt tgy) = 0 


©... (&—%3) 608 p— (a, —a,)sinp=0; CC"... (+2) 608 p—-(&+3;) sing — 0. 
G... 4 +32 = 


1 eotg q tg p 
= 22 + —— 2 Se ö 


2 Sata —gp 2 atotgp a sata —=0... FO 


= (2, +2%)?+ (@— 22)? + & +20)? = (23)? + +8) + (+27)? = I 


(Basisfläche der 5° entsprechenden Polareorrelation) ; 


3/5+1 
14 VöH 


Il 


3/5—1 R R 
Gr... Z Z-2 Z, =tg°p.2°+ a — 29 23?+2 23242 cotg ?p .2ı 22 — 
—2 cutgp 2 23 +4 eotgp 2, y+t4tgp 2, 3 —# 2 +2 22 2, — 0 


1 = 
= — —_ (% +23 &)+V5(@ Kt; 2) HE pP (X +82 8) + 


cos ?p a 
Ä 3V5+1 
+ Sin 29 x % —cotg ?p x Dinar eh 
K®...2Z Z+tgp AZ =tgp (1?+2)?— (23?—2,2) — cotg p 2 22+ 
+ eotg ?p 2, 23 —2ı A—tg?p 23 2a ttg pP 21 22422 23 — 0 
ıl 
— +3? +tg pP 53?+2 cotg p &?+2 cotg p I +2 &ı &ı+ 
+28 5 &,—2tgp{&, +2 cotgp a &; — 0; 
e 1 
KRD...gg 4 2,22, = cos %p 2 +3 22? +tg?p 23?+2 c0tg p 22? + 
Ss -p 


+2 08 p 2, 3+2 2 4+218 p 3 1 —2tgp 2, a+2colg pay  — 0 
tg 9 (4452) — (3? 549) — cotg p &ı &+teotg p & —Lı G—tg?p &; + 


„ 


+89: +. 5 = 


m} 
m} 
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K9...2Z, Z—-etggp Z, Z, = 2?+ cotg p 23?+1g p z2+V5 2 3 —eotgp 2 + 
+eotg?p 2) 2442 3—cotgp 2 attg pP 2 2, — 0 
= tg ?p S?+eotg ?p 5?+3 6°+2 52445 25 Sr2eotg’p &ı + 
+2 5 4-2 eotggp 4, 642. 5 — 0; 
K,®9 ... eotgp ZZ, —2 ZZ =tg’p 21?+ cotg ?p 2?+323?+22? +42 2 — 
— 22 2342 eotg ?p 2, 2342 23 23—2 cotg p 2, 2+2 2 23 = 0 
= (+ eotg p &’+tg p Z?+V/5 Iı E—eotg p &ı Ssteotg ?p &ı G+& &ı— 
— ey a+tgy ai). 
$ 51. 

Eine besondere Untergruppe der Hauptgruppe Gwwso- 

Von den zahlreichen Untergruppen, welche in der Hauptgruppe G40 
von 7200 Collineationen und ebensovielen Correlationen, bezw. in der in- 
varianten Gruppe 6%), enthalten sind und von denen die Untergruppe ee 
bez. G(% bereits oben ($ 23 und $ 46) erwähnt wurde, soll hier nur noch 
eine besondere Untergruppe G,,. bez. 6 betrachtet werden, welche auch in 
geometrischer Beziehung grosses Interesse bietet und mit Rücksicht auf 
eine weiter folgende Anwendung als Pentatop-Gruppe bezeichnet 
werden möge. 

1) Die 120 Collineationen (und ebenso die 120 Correlationen) dieser 
Untergruppe gehören zu je 8 einem von 15 der 51 Polartetraeder 7... 2; 
an, welche in $ 41 unter Ne aufgeführt wurden, und zwar von 
5 Systemen D je dreier Tetraeder in desmischer Lage aus der ersten 
Gruppe D.. 

Solcher Zusammenstellungen von 5 Systemen D giebt es 12, welche 
sämmtlich D, gemein haben, nämlich: 


D, D D D D w D Da Da Du Dis 

Din:D: Di Di DE „ Dim Di DosDn 

D, D, D; Do Dis ” D, D; Ds D,; D:; (72) 

D, D; D; D, Dis ” D, D; D; D;; Dis 

D D DD Di Du »„ DD D Du Di 

Den, ..D, "Dun De. we 1; Di 
Wir wählen für die folgenden Betrachtungen die Zusammenstellung 


D, D- ID); Du Dh: eo 5 er ee. 1 (72«) 
oder (vgl. $ 41 unter (D)): 

DEN ER: 

Di; 22.10 15 I 

Dy. 2 0 Taaı Tas Tig (729) 


Du eWlafss Tıs Ta u | 
ID Den Tıo T3; T;; 
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Von den 5.12—60 Eekpunkten (Seitenflächen) dieser 15 Tetraeder 
treten 10 Punkte 8 (10 Ebenen B) dreimal und zwar zu je zweien als 
Eckpunkte (Seitenflächen) von drei Tetraedern auf, wie aus der folgenden 
Zusammenstellung erhellt, in welcher diese 10 Punkte 

Ba, Bi, Ba, Bir Bo, Bar Ban Bao, Bas, Bas 
(Ebenen Bs, By, Ba: Bz, By, Bir, Baı, Bas, B5, Be) 
durch fetten Druck hervorgehoben sind; die übrigen 50 Punkte 8 (Ebenen B) 
treten nur einmal auf (vgl. 7, Tr, Tırr in $ 41). 


Te BB T, ... B: Bis Bao B:| 
TBB BE Di). Ps N BE Bi Bir Bes (D,), 
T; er jei B; Bio 8 8: | r ONOTD B Bis Dis | 
T,ı Be B.* Bas Bir B;; Perg. B, Bi B;; B;; 
Te... Bi Bao Bo Bis (Di), Ta... DB Ba Bu Bu) (Du), (727) 
Tag aWlels B* Bır Bay B;; Tr Dr. O0 Bıı Baı B;; 8. | 

Tıa... B*% Br Bi Bao 

Ts... Be Bar Bis Bis) (Di) 

Tr. Bir Bar Bıı Bu 


Diese 10 ausgezeichneten Ebenen B (Punkte 8) sollen durch o (und 
v) in folgender Weise bezeichnet werden (vgl. Formeln (17)..(19) in $ 41): 


tg op ctgp 1 
0 (B;;) .. 0 Fu s - 2 U (B;s) 
t etgp 1 
02 (B;;) I 0 > 3 . ta (B5,) 
R cotgp 1 tg 
03 (b;s) 290 2 2 2 = —* UERE tz (B;s) 
eotgp 1 tg 
0 (B;;) az > 3 . 0 Yu (B;;) 
05 (B;) 0) 1 0 0) T; (B>) 
N (720) 
0% (B,) 0 0 0 1 ts (B,) 
1 1 1 1 N 
0; (Bı) Dee, m ein) tr Bıı) 
1 1 1 1 
os (By) 3 3 3 ‘2 I (8) 
1 il 1 1 
05 (B,) 2 9 5) b) Yo (B;) 
A 1 1 1 1 
010 (B,) 3 => 3 3 - To (8) ) 


Die 10 Ebenen o,..0o, schneiden sich zu dreien in 10 Geraden 
K,..K,, welche zu den in $ 41 unter 5b) durch © (bezw. %k) bezeichneten 
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200 Geraden gehören, ferner zu je zweien in 15 Geraden I... I, welche 
zu den in $ 41 unter 5a) durch B (bez. e) bezeichneten 450 Geraden ge- 
hören. Entsprechend liegen die 10 Punkte r;...r,, zu dreien auf 10 Geraden 
K',..K' und zu zweien auf 15 Geraden 7%ı..7,, welche bezw. die reci- 
proken Polaren der Geraden X und ! sind. Die Plücker’schen und 
Klein’schen Coordinaten dieser Geraden sind in der unten folgenden Zu- 
sammenstellung (727) und (728) angegeben. 


Die Schnittpunkte der 10 Ebenen o1..0. sind einmal fünf Punkte 
T,. Ti, T,, T,, T,, durch deren jeden sechs Ebenen g hindurchgehen und zwar 
je vier Gerade X und drei Gerade 7; entsprechend giebt es fünf Verbindungs- 
ebenen z,, 7ı, 7, 7,, 7, deren jede sechs Punkte r enthält und zwar je vier 
Gerade X’ und drei Gerade 7‘, welche bez. den Seiten und Diagonalen eines 
vollständigen Vierseits entsprechen. Die 5 Punkte T (Ebenen r) gehören 
zu den 300 Punkten D (Ebenen 4) (vgl. $ 41 unter 4) Formeln (7)). 


Zweitens schneiden sich die 10 Ebenen o zu vieren in 10 Punkten 
Rı.. Ro, durch deren jeden eine Gerade X und drei Geraden 7 hindurch- 
gehen; entsprechend liegen die 10 Punkte r zu vieren in 10 Ebenen 
Pı.. Pı, deren jede eine Gerade X‘ und drei Gerade 7‘ enthält. Die zehn 
Punkte R (Ebenen P) gehören zu den 600 Punkten 8 (Ebenen X) (vergl. 
$ 41 unter 4) Formeln (6)). 


Die 3 Kantenpaare ! und ” der drei zu einem der fünf desmischen 
Systeme gehörigen Tetraeder schneiden sich zu je dreien (in der aus (724) 
ersichtlichen Gruppirung) ausser in einem der 5 Punkte %,..T, noch in 
drei Punkten &, welche mit T zusammen die Eckpunkte eines der drei 
Tetraeder bilden, welche das zu dem betrachteten desmischen Systeme 
eonjugirte constituiren. Entsprechend liegen die 3 Kantenpaare ” und ! 
zu je dreien ausser in einer der fünf Ebenen z,..r, noch in drei Ebenen 2, 
welche mit 7 zusammen die Seitenflächen des zu dem conjugirten desmischen 
Systeme gehörigen Tetraeders bilden. Diese 5 Polartetraeder, deren Ele- 
mente in (72:) zusammengestellt sind, kommen als Fundamentaltetraeder für 
die Transformationen der in Rede stehenden Gruppe in Betracht. 
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1 1 
. (05 6 0: 05 0 Q10) - - - 0 7; Dr cola ES tet, dag il 
tg 9 eotgp 5 
E 2 s 0 —= 0) ——— on EN I 
(02 03 0 05 07 0%) 2/2 FVERBENE \ [ u re 
tg eotg p v5 
Ä a (9: I > a euerst.srantole 
(01 01 03 05 Os O1) 2/2 FVERETZ: Hr % 1% tu]! (729) 


eotgp _V5 _tEY 
e 3 0: BEN a 
(01 02 04 96 Or 01) EEE 


BAUBIE- ER: [rı By LT Do] 


etgp 5 te 
- (01 02 03 06 05 @) - - - 2/2 = 22 


>} 


SEDAnTeh It, 19) Ty Tg Tg to] | 


eotg 2p tg%p V5 
(015705 07.09) Sou Om — Se en 
(015 05 O7 @) 2/3 73 2/3 It o] 
cotg ?p to 5 
5 DR 5 05 [0 enge — 0) = ——z = s P; eos te rt 
(025 05 08 010) 2/3 9/3 2/3 [rt s Lo] 
29 5 _eotg’p 
. (05 &% 0: a ) I re: 
(03; O5 07 Q10) FVEBBETZ, 2/3 3 13; % 10] 
tg ?p v5 cotg ?p b 
: WORROREON)E er — 0 -— —__— a ee er: 
(04; 06 0s 0) 2/3 2/3 9/3 4 [tr 6 Is ] 
t ) top 
- (855 Q1 02 0) - - - - . 0 = On Pre. te] 
? v3 v3 (720) 
tg p eotg g 
(085 0: 05 _— 0) _ 0) Per ar es Br Urt; 
(055 05 0 9) VB 73 h [ ı%] 
EEE NR 
& 5 H) sa En — = _—— a NE N 
ers agenäee) aV3 ay3 aya 2Y3 lerne were 
1 v5 1 v5 
. (' s> 03 7 0: DO — —M— = = ei . P; re NIoRatomd %7 
san 2/3 2aya a2y3 2/3 | ti] 
1 v5 1 v5 
- (095 ER = —o-= = — SPS te: ) 
(eu; @1 04 010) v3 aya 2/3 2/3 ; Euzzezze) 
1 v5 1 v5 
R 0 A zyak m = ErSETSaT- 
- (0105 02 03 0) - . - 2/5 ya ya 3 = Div: > [Bose Tat] 
(alt ; ; ; 
. | 0; 0; 05 | = | T, I; N, Tı | ee an 00 Here —1-ı 1-ı 1 
OB : 
18800 | = | %; Rt; 100 Te ae er 
W120 Can) 
OL | O6 0, 010 | = | I FR N; 19° | ed 00 1 O1 040 1 — 1 — 1 D 
ll E : 2 
ofte#: | 0 08 09 | = en S,; R, Tı 0 0 ) 1 Sheks 1 — —1 ? 1 ? 
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| otgp O 0 3 # 
K:..\0ı »o | | UN; ts |.-| ö : RR . cotgp -ictgp 0 0 -tgp -itggy 
00 
BR. 93 65 | = ı; Bw]... | ee N . cotgp iotgp 0 0 tgp -itgy 
|-tgp —1 eotgp| 
K.\a8ol=|u S; hul-.|,°? - "eP|.. 0 ip Ep iogp coigp 0 
tgp V5 eotggp| (791) 
Ip 1 cotgp| = 
BR. |aa0|l=|% %; u) er EP. 0 itgp -tEp -icoigp colgp 0 
Itgp -V3 eotgp| 
tg —] cot | 5 ; 
ran Brenn 9. tEp 0 -cotgp -itgp 0 -icotgg 
\tgp -y> -eotgp 
tag Ieeot; | 3 h 
KR jososon te ee It 0 cp Ätgp 0 -icotgg 


Laser tgp \5-eotg p | 
Die entsprechende Darstellung für die Bestimmung der 10 Geraden 
K'..K'o folgt aus (727), wenn bezw. 9, T, R, r durch vu, z, P, g ersetzt, in 
den Plücker’sehen Coordinatenwerthen die beiden Horizontalreihen mit 
einander vertauscht werden und in den Klein’schen Coordinatenwerthen 


dem Faetor i durchweg das entgegengesetzte Zeichen ertheilt wird. 


nl 
I, + |.09 0105 Ay 1; | = | Rı No; B; 9; BU Ayy||lo@ | 1 0 1 | 0 1 1) 0} ) [0 
| | 
l; 505 Ah | = ER; U do |.- | » 0.0 | 0 0 ı 1 0 0 
14202 21 
220703; 2 == ats Pen yoga) |ee 1 0 1 1 0) 0 (0) (0) q 
il t | B - 5 
l; .-|92 05 3% || RR; ; Bo Bo; UT | .- t ne | ..tgp ıtgp 1 — colgp —ıcotgp 
gp 0 0 | 
-t 17 1% : e h 
l; ..| 0, 095 A A, |=|R, Rı; Bio Bar; le 3 ER 2 ..-eotgp — -tgp —eotgp 1 ıtgp 
—cotg?p—\/ Feotgp 
top 1 tg°’p ; R : 
ls --|09 05 4A |=| RR; Bis des; SU | -- a ENG . 1 tcotgp cotgp ıtgp -Igp 2 
-eotg?p\/ 5-cotgYp 
ton —ı to 2 | £ q . 
l; ..| 03 Q105 As A | = | Rs; Rıo; Ban Ba; u Dr l.- 5 5 ne as: -eotgp —i tgp vootgp 1 itgp 
—eotg ?p 5 eotgp 
—to 1 -to 2 | B s z 
oe ARE Bee SP... 1 icotgp eotgp itgy tgp i 


eotg ?p /5 eotgp| 
0 —1 eotgsp 


bh ..|105; ss |=|RR; Br Bd; Tl. | .tgp itgp -1 i cotgp —ieotgp 


tgp 0 09 
-tgop 1 0) : ; r 
fe „l= SO Dapl Er .—t ittep 1 — cotgp vcotg 
ne l/er 065 An A RR; Bis Bar; Lo 3a | a N sp ıtgp sy sp 


eotg?p 1 cotgp| 
| sp -V5 te%pl 
eotg?p 1 zeugt 


-gp V5 pl 


.eotgp Ai -tEgp -icotgp 1 -itgy 


lu = - | 02 Q105 Aı2 An | = Rz Rın; Bas Bis; L%ı 8] -- 


lo -.| 01 95 A Au | = | Rı Rr5; Baı Bir; Lı2 Ta]. 1 -ieotgp eotgp itgp -tEp ü 


(729) 
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cotgs?p —1l cotg | 
ls... | 01 09; As Aıs | == | Ri RN; Bar Bis; %s T, | ..| 2. Vz RT 
ı tsp V5 ts’p| 
| -eotg?p 1 eotgo| N ö 

I. | 0 05; As As | = | RR; Br Bus; u | .- NE A A u, eotgp eotgp itgy typ —i 
| tsp V5 -te?p| 
tg q 1 or 

Ie=» | 03 05: Aız Aus | = | RN; B;> Bo; Lıs zT, | oO an 


.eotgp -—i tEgYp icotgp 1 -itgy 


(729) 


..tgp tgp 1 —i -cotgp -icotgp 


0 -eotgp | 


Für die reeiproken Polaren !, .. 7; ergeben sich die entsprechenden 
Ausdrücke, wenn bez. 0, , RB, 8%, T durch ,&, DB, B,A,r ersetzt und in 
den Plücker’schen und Klein’sehen Coordinatenwerthen die angegebenen 
Vertauschungen und Zeichen-Aenderungen vorgenommen werden. 

Die Beschaffenheit der 5 Polartetraeder 7..7®, deren Eckpunkte 
(Seitenflächen) je ein Punkt T (je eine Ebene z) und drei Punkte & (drei 
Ebenen 2) sind, ist aus der nachfolgenden Zusammenstellung (721) ersicht- 
lich. Die 15 Punkte &..%,; (Ebenen Aı..A,) gehören, wie die Punkte T 
(Ebenen 7) zu den 300 Punkten D (Ebenen 4A) (vgl. $ 41 unter 4), Formeln 
(7) und $ 43 unter 2ca), ß), y) Formeln (34a), (36a)). 


1 i 1 { 
00 ol kp aloe e 0 75 0 72 anne [ae dbon] 
1 1 
Lo all ln UAo oe v3 0 7 0 Ay [45 &, 3%] 
es N 1 Se (72.0) 
L; Dr (i, 2) l,) ee 0 v2 0) BZ 010.9 Ag ee. R hy, tz] 
1 1 
3 Re ( l,, l;) 30 v2 0) "ya 0) Ty ° [, I, ";] 
2 N: In Br cotg >p u ig >p je 1 1 
ll ke Lo). I 2/3 0 NZ Z ee a ne li LE 
j ’ tg p 1 eotg p 
(DH Er = = — TE ee a 
“ ‘) 2/2 v2 2/2 2/2 f a TO (721) 
et tg 1 gg 1 2 
8, ar} (du (Be l,) DE oO 9 To = = 7= ... 16 OO 1%, Im Ns] 
alas Var aaa, weala 
1 tg F eutg p v5 ; en 
SE ce re EN, TE 0 NE SE ln, d., 16] 
AI=, tg op 1 eotg p 1 
ll Ze A, A Fa 
> 2/72 ya aya aya u ı 
Der, Se I 
v2 Va ya a3 le 
N cotg >p tg 2p 1 E ... (72 15) 
ee (fi en la) = —- —_ —— — —_ Ag [ I; 2%] 
2/2 2172, aa 
tg o eotg p | 5 
2 ln id | —— 4 > „ E 
T, (l m) 2/3 2/2 9) 75 T [2 ) I, I ] 
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tg ?p 1 eotg ?p 
So hun dio) 275 Says re 0.2. dore- [Bios din Ze] 
eotg p 1 tg p 1 ; 
L%ı--- ro ln Fi) - - -— a 9/8 > v3 Arc [ho An do] 
. / / / 3) 
Be cotg p 1 ts p 1 TE a) 
2... do lın id) - -- 0/3 2/3 2/8 "5 ... A... [ho an Fin] 
‚ot ) /5 a 
SE, 5 90 (kp iin ko) es en 5 = a7 0 are ll Far Gas) 
/2 / 2| 
tgQ 1 tg 1 
as... (an Pin Bi). - ee z ar A MS) 
zu/ 2, 2/ 
4 D eotg op 1 tg p 1 4 
Uns» 2 (key In (an) a a 9/2 9) 5 2] > Z een lien lat, hs] 
nr T®.,.(721,) 
tg 2 1 to %p 5 
%s ... (ls, ls, l1;) ee = 2/2 = — 0 9.0.0 Aıs 9.0 [lıs, ia Ks] 
tg /5 to _ 
Tr 22 llıs, I, Moe: er 25 _ = 0 TR [Fıs, ls ls] 


In jeder der 30 Ebenen B, welche bei den 15 Tetraedern (727) nur 
einmal auftreten, kommen für die nachfolgenden 'Transformationen noch je 
zwei Gerade G in Betracht, welche in einer solchen Ebene liegend je fünf 
der 30 Punkte 8 enthalten, von denen jeder bei den 15 Tetraedern nur 
einmal auftritt. Da sich in jeder Geraden G fünf Ebenen B schneiden, so 


30 


. 2 - . . . . 
giebt es ° 2 — 12 derartige Gerade, welche sich zu je zweien polar- 
[9] 


reeiprok entsprechen. In den Formeln (72x,) .. (72z,) sind diese Geradenpaare 
nach ihrer Lage nebst ihren #;-Coordinaten aufgeführt (vergl. Formeln Se) 
in $41). Die Reihenfolge der Punkte 8, sowie die Einführung der Gegen- 
punkte 8‘ ist hierbei mit Rücksicht auf die Projeetion der Figur auf den 
dreidimensionalen sphärischen Raum und auf den hier in Betracht kommen- 
den Fall der Regelmässigkeit so gewählt, dass die aufeinanderfolgenden, 
einem Hauptkreise G angehörigen Punkte einen Winkelabstand von 36° 


haben. 
(a ..- B: Bis Bon Ba Bal=|Bı Br Br Bo Ba - -:- sp igg 0 OT) (72x) 
164... |Bı Bar Bar Bo Bu |=|Bs Bis Br Ba Bo |---wp-igpg 0 0 1) 
\Gr ...|B3 Bis Bas Bar Bir. |=|Bı Ba Ba Ba Bas |-:-wp ip 0 0-1] (72%;) 
(@%...|Bı Bis Ban Bias Bus | | Bs Bis Ba Ba Br |... tgp-itgp 0 0 1 i) f 
\ G; ehe B- B,, B'95 Bi Bas = || /% Bıs Bi B33 Bis a tg op 120087 tgp| (72%;) 
| (Co II} Bıs Bu 35 Dis —7B B;; Ba Bis Bas |... 1 0 tgY — VW tg p) : 
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Gr --. | Br Br dir da Br 
I@.-. |B5 Bo Bar Br Bes 


I=| bu Ba Bas by 
| 
\G »... | Bio Ba du Bar Br | = | 
ı=| 


bB; 
B: Bır Ba By By; 
B 


| 0-tgp id 0 -itgg) 
I 

12 Ba» Bys Bo Bis | Sa 
| 


1 
: : 72 
1 0O-tsp-i 0 an x.) 
.0 1 tsp itsp 
0 


0 
079g: 
| (die | Be Bar Bun Ba Bd; || Bio Br Bu Pu B,, |... lv tgp-itsp 0 ) (226) 
\ a elore | Bır Bis Ba B’a2 Bis | = Bız Bas Br Ba; By | A e 0 ] 72%,) 
1G% 00% | Bıa Bas Bir Bas Ban | = | Bo Bıs Bs2 Bas B;; | N) 1 7 tg p i tg p 1) \ ( AR 


An der betrachteten Raumfigur lässt sich noch eine grosse Reihe 
interessanter Lagenbeziehungen nachweisen, welche anschaulich hervortreten, 
wenn man die in je einer Ebene auftretenden Geraden und Punkte (analog 
die durch je einen Eekpunkt hindurchgehenden Geraden und Ebenen) in’s 
Auge fasst. Einige der wichtigsten dieser Beziehungen mögen noch kurz 
erwähnt werden. 

In jeder der 5 Ebenen 1, ..r, liegen 4 Gerade X‘, welche als Seiten- 
paare eines Vierseits 3 Eckenpaare r, 3 Diagonalen / und 3 Diagonalpunkte 
& bestimmen. In jeder der 10 Ebenen o treten 3 Gerade X auf, welche 
ein Dreieck mit 3 Eckpunkten T bilden; die drei von den Eekpunkten aus- 
gehenden Geraden /, welche sich in einem Punkte R schneiden, treffen die 
gegenüberliegenden Seiten X in je einem weiteren Punkte R; die harmonische 
Polare zu dem ersten Punkte R ist eine Gerade X‘, welche die 3 vierten 
harmonischen Punkte r enthält; auf jeder der drei Geraden 7 tritt ein Punkt- 
paar ®8 (zu den 50 Punkten 8 gehörig) auf, welches mit dem zugehörigen 
Punkte T einen Punkt & als vierten harmonischen Punkt bestimmt. 

In jeder der 10 Ebenen P liegen 6 der 15 Punkte £ und zwar so, 
dass das von ihnen gebildete Sechseck ein Pascal’'sches (die Pascal'sche 
Gerade X’ enthält 3 Punkte r) und zugleich ein Brianchon’sches (durch 
den Brianehon’schen Punkt r gehen 3 Gerade 7” hindureh) ist u. s. f. 

Bei der unten zu betrachtenden Projeetion dieser Raumfigur auf den 
dreidimensionalen sphärischen Raum können diese Lagenbeziehungen auf 
den einzelnen Hauptkugeln leicht überblickt und die bezüglichen sphärischen 
Abstände, Neigungswinkel u. s. w. aus den Coordinatenwerthen sofort ab- 
geleitet werden. 

Es sei noch darauf hingewiesen, dass die fünf Punkte T,..T, (und 
analog die fünf Ebenen 7,..r; des Pentaeders) nicht beliebig angenommen 
werden dürfen, um die obige Raumfigur zu erhalten. Die Figur eines be- 
liebigen räumlichen Fünfecks enthält zwar ebenfalls 10 Verbindungsgerade 
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K, 10 Verbindungsebenen go, 15 Schnittgerade 7 und 10 Schnittpunkte R, 
aber die für die obige Raumfigur charakteristischen Punkte 8 und 2 (analog 
die Ebenen B und A) treten in einer solehen Figur nieht auf, so dass ins- 
besondere die für die specielle Raumfigur vorhandenen fünfzähligen Colli- 
neationen für die allgemeine Figur nicht existiren. 

Die Configuration eines räumlichen Fünfecks, speciell des hier be- 
trachteten mit den 5 Punkten T,..T,, den 10 Ebenen og und den 10 Geraden 
K und 15 Geraden / lässt sich durch das Symbol (vgl. $ 1 unter 3)): 

(ae 10-22115,1,2105 9), 
die dieser reeiproke Configuration eines Pentaeders, speciell des hier vor- 
liegenden mit den 5 Ebenen 7,..r,, den 10 Punkten r und den 10 Geraden 
K‘ und 15 Geraden !‘ durch das Symbol 

(162,4, 10?+ 154, 540) 
charakterisiren. 

2) Es sollen nunmehr die 120 Collineationen (und ebenso die 120 
Correlationen), welche die unter 1) betrachtete Raumfigur in sich überführen, 
übersichtlich angegeben werden. Wie bereits im Eingang von 1) erwähnt 
wurde, gehören je 8 dieser Collineationen (und je 8 der Üorrelationen) 
einem der 15 Polartetraeder (72y) an, und zwar je 4 eigentliche und 4 un- 
eigentliche. Dieselben sind in den 7200 Collineationen (und 7200 Corre- 
lationen), welche zur Of. (6015, 725) gehören und in den $ 46—50 behandelt 
wurden, enthalten und sollen, wie dort geschehen, durch die Substitutionen 


in z;- und in tetraedrischen Coordinaten charakterisirt werden. 


2D) Die hierhergehörigen 60 eigentlichen Oollineationen 
und 60 eigentlichen Correlationen. 
I, A) Die identische Transformation: 
en EN (5). > 0 0 eo) 
oder. I) 7.70) oder [1 a3S me . ee) 
(vgl. $ 47 unter 1A)). 
I,B) Die Polar-Correlation in Beziehung auf FV. 
ID 70) oder, HU) ae ae. seh 
oder [4 —xs 2 24 2] = |I234h ....... %.. (738) 
(vgl. $ 47 unter 1B)). 
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LA) 15 hyperbolisch geschaarte Involutionen mit 
reellem Axenpaar 1, !‘. 
Von diesen Substitutionen gehören drei: BU) .. B® (vgl. $47 unter 
(594) dem Tetraeder 7), sodann je eine: B()..B) (vol. (9a,) einem der 
12 Tetraeder 7,..7,, (vgl. (726) an. Es sind in übersichtlicher Zusammen- 
stellung die folgenden: 


| DE N) 
LA)... Ibm Hd . [-3 4 -1 2]; Axenpaar: 4, 4, 


S 
| 
S 
S 
| 
8 
8 


| 
| 
JS ZED) BEE | am, a in | . [1-2 3 —4],; Babel, (74«) 
| 2, 2 6% | 
24 — a x) = -% | 
INA) so. Hohn. ann .-3-4-122); „ :1, 1%; 
| Da DL | 
| Li — Xıg &y = 2 | 
TE ee ns) . [8 -1 -2 4); ee lamlıos 
\;=-a. = Lu | 
| a ma ar | 
LA)... ! a3 = d=2 a „ : do, Ua, ı (74P 
| 2, = 0 vi, = Un | 
| a = &y a = au | 
IE) en Beh Sn .B 1-2 4A; 5: he Lıs; 
| ts, erg dry | 
| a) = X = -%ıs | vn 
Ik) 0 00 Lahn An: 23212 272]15 a) Rensılsslas 
| DIE, Erg | 
| a — 2, = U | 
NA a — io . [3 1 2 Abs; eher, (nen, (de) 
| 20: X, — 08 | 
| zu = %3 9 — 20 | 
A). le, Da — E13 [3 1* 2 4);5; el ln; 
| Bere 6 = —% | 
za 21 %, = —%s 
Inde & 0 ern ec = 84 4-3 2115 » : Is His 
| a, a; C, = %s 
er u) 
mil os ah uR: a N En) 
| x, — In E15 j 
| sn xy = -%s | 
TFA) Pe ce Ben El; A-3421, „ :5%; 
| x, = ay x = a | 
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| 4 = 747 2 = %Cy | 
I: Are xy — 25, gan Fragt en [4 32 1*]ı9; Axenpaar: lo, lo, 
| s-m K=-29 | 
1 Dig — 1098 | 
254)... 23 = &ı a4 —= mit... [432 1; Bl la Miss (748) h (74a) 
| a, —_ny = u 
| =, —in | | 
Il) Een x, = —%p [4 3 2 1*),; E es 
| %, = %ı 3% 


L,_. B) 15 Polarcorrelationen mit Kernflächen F). 


Die aus den Substitutionen (74a) durch Umkehrung der Vorzeichen 
von S) oder von ©) entstehenden Substitutionen, nämlich BON. TB2 
für L_, B) und +80)... FB;® für I;_, B), bedeuten Polar-Correlationen, 
deren Kernflächen 15 der in $ 45 unter I 1), 2) betrachteten reellen Flächen 
FW)... FÜ) sind. 


Beispiele: 


BI AR | 
I; B): x = 23 zy= AN... |1-23=2); 
ver N; | 
Kernfläche: ?+2,/?+2;? = 25?+23?+2,? = 0 \ 
E 3 ; : F;® (vgl. (178) m $ 7). 
oder: 2,?°—2y?+23°— 2? = 0 | > GelillTe) 7 
| =“, ——iu x, = 0% b 5 
Im): Ne a 2. [BrTgarale: 
X, — % x = Lıs 


t 1 cot 15 
oder: — 59 2° 2° + Se 23? | 
D) g 2 2 n 
+4 2 +2%42%, +2 2 | 
—tgp2 2% + eotg p 21 2ı 


L-_,; A) 20 dreizählige axiale Collineationen mit Axen K..K‘. 


Von diesen Substitutionen gehören je vier: (GW... C,® (vgl. $ 47 
unter 61a,)) einem der beiden Tetraeder 7;, 7,, je eine: 0, ... 0,® 
(vgl. 61a,)) einem der 12 Tetraeder 7,..7,, an. Die Büschel- und Reihen- 


axen sind je eine Gerade X und K‘ (vgl. (727) und 5b) in $ 41). 
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Ins 4) EEE 
| a = 0 
Sr: | a = 2, 
Be 
Mr Als 
a 2 
N en en: 
x, = u 
Tr A)n:: 8: | 
Ta Vs 
S? es %3 = LT; 
ri, — a 
Ips_s4 4) a Ss ar | 
a = % 
So 0 he 
| a, — a 
( a 
Ip; _36 A) RS | 
| x, = 29 
Sara x = 2% 
De —aıı 
TrsPA)ER=R SE: | 
a eh 
SD: Ar HR, 
x = 213 
og Alan Sr. | 
| a = 2%; 
DIR x, — a 
x, = 9 
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...Bß-4-1 2); 


Büschel-, Reihen- 


Axe 
RE N: 


xy 


—% | 
x9 


= ta A, 


(75) 


u 4 [3 4 —ı| —2], 

= 10 

Pr tar u. 
= —Ty | 4 

—r E —2 3 4];; 
= Cr 


- (75a) 


[8 ‚Q 
7 


— Te) 
EM [-2 —l 4 324; 
= X33 | 
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| x = 2 a = -0% | | | 
Pa 9 A)a.2u8n. I an B [2 43 lbs; 
| x, = %y x, = 2% 
ee ML " Büschel-, Reihen- 
= —T- = 71% 7 
ge | ü 7 2 2% 2 Axe ; 
ia = 2, Di a | [2 14 3]; RK; IRSE 
1, ag 6 ——%ıs 
| x, = 0; xy = 2 | 
Is A)... 8 | a N.) .|-2 -4 3 1]; 
‘ ‘ 
0, — a4 Lg = %y | 
| (758) (750) 
| er = Ay a = a4 | 
S2 x, — 21 24 =— —.722 | 2 Be ul 3];- 3.05 Ks Ko 
X, = 0g eg — Rp 
a ag ya | 
Iss_36 4A) IS Cs — 03 xy —C46 2 43 1*]3s; 
| x, = a a = u 
| x, = 73 6 — 00 | 
Yi 4 . > @ 
5? ds — X ee Ba -2 —1 4 3 lu Barc Ko K'n 
a, — U; U — 2 


Is B) 20 sechszählige allgemeine Correlationen. 

Die zugehörigen Substitutionen resultiren aus denjenigen in (75a) 
durch Umkehrung der Vorzeichen von &") oder von S®. Ueber die Be- 
schaffenheit dieser 'Transformationen S, S°, des Haupttetraeders, der Com- 
plexe 2“, der festbleibenden Flächen @,, 6, und der Kernflächen &, K, ist 
ist das in $ 47 unter 4B) Gesagte zu vergleichen. 

Ss? und St sind die dreizähligen axialen Collineationen 1,;_, A) in 
(753) mit Axen K..K‘, S°® ist die Polar-Correlation I, B). 


Bei$piele: 
| an, % — | 
ba a Bo ee a En® ao 9 [3 4 -1 2); 
| BE — %3 vg =n2 | 
an BT 
DIR ar Mm N... [2 —1 —4 3];. 
| Er en 2 dh 
1 2 
Zie er . 2, an) 
Vans v3 | 
ıl 1 1 ey 
Haupttetraeder De 6 6 ı/6 ® /: ... 2 
Ä D a 
(Eekpunkte cy, 1 2 hr = 
Seitenflächen 7,): IE. Seen — /: 8 
Vie u ).6 2 | 
1 2 
IH sy — a Se 0 . Zı 
Va nes: ) 
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K;, und KR, el Een. Kyrundak 

| Kır - DET er KO 

\As - 0ER 

Es 0. 0210, 0.0 Kr 

Te 1.000 Nano 
©... u +9 42% —0, 2"... 2 5 42 u 42, 9% 2 % +2, u +2, 0 —= 0 
CE... Dt 0% = |; 


Gı .- - Z Zt+2 2 .. 22423242? = 0 0der 2°+2°?+2°+2?—=0..F®, oh) 


Gy... Z ZZ 23. .2 (&, +23+2;)? +3 (0, —,)? + —2 © +03 +25)? | 
= 2 (y+2, +22 +3 + 2 mtr +2)? | 

oder 2°+25?+23? — 3 242°+4 (2 2— 2ı 2342 25) — 0. 

KL:-:-2Z 3 3 = 2 222 Z = 2°’+2%°+23?— 2 
+2 (2 2 

RB.: Z, Z4-2 3 I =2Z Z—2Z Z= —2/?+2 (2 9 — 


I;;_s, B) Dies Beispiel ist in $ 47 unter 4B) ausführlich lanilet 


0, 


I;;_. A) 24 fünfzählige allgemeine Collineationen. 

Dieselben sind in den im $ 47. unter 8A) behandelten 288 fünf- 
zähligen allgemeinen Collineationen Ge) ee ED, G'® enthalten 
und zwar gehören jedem der 12 Tetraeder 7,.. 7,; zwei solcher Substi- 
tutionen an. Diese 24 Substitutionen sind im Folgenden aufgeführt; es möge 
genügen, für je vier zusammengehörige Substitutionen S, S; 52, S® das reelle 
Kantenpaar G, G' des Kaupliekarders anzugeben; mit Benutzung der früher 
($ 47 unter SA) und $ 8 I, sowie $ 9 IB) unter 5)) aufgestellten Beziehungen 
können die Coordinatenwerthe für die imaginären Eckpunkte g, (Seiten- 
flächen z,), die beiden imaginären Kantenpaare 9, ebenso die Gleichungen 
für die tetraedralen Complexe, das Complexbüschel und das festbleibende 
Flächenbüschel leicht erhalten werden. 


a, HR, Zu a, Reelles 
Dee | =, si ...[Bß-1-2 4], a 
paar des 
I I 
% Me bs Haupt- 
| I ea Ro | tetraeders: 
S.. | Frese an N . [3 1 —2 4); 
4 ‘ — 
25 — %9 en Me, Kelle | 
37-104) i , I 0. 7621)1(76a) 
| Zu 99 120) X | vgl. (72x,) 
Q € 
SZ — rn a = 26 43-2 1%] 
| 2, = ay A — au | 
| x In u) == 22 | | 
SSRes era 00 am — N [-4 -3 2 1],, 
| Ber Be — 08 


52* 


412 


SEE 


SS 


Sr 


I4-52A) 


83... 


I53_56.4) 


Se 
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a, = x 
Dar 
a = x 
x 24 


Ar zo 
x = — Tas 
2 = 0% 
xy = a 
Fe 
= —%6 
xy — Lot 
EEE 
x — 243 
= %y 
La En 
u = 2 


A — 0 
Ale Be n 
4 io 

N 7 
6 — Lg 
3 = —%y4 

nd, 
X 

} 

2 — 

ee 

4 = % 
25 = CH 
en 
xy — x 

U 
4 — 4 
% — 0 

„4 — ” 
9 — Up 
may 

NE U 
2 = X 
xy = 08 
xy — 06 
al . 

I — Ip 
c y 

01 2 

„4 a 
u 
= | 


s 

IL = —Lıq 
Ban — — 1323 
m 


. [2 1 4 3],;; 


Fre 


Bee ie 


. 72 1* 4 3]ı5; 


arale43],, 


aan 


J 


Bene, 


Reelles 

Kanten- 
paar des 

Haupt- 
tetraeders 


G ... G \ 
vgl. (72%,) | 


Ga | 
vgl. (72%,) 


| 
| 


en | 
vgl. (72x,) | 


(763,) 


(76a,) 


(76a,) 


(76a) 
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H—Aı = | 
Ss . | a; = %5 ra — %9g ee, [2 43 Sn 
Par = % Ls = 13 | G ar 
Iss_564 ; i ED 76a.) 
£ =; =, | vgl. (72%,;) (76) 
83 a ig Lu — Ur... 2 1F A 3], 
%, — 2% = 0 | 
[ | X, = My = Ip | 
$ ale De = —Iyg Keen = %y4 0,00 2 —4 3 Ih, 
en 
| X, = -%3 BAR Lg (76a) 
| x = %y x, = In | 
Tc « 
54 . 2; = %y7 Bean == —Lzg Here [2 1 —l 3he; 
ne 2 
Isa =a | Re 
Is_04) 2 ? 7 (763,) 
| (re 3, —&o | | vgl. (72x,) 
Sm no. Pre 
| De = —X5 26 — IK | 
| =; = | 
Se %, — &y =&p 0::.-243 1%, 
| | Di —%ı7 6 — Lg ) 


I,;_ . B) 24 zehnzählige allgemeine Correlationen. 

Die Substitutionen ergeben sich (vgl. $ 47 unter SB) aus denjenigen 
in (76a) durch Umkehrung der Vorzeichen &) oder von S®. Die Elemente 
des Haupttetraeders sind dieselben, wie für die entsprechenden Substitutionen 
(76a); die Gleichungen der beiden Complexe 2“, 2%, der beiden Complexe 
der Wechselstrahlen 2, 2w,, der Gewinde €‘, C“, der Flächen @, 6 
u. s. w. können aus den früher gegebenen Formeln (vergl. $ 8 unter III, 
Formeln (486)... (489)), analog wie in $ 47 unter B) leicht erhalten werden. 


Beispiel: 
[ | x =% 6, = I | | 
Se X = 5 an — ZA [3 =. —2 5, 
| Zu — ig 0, = 5 
| x = Au x — | 7 ur 
59. 6, = 4 = 4 Sa 1 46; 
DL — 
]3—40.B) | | s E = R Er (0) 
%ı = %s 2 — 012 = 
Ss | X, = 2, x, = | —4 -3 2 ll; 
25, —=%ı Lg — 05 
| x — 19 a —%g | 
| 7 | x, = 13 x — | 4 3-2 1*|;,. 
T ) 


| 
| 
S 
S 
| 
® 
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Die Potenzen 2, S!, Ss, 5 stellen die fünfzähligen Collineationen in 
(764) und zwar in der Folge S?, St, S, 53 dar, während 55 die Polar-Corre- 
lation in Beziehung auf FO) (vgl. I, B) unter (73«‘), (738)) bedeutet. 

In den beiden nachfolgenden Tabellen (77A) und (77B) sind ähnlich, 
wie in den Tabellen (69A) und (69B) des $ 48 die sämmtlichen eigentlichen 
Collineationen und Correlationen 
einem der 15 Polartetraeder zugehörigen Substitutionen angegeben und in 


übersichtlich zusammengestellt, die je 


(77B) die auf jedes dieser Tetraeder entfallende Zahl von vier Substitutionen 


aufgeführt. 
Collineationen: | Substitutionen: Correlationen: | Substitutionen: a a 
| | 
7, A) Identische Trans- KO 6O) IB) Polareorrelation in? +J9.. FJ® 1: 1 
formation | Bezug auf MV | 
T_1 A) !Iyperbolisch- B®..B®; | I-ıs.B) Polar-Corre- | +B,®.. +B,® ME 15 
geschaarte Involutionen | B,®..B,® | lationen mit Ken- | +5,®.. #B5,® | Tr 
mit Axenpaar 1... | | flächen H® | | 
Iy_3s A) Dreizählige | qG9®..0C9%; | Ins B) Sechszählige | +40... E08 | I: 
axiale Collineationen  (y®.. 0,9 jallgemeineCorrelationen)| +0,50... +0,59 | T5..Ty, 
mit Axen K...K' | 'Eekpunktec, (Flächeny,) | 
| ‚ des Haupttetraeders | 
I;r_s0 A) Fünfzählige G®..%® 1 IB) Zehnzählige ( +G,d.. FS®) m. T,| 2 
allgemeine Colli- 69 ..G®9  \allgemeineCorrelationen.  +RV.. Fa@| li; 
neationen. Eekpunkte g,, Ebenen %, | 
Eekpunkte g, und des Haupttetraeders. | | 
Ebenen 7, des Haupt- Ein System von Kern- | 
tetraeders flächen | | | 
| | | 
| 
| | = 
F \n Je ein |Jeeinsderl2 
\ = ya” m tr: d » 
g . T;, Tr, | 1% .. Dr 
1,4) IB) Eee (77B) 
AEG A) RB)... 1462) 5) | —— | 1 
I,4)... 134) I,B)..:17B | —— | 4 1 
1,,4) DCHO IA) | J;; b) ne 1,,D) zr- u 2 


(77A) 
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2II) Die hierhergehörigen 60 uneigentlichen Collineationen 
und 60 uneigentlichen Correlationen. 

Es treten (vergleiche $ 49) nur drei verschiedene Arten von un- 
eigentlichen Collineationen und ebenso von uneigentlichen Correlationen auf, 
nämlich 10 centrische Involutionen, 30 vierzählige und 20 sechs- 
zählige allgemeine uneigentliche Collineationen und entsprechend 
10 Polar-Correlationen, 30 vierzählige Axen-Üorrelationen 
zweiter Art und 20 sechszählige allgemeine uneigentliche Cor- 
relationen. Die Beschaffenheit dieser aus den erzeugenden Substitutionen 
FEN... +Ss) und S)...&°) gebildeten Transformationen ist auf die in 
$ 49 angegebene Art zu ermitteln, ebenso die Vertheilung derselben auf 
die 15 Polartetraeder, welche hierbei in die Unterabtheilungen 

T; T, LT; 7, T,,, Ti Tıs und 73, Tr, Die Tas, Dos Ti Ds, 75, 

(vgl. (728) und (72y)) für das gewählte Beispiel zu trennen sind. 

Im Nachfolgenden sind diese sämmtlichen wuneigentlichen Trans- 
formationen angegeben und zum Schluss nochmals übersichtlich zusammen- 
gestellt. 


IL.A) 10 centrische Involutionen. 
Dieselben haben zum Uentrum je einen der 10 Punkte r, zur Homo- 
logie-Ebene je eine der 10 Ebenen o (726). (Vgl. (71a) in $ 50). 


Cen- Homologie- 


trum: Ebene: 
ı —Ay ya | 
I AEe0 —E3, en — din . 9... HP [3 1-24; ı-..-.0 
| x, — a % — Ay 
| a = 8 %y =; | 
JER, Al\ooaH ih any, x = %3 . 99... [3 —1* 2 A]; %n -. ... 03 
| , = 20 4 = —% | 
| = may | 
IT Als 25 — 2 zu 8 .-G9..G®..-432 1); ts... 03 (78a) 
| X, — —% 8 
| en — ip Vo RT | 
II, A) er I Sy m... GD..[3 2-10; ti... 
| VL) X = % | 
It I en | 
IT A) u 0 au — Us .-B®..B®..[1-234];15,....0, 
| a, a = W | 
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| 03 
Tin A): | an 
x, %; 

FE | x = I 
II, BurK Cu — In 
2, —ı 

1 

IDEEN) SA me 2 

Be 

| Da 
II, 4)... | x — 2 
ie == 6 
| RD 

ER ye2l)o os | I — ie 
in 
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Cen- Homologie- 
trum Ebene: 
Ge = 2 | 
&y = 2...-—B9..B®..[123-—4]|; 14....065 
2 = 1; | 
20, = —%; | 
ICH — 7; 00 0, 55 G,® 0,8 [3 41 2]; %ı=...0n 
x, — a | 
a = 1; | 
u a8 MIC, TV 2B A); 08 (78a) 
ar | 
x — Zu, | 
DR; a HER es son 
26 — 0 | 
a =, | 
= 2 ...-09..09..7214 3%; io ---.O1- 
ee | 


IH, „B) 10 uneigentliche Polareorrelationen. 


Die entsprechenden Substitutionen ergeben sich aus denjenigen in 


(78a), wenn das Minus-Zeichen der ersten erzeugenden Substitution weg- 


gelassen wird. 


Die Basisflächen dieser uneigentlichen Polar-Correlationen 


sind 10 der in $ 45 II betrachteten Flächen F®, (Vgl. $ 50 unter 12B). 


Beispiele: 


| a 03 2, Se) 
TED) ang man See eo ET = 4; 
| x, = 24 25 = A | 
Basisfläche: F®: 2, 29 —X, X —X5 2 = 2 Ag +2 2 +2 Zu = I 
ode u tt +5 24° en 
+2 2attgp 2 27 —eotgp 23 2 
| Kin; 5 — —U | 
TENB). 2. ks a4 = 2; 090,9. [Srzeea); 
| De Dr | 
Basisfläche: #9: 2, 2, —ay 2, —x, X, — 0 
oder: 43?+23°+23°+2,?4+22, 2 —2 


+2 23 4—2 < 


I, 4A) 30 vierzählige uneigentliche Collineationen. 


Diese Collineationen sind in den 900 in $ 50 unter 13 A) betrach- 


teten vierzähligen uneigentlichen Collineationen enthalten. 


Von 


30 


den 
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Substitutionen gehört ein Paar (-B... BU) dem Tetraeder 7,,je eme Baar 
(-c9... cd) einem der beiden Tetraeder 7;, T,, sodann je zwei Substitu- 
tionen (-B®...G{) oder -G12...B)) und je eine Substitution (-GR)... c® 
oder 2 3 .G9)) jedem der 8 Tetraeder 75,,..7,, an. 


Das reelle Eeken- (Ebenen-) Paar eines Haupttetraeders ist durch je 
einen Punkt & und T (je eine Ebene A und r) eines der 5 Polartetraeder 
(721, ..72:,) gebildet, das imaginäre Ecken- (Ebenen-) Paar sind zwei Punkte 
b,..b, (Ebenen % -. 8%) (vergl. (20a), () in $ 42); das reelle Kantenpaar ist 
das Geradenpaar !..7‘, welches das Axenpaar der geschaart involutorischen 
Collineation darstellt, welche S? entspricht, während S und S® zwei zu- 
sammengehörige vierzählige uneigentliche Collineationen bedeuten. Im 
Nachfolgenden sind für jedes S und S3 das reelle Kantenpaar 7..” und 
das reelle Ecken- (Ebenen-) Paar des Haupttetraeders angegeben. Die Aus- 
drücke für die beiden imaginären Kantenpaare des Tetraeders, für den 
tetraedralen Complex, das Complexbüschel, das Netz in sich transformirter 
Flächen u. s. w. ergeben sich aus den früher aufgestellten Formeln (vergl. 
88 (283), (e), A), $ 9 unter B 1) und $ 50 unter 13 A)). 


a4 = Bo: | 
Ba ee snune 
Ihr »4) 8...2 25 — a 4 I% = @) ! a). 
u 2 3 Y) ae ku lea 1 “oe 4 . 
| 2, = 0 hr | 
Reelles 
er: 65 — —4s 
n a 5 2 BAIN .[2 1-4 3], | Kanten-, Eeken-, Flächen- 
8 ee — u “ Es 0,9... -C,® ([ Paar des Haupttetraeders: 
| De N U — 5 | In so linden Arnd. Zn Gin 
Pa 3) a2 | 
= n = ... [8 —4 1 2]; 
Ten A Ben den [ “ 
| ; i ME | .—Bi9 ... B®; 
Li nibg a | 
| x, — —T9 n6) en | 29) 
u ö 47 58 ‚ 3841 2], | 3 
NE a — an N Ba en h, ... ba; g,, To; Ay, Toy; 
| a I — U; | | 
1% &y, — a3 | 12-34]; 
cr eFler/e a 25 
Tin ASIEN 25 2) 0, @ A»; 
| IE — _n ie —— 2 | . 1 ... $) 
[= a Ir [F3r4tın 2% 
SB. = Zu I: es by... U; L, Io; Ay, To. 
| 2, = a | | 
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a aut: 
= 25 
In 184) 8.. Sr -49... 0,8; 
—aer le & 
2 Reelles 
= er \ [4 9) 1*),, | Kanten-, Eeken-, Flächen- 
Ser © EN) | Paar des Haupttetraeders: 
x, I... 8, U; 2, 7, 
TI [2 -4 3 1); 
IIns_20 4A) Tue INNERE GW: 
Fe \ (7935) 


U 
SSR Du — 


| x; ) 
— 755 
= 243 -1#,;; 
IIsı_3 A) — 47 | ER i > 
— 3; 2 
vi ol At, 
83. | x; En . | I; Ve; pp U; As 7 
Bar z E 


Ils_s4 A) 


wi. -B9 ...® 
Sal ö 
2 Bee 
- 37 Ua 2 
| er -%% 0 B,® ( I Hr 15; % &; A 2 
5 


X39 Ä l (7923) 
x Dal 3 
: j En 24 4 . 
Se | di — B,%) a rk Is; &s, In; Ay, mo, 
x; - 
Be: 3 -—2 1],; 
0.0.0 —e 14 > 
gs A) —i TG | ETC 
— 15 
( 4 San | 
s b 7= 33 daR: . 
5 | is La en | Is Uy; 9, To; Ay, 7, 
— 
= = ] ae 
IIs_» A) 8 | 2 = 25 De 2 (@) 2 
BR 006 a =U; | F 
(79a,) 
| a Un a, = a e [3 1* 2 —4|3g | 
83 38 | x —E 2m — x9 | >‘ -0,® Br [eR0) | Io Sa Zn: ra T;; /ıo, T;, 
= hl 
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d 
x = Las x = Tg | [ 
7 R h er! 3] 25 
2 47» 
LIsı_33 A) 5 5b x, = 72 x = ir ? R = 
&, s RTL In | 030 — B;® te G®; 
X; — 2 %6 — I 
4 „4 
[| 21 = Yu 22 — 7 214-3] | 
Y = = 33 
83.. J x — 72 BEN = Tu! | 9 = MM SR U; %ıı, T,; Aıy Ta, 
| 7 x Bl | 
Ce; — Ip 26 — x = 
f Den A; . (79a,) 
ET TEE se Brzser le 
\ JS DEE DD 260 
Ilss_34 A) S egeNe x — 739 Tu = Tg G 2) BD: 
N} Bd > N) ee - ee 11 ... 2 ’ 
N Re 
4 4 
x, = I ra — dr | [ R 
5 n - une 2 —1* 4 3],, 
S8 rz— a d—lsf B,® G ng he--- Fin; Yın Ta; Ayz 73. 
In \ |. -B9...@® | 
%, = Xs Lg — —Ung 
cı = I 29 — 83 | E 
- 2 —43 1) ; 
Y 4 u a [2 353 
Ils_3 4) S. xy — ds ay—ıiy | _B,® G®,; 
B = : 9... 
C; PATE ee — Un 
4‘ 4‘ 
Da eb lom) E75 13 | 
z 21-43] 
RS PÜRGESESIER Sjoje! 2 24 LEE Gen 
83 BB = eu L 6,8 B,® | la...Fıs; U Ti Ay Tu 
0 ... L O-O,D 2 
&%,=--I% m: 
a  —) 
Erz 242 ell,; 
Y | S [2 72 5; 
Is A) 8... | x, — xp ey = Lg [ _@,®& B,® 
er ey „4 
2, = 094 I, — Iy £ \ (79a) 
2 5 
u a in — en 
| 21a) | 
4] 5 SS -, u [2 4 AR- 5 
Doreen > —ag B,® Go hy. -Dr: La, Tu; An Ta 
I 1.89... 6® | 
LE ED ra ZT, 
Men Del | 
| / ... 8 12 4; 
JObsery al) IS oe a — x = 4 | —/NN®) 7,0 
%, — Xıs x, = & 5 j 
4 4‘ 
x, = Ta x = 797 | 
| Sa: & 
Ser \ x = 29 ay=xu ER . ls... Dis; Ss, I; Aıs, T- 
2, = -Iyp x, = 29 = - 


I,_, B) 30 vierzählige Axencorrelationen der zweiten Art. 

Die zugehörigen Substitutionen stimmen mit denjenigen in (79a)... 
(79a;) überein, wenn den beiden zusammensetzenden Substitutionen die 
gleichen Vorzeichen ertheilt werden. Für die diesen Substitutionen, 
welche in den 900 in $ 50 unter 13B) betrachteten enthalten sind, ent- 
sprechenden vierzähligen Axencorrelationen zweiter Art sind die 
beiden involutorisch sich entsprechenden Axen je ein Geradenpaar ?..7‘, mit 
dem reellen Kantenpaar des Haupttetraeders für die entsprechende vier- 
zählige Collineation übereinstimmend. Dieses Paar ”..?' ist auch das Axen- 


53* 
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paar der geschaarten Involution, welche S? entspricht, während S und 5? 
zwei zusammengehörige Axen-Correlationen darstellen. Die Mittelpunkte 
und Ebenen der festbleibenden Strahlbüschel sind das Punktpaar 8 der 
einen und das Ebenenpaar B der anderen Axe (vgl. (729)). Die Gleichungen 
der beiden in sich transformirten Complexe, der in sich auf die zweite Art 
transformirten Flächen 2ten Grades u. s. w. ergeben sich leicht aus den in 
$ 9 II A 3)) aufgestellten Formeln (70). 


Beispiele: 
x = 2 2 ——— z IE 
N elle agspesane 
Dim) N acc a = nn | a a 
x, — x, =, Skoie ASSRE-e et 
; Mittelpunkte 
En, =4 — Pi P 

ee Me | a 

ee ae, en 
1,2% Kan X3 No er (1 

, 1 1 B,, DB, (B;, b-); | (79b) 
Fa 7) x — 23; 4321] | 
IIn-sB) 8... ! a, —=2% um G® @ =. 
x’, — 0 x, — 21; ...0 09, 
: | HH enmy ang — 1, 
; ; a SE ? 

Ser 3 — X u | 1% & "hr | lu... 045 Bag, Bao (Bas, B3o) 
en Ar IOETERG, | ] 
ws “16 SA ER) 

ub Rh 5 


Il,_.4A) 20 sechszählige uneigentliche Collineationen. 
Diese Collineationen sind in den 1200 in $ 50 unter 14 A) behan- 
delten sechszähligen uneigentlichen Collineationen enthalten. Von den 20 
Substitutionen gehören je eine (-6%)...c) oder —C®...GY) jedem der 
8 Tetraeder Ta... Ty,, je eine (-G®)...G)) und je zwei (—-B®%...c) oder 
—c9...BV) jedem der 4 Tetraeder 7,, Tu, Ti, T, an. 
Das reelle Ecken-(Ebenen-)Paar eines Haupttetraeders ist durch je einen 
der 10 Punkte r (eine der Ebenen o) ((726)) und je einen der 10 Punkte R 
(Ebenen P) ((729)) gebildet; das imaginäre Ecken- (Ebenen-) Paar sind zwei 
Punkte «, c, (Ebenen x, 7.) (vgl. $ 42 II); das reelle Kantenpaar ist ein 
Geradenpaar K..K‘, welches das Axenpaar der beiden dreizähligen 
axialen Collineationen (75a) darstellt, welche S? und St entsprechen, 
während S und S5 zwei zusammengehörige sechszählige uneigentliche Colli- 
neationen bedeuten. Die Potenz 83 bedeutet die centrische Involution (78a), 
deren Oentrum r der Kante X, deren Homologie-Ebene o der Kante X’ an- 
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gehört (vergl. (729))). 
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Im Nachfolgenden sind für jedes S und 55 das reelle 


Kantenpaar X..K’‘ und das reelle Ecken- (Ebenen-) Paar r, R (oe, P) an- 


gegeben. Die Ausdrücke für die beiden imaginären Kantenpaare des Haupt- 


tetraeders, ferner des in sich transformirten tetraedralen Complexes, des 


Complexbüschels, und der auf die zweite Art in sich transformirten Flächen 


sind nach früher gegebenen Regeln ($ 9 I B) unter (2b) und $ 50 unter 14 A)) 


leicht zu erhalten. 


jet 5, er 
rg: x%9 = X | [3124 } 
4 BE us = = 359 
Ilse A) No . X = 2% gen — 24 C @) Gm: 
i = a NIT ale 
| x, — = 9 
Reelles Ka: n- 
ey bmaı teelles Kanten ; 
Ss ; : .8 1-2 4], Ecken-, Flächen-Paar 
50 N 21 2a) | een) 60 des Haupttetraeders 
DREI Fe Ke 9. ln u £ 
x, = x2 26 — 2% Ic oo Fag E Ara On [2e 
4‘ Laer rn 
ee og =-47 | [3 —1* 2 4)5; 
Ils-u4 A) 8 yet Gun Be An 
_ h x 2: 9 
VE m 9... 08; 
5 — ug VG — 03 
| a1 =. 2, = 03 | [3-12 4) | 
u ‘ n ; 7 26 = 1 
55 3 = Us 4 — %7 _0,® q® K,..K'; 1, Ro; 0, Pi, 
U m 4‘ > 
05, — Zu U — Us | 
‘ 4“ n 
I 03° vs | [-4321 
nn s DE SEO z al 445 
Ilss_46 A) Ss ET UNE u — 24 C 2) G W. 
4 en I N Er a) ren 
ee %6 2 L6 — Xu | 
4 4‘ 
an — EB: 0, — 09 
lan BEER | ee u 
XV — ag 4 = TU G (2) (9: A) \3 on 37 T,, Jlz;5 03; 3 
EL > 4 nn 2.2) 
LE al Een 
I 2 0 — 
EN lea il. 
Y 4 2 s B 7 33 
Ila_4s A) S 3 = 9 0 = 2, (@;,@) 0,0 
el. uk, . u) 
| u = 795 in — —&7 | u 7 
4 
| %ı = %s 10) —%s [4 392 1*] | 
Y 4 4 > < 7 37 7 Ale a 
> ty; = Ip %y— LT 0® G,® GES URSN: 17B R;; 0% P:.. 
| a ek 7 ’ m) u 0) | 
0 —%98 Lg. 7 
| 1 D C, v 
1 —tıg —— 216) | [-3 12 4; 
Eee 93 
Il 4) 8 a %g a — 2 G® G®: 
u 2 ee De oe A] ... ’ 
a LAN) 6 — % 
BT) 23 = 29 
2 2 312-4], | 
4 unsre ir [ 11 ur s 
85 .. X = X xa4 — %y G® G® K, .. IK@S; T;, NR;; O5; P; 
nd y I 4 e ent eh A 1 were L 
ee a er Tl 
1 ne s UNS 
) | x = Lo XL) — —Li7 | 14 3 _9 1] i 
Bl » n —— . 77 = 16» 
Is» 4) 8...1 203 = a 24-2 G® G®: 
| ) E a 2. DO On) ... 20) y 
N —EH) I =%g 


1) Dieses Beispiel ist in $ 50 


unter 14 A) ausführlich behandelt. 


(80a,) 


(8035) 
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x = %r x, — %y | 
b : 7 4-3 21 e_ a 
85 3 — 4 Ben = 739 I (2) EN IKT .. Kir: Ts, N; O6 P:;- (80.25) 
| x, = Us 6 = 3 I 
x — % 2" —— A 
na ei 21 | -2 43 1); | 
\ „ Fr al PR = 9» 
Is A) 8... 23 = 24 a = 20% EEE H 
a —X&g 6e — 213 | 7 
4 4 
La Ka — 29 5) B | 
r . 12 1-4 3|\e % E 
85 = Ip . ay=-4 | B,® ur K,..K7; 1, Rı; 0m Pı 
Son Te 35) ... 5) 
| 1, ey Muay u z | | 
ER f) (8023) 
x%y = IH 29 — An DeAra le | 
Hi) 8 ae ee ae 
55—56 £ a CE al Te _0,@ B,»: 
BA SE ER Eee NE a5 Ex 
| %; — ZU 3%67 0 | 
4 
| x, = Zıs is [2 -1* 4 3] | 
= IE =3 ar 2 19 5 > . 
DEN 3 — ng x —— HH .. —B,% 0,V K, "5 Kr; Ts, Rs; 05; P;. 
| 1 a 2 2 | ; a 
At a7 
| 1 15) 1 =1ı 
u el, | [2 auee, 1] | 
. IE} 
IIsn_3 A) 8...2 23 = x = u, _B,® 0,® 
BE u 
26 [2 1* 4 —3]ıo | = > N 
. 0,9 ie B,® | 00 K u; 19 No; 09, Ps, | 
N | (80a,) 
Een | 3 en; 
= Tag | Apr: -B,% A: [0AOF 
y = za z z 


| c) = X 2] [2143] 
Ye & a ... Een b? 16 r r 3 - 
3. U, = 0 a = % | 6,9 B,® ( Kıjo-. K105 do» Ro; O10, Pıo- 
| h Ri u | N) Jo | ) 
a — nn Ta, = ir 


I,_.B) 20 seehszählige uneigentliche Correlationen. 

Die zugehörigen Substitutionen ergeben sich aus denjenigen in (80a,) 
.... (80a,)), wenn den beiden zusammensetzenden Substitutionen die gleichen 
Vorzeichen ertheilt werden. Dieselben sind in den 1200 in $ 50 unter 14 B) 
betrachteten Substitutionen enthalten. Für die je zweien zusammengehörigen 
Substitutionen S und 55 entsprechenden sechszähligen uneigentlichen 
Correlationen hat das Haupttetraeder die früher angegebene Beschaffen- 
heit; das reelle Ecken- (Ebenen-) Paar ist durch zwei Punkte ® (Ebenen 7) 
(vgl. $ 43 unter 3b)) gebildet, welche der reellen Kante X angehören, wäh- 
rend die beiden imaginären Ecken « ...c‘, (Ebenen y‘,...y), welche der andern 
reellen Kante X’ angehören, dieselben sind, wie für die entsprechenden 


2 


a 
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sechszähligen uneigentlichen Collineationen II, _, A). Den Potenzen S? und 


St entsprechen die dreizähligen axialen Collineationen I],_,, der 
Potenz 53 eine Polar-Correlation IL_„B) mit einer Basisfläche F@). 
= | 1; Yo Ib 
die beiden festbleibenden Gewinde 


Die Ausdrücke für die beiden imaginären Kantenpaare |®; | - 


ou 


DR 


die Gleichungen für den Complex 

‚ €“, die Flächen @, @, und die Kernflächen X,, X, ergeben sich leicht 
aus den früher ($ 8 III unter 2) und $ 
2 


s 9 II B) unter 1)) aufgestellten Formeln. 
. 10 = 20 Substitutionen Il,_.B) entspricht 
ln) m (80a,); 
Coordinaten für die Punktpaare ®, (die Ebenenpaare /7,), welche bezw. den 
Kanten &...&, (K4...K4), X, und X, (X, und K',) und Kr... Kun (Kr... Ku) 
angehören, sind aus den in $ 41 unter (41f, g), (41k) und (41n) aufgestellten 


Die Anordnung der 


vollständig derjenigen der Substitutionen (803,)...- die 


Werthen zu entnehmen. 


Beispiel: 
‘ » „4 
ER X, = 7 | [433 i] 
Is» B) S. x = &yg au = 8; VER 2; ur 
“ ‘ 00% 9 [ERS] ° G;‘ ) 
irn = 212 Cr ——ı%o 
2 ee (SOb) 
a AT x2 = 79 2 = 
55 | a, — vu — _Mm [4 8 2 1*]ıo 
2 03 = %yq Cu — % : 
Ar n ge | 0, 0,0 69 GV 
r — N 26 = 


Dieses Beispiel ist ausführlich in $ 50 unter 14B) 2) behandelt worden. 
In den beiden nachfolgenden Tabellen (81A) und (81B) sind ähnlich, 
wie in den Tabellen (704) und (70B) des $ 49 die sämmtlichen uneigent- 
lichen Collineationen und Correlationen übersichtlich zusammengestellt unter 
Angabe der Substitutionen, welche auf jedes der 15 Polartetraeder entfallen. 


| ' Nummer der Colli- 
Substitutionen: T, | 2.73 7, In Die, De a neationen und |Summe: 
10 “ e Ü SrBlanore> 
-B,® ah B® | |2eentr.(P.C.)) Eu 2: Ir ZI 67 4 
| 2 4-zähl. | | In, 14 
.c® = ‚[2eentr.(P.C.) gi Fr VzEe; | 8 
(5, S? bez. mit 52, S) | 2 4-zähl. | | Ve one | 
| je R: \(1centr.(P.C.)| | DE i 8 
| NO ee) | 1 6-zähl. None | 
9 | a gan | 
I ZONE GE I = EN ee 
loder Gare fo (6) | | 1 6-zähl. Name | 
—B9...G® | | 
den: _60) „t B,® = u | = 2 4-zähl. | Il; 31-38 16 
| ZEN EN — _ 2 6-zähl. | — | IIss_o 8 
oder: -C®. . By 
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Auf je ein Ps In-| Vierzählige | Sechszählige 
Tetraeder 7; | En S en Collineationen  Öollineationen 

entfallen: es al-VorTe- (Gorrelationen) (Correlationen) 

|  lationen): | 
T, | = nf (81B) 
PET, | 2 2 

T3; Ti, To To | 1 | FE I+ 
T3;, T36 Ty4, T33 \ = | ro 3 
Tr, Tg, Tu T;, | ) 


3) Bezieht man die im Vorstehenden betrachtete Raumfigur auf das 
Tetraeder 7) (vergl. (72:)) als Coordinatentetraeder unter Anwendung der 
Transformationsformeln :') 


20 == 23+2, | ei 2,0 +2,09 

A) nr a = A ÖL 2,0) 

ar —2t2 82 a —a Tr 2% 9 

(82«) (82 «') 

2,0 = 5—2, 23 = 90 — 2,0 ) 

au = 2123 2 — 410 23 
= 20 = a; | u = u 2 — 2,0 

Dr Ve 2 el) eg 2 

0er u 4 89), Ben) men” (823), 
1,0 — —r, 0) — —3 | %, = 60) = U | 


so ergeben sich folgende Werthe für die Coordinaten der Eckpunkte und 
Ebenen der 5 Polartetraeder 7)... 7@: 


run 
) AERERG: zes 
BUN R 4 ri 7 4 . Ay 
1.0 0 . 4A | Qu, 3 ı al 5 2}: 
A Zn ln a a a. Be) 
ER 0 zB R 1 ei 
0 N 0 1 , 7, 6° 7 A 7 — 7 . . Ag 
VE 
a. ua > ar nn 
| a Be | (83 «) 
N ; Q ER . 1 2 
ar ia) ma i 2; ee Ve | 
Ten a Sn 
Er eye: U ah Lı ee 
N 
h 5 
Ang ar ac I %2- a. An 
v5 v5 Vs _1 en 
I aa Da en" 1 ee ma 


1) Als Collineation aufgefasst bedeutet diese Transformation eine hyperbolisch- 
geschaarte Involution mit dem Axenpaar dn: 0 1 +i/2 0 0 —1 (vergl. $17 
unter Al)). 
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Be 5 

gs eg = . As 
ln 5 

ur u an Aus 

Bi ... 7 .. (83«) 

R a5 ’ 

= ana a, a 5: 
KSAEUSNVEHIET 

Fun 7 er ri 74 


Die Coordinaten der Punkte u, R, der Ebenen o, P, der Geraden 
K,lu.s. w. für dies neue System ergeben sich leicht; so z. B. erhält man 
für die Punkte r (Ebenen go) (vgl. (720)) 


rt I 0) I 0 
2 7 DE 
1 1 1 75 1 1 
ou A Zum) ee, — Q n— 0) —7T= 0 ale! 3 
Eva) aylallaya aa ni v2 v2 x: 
1 1 1 /5 1 
" a/a aya aya - 3 ei Typ We 9 ) 9 
Ve Kae Ve ....(83ß) 
1 1 l v5 are! 
Tz,. =, = — — [un Tg Re 0) 0) 05 
WE EN ee By v2 v2 
= De 
a Le a U le 
IT oya aya aya aya W222 
I 
Tıo- 0 = -— 0 - 010 
v2 v2 
MERSER: 


Stellt man die 120 Substitutionen L_„A) und IL, „A) (und ebenso 
die den eigentlichen und wneigentlichen Correlationen entsprechenden Sub- 
stitutionen I, „B) und IL_,B)) in diesen neuen Coordinaten dar, so ergiebt 
sich das interessante und für weitere Anwendungen wichtige Resultat, dass 
auf jedes der 5 Polartetraeder 7)... 7@ 12 Substitutionen, welche eigent- 
lichen Collineationen (Correlationen) entsprechen und 12 Substitutionen, 
welche uneigentlichen Collineationen (Correlationen) entsprechen, entfallen. 

In der folgenden Tabelle (82a)... (82a,) sind die den Collineationen 
entsprechenden Substitutionen für das alte und neue System mit Benutzung 
der vorher gegebenen Nummern vollständig aufgeführt. Bei den Substi- 
tutionen für die Tetraeder 7%... r% bleibt das vierte Element T, ... T, 
fest, die drei positiven Permutationen der drei ersten Elemente, versehen 


mit den 4 positiven Vorzeichen-Combinationen liefern die eigentlichen, 
Nova Acta LXXV. Nr.l. 54 
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die drei negativen Permutationen mit den 4 positiven V. Z. Combinationen 


die uneigentlichen Collineationen. 


lationen entsprechenden Substitutionen. 


Analoges gilt für die den Üorre- 


| : 5 
Substitutio- | Nummer deı 


Substitutio- | 


Nummer der 


Substitutio- 1 ; Substitutio- : R 
nen für 7;: |nen für 7T®;| eigentlichen nen für 7;: | nen für T®. uneigentlichen 
| Collineation: Collineation: 

1234 [12340 |7 4 Identität [1-2 34], [82-140 14,4) Centr. Inv. | 
K° 4-12] |[1 -2-3 49|% A) gesch. Inv. [1 23-4, |3214® [IA „ » 
13-4 1234059) „ „ |B-4132, |3-2-14)% | 17,.A)4zähl. Coll. 
ee Fllen) Bears era an 

[3 -4 -1 2), |[-3 1-2 4]®9| 71,4) 3-zähl. ax. |[3 4 -ı 2), |[2 1 3 40 |17,4A) Centr. Inv. 
JF1-23 4), Ile Io) 5 a = 234, [2-13 ıe INNE (82a,) 
\gB4-ı-2, Bı220 |n9) „ „ |h2-34 |B-1-340 |17,4) 4. Co. | 
| as oA EA » |68412, 172175340 114 „ 4 
Fra, ep 3 1 407,4) „ IE42321%, [[1-3-2 4% |27,4A) Centr. Inv. 

a asa a Bel ad, Ar 5 E20 a], 1532 AO 
2 -1-23,|p 3140 |) „ „ |4 3-21, |F1-324]® |17,A)4-zähl. Coll. 
je-3-2 1, [2-31 ,9 „ „ |a1-43, |D13-240 In) „ » 

[8 -1 -2 4) |[-3-1 24]®| 7, A) gesch. Inv. 8 1-24), [2-134])® |17,A) Centr. Inv. 

[-3 -1 2 4) |[3-1-2 4]® | 1,,A) 3-zähl. ax. |[-3 124, [2-1 -34]® | 17, A) 6-zähl. Coll. 

[2 4-3 -1) |[-3 1-2 4]® | 1,,.A) 5-z. allgem. [-2 43 1), |[2 1 3 4]® Ei: AYDE, n 
Be ee Nee a3 17, | a1 3007.) 000 
1-2 4), |[-1-2 3 4]® | 7, A) gesch. Inv. |[-2 4 3 n. [32-1 4]® | 17,, A) 4-zähl. Coll. 
2431), j1234® [1,4 Szähl. ax. [81-2 4), |e a-ı140 |, „ „ Nee 
[3-12 4), |[-1 2-3 4]®| 7,,.A) 5-z5hl. allg. |2 4-3 1], |[a 2140 [7A „ „| 
e-—4-3 1), 1 2340,49 „ „ |E3124%, |73 2140 17, A) 6-zähl. Coll. 

[3-1 -2 4], 2-3 1 4]®| 7; A) gesch. Inv. |[-2 4 3 1], [1 324% |T7, A) 4-zähl. Coll. 
i 31), 2 31,40) 7,,4) 32061, ax.) ja, 31), 218370 a0 IFA: 
3-12 4, [2-3 -1 4]0| 7,4) 5-zähl. allg. [3 ı 24), ||1 8248 |I,A) „ „ 

BA 3, Beer A Bee 3240) 2 Ayjezanı Con. ) 
(3 1° 24], 12-3 -1 4]®| 1, A) gesch. Inv. |[3 -1* 2 4], [1-32 4]9 |77,A) Cent. Inv. ) 

|-3 1*-2 44, 72-3 1 4]®| 2,64) 3-zähl. ax. |[3 ı* 2 4], [1-8 2 4]® | 17,, A) 6-zähl. Coll. 
[-24-31°],)[2 3 1 4® |7,,4) 5-zahl. aug’|[2 4 3 1%, [13249 17,4) „  n 
h 43 1%, |F23-1 4975,49) » ent s 2’4@ 164) De | 

3 124), |3-1-2 4]® 1, A) gesch. av. |[2 —43 1), |[2 1 3 4]® |, 4A) 4-zähl. Coll. 
243 1% [-3. 1-2 4]9| 1,4) 3zahl. ax. |[2 43 I |-21 300 mA „ » ER 
13 1-2 4), [-3-1 2 4]®| 7,4) 5-zähl. allg. |[3 1 2 A: |[2 1349 |I.,A) » » | 
Faassıhle Daıol | DAR ns) Tee), IE -1-34]®9 | II, A) 6-zähl. Coll. 

[3 1* 2 4]; [1-2 -3 4]®| 17,4) gesch. nv. |[2 4 3 -1*%; |[73 2 >1 49 | Ha A) 4-zähl. Coll. 

a —43-_1*,,|]1 2 3 4]@ ‚| 7,4) 8-zähl. ax. |[3 1% 224), [3 2140 | 7A), 02 02 
3 1*-2 hs [1-2 3 418 7,4) 5zähl. allg. ||? A 3 17, BE 2 148 1,4) „ 5 | 
431, 12348 7,4 „ „ |[8 -1*2 4), [8-2 14% | 17,4) 6-zähl. Coll. 
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| 


Substitutio- | Substitutio- Nummer der 


Nummer der Substitutio- | Substitutio- 


ne TR an AO eigentlichen nen für 7%: | nen für 7. uneigentlichen 
| : Collineation: Collineation: 
(4 -3-2 16 |[3 12 4@ |7,4) gesch.Inv. |[-4 3 2 1], |2 13 4% II, A) Centr. Inv. 
[4-3 2 11 [-3 1-2 4]® 1,4) 3-zähl. ax. |[4 3 -2 1], |[-2 1-3 4]® | 17, A) 6-zähl. Coll. 
2-14 36 [3 1-2 4]®| 7,, A) 5-zähl. allg. |[a 1 —4 3], |2-134® 7,4) „ „ 
[2 =1 —4 3]16 [-3 nu 152 N) IA) ” ” -2 De 3) [2 il = 41% II, A) ” ” 
4-3 2 1)» | 12 34% |1»4) gesch. nv. |[-43 2 1), -32-1 4|® | I7,, A) 4-zähl. Coll. 
E21 4 3), |[-1-2 8 49 | 7,, A) 3-zähl. ax 2143], |73-—214@|7,4 „ » ((82a,) 
[4 -3-2 14-1 2-34]®| 7,4) 5-zähl. allg. |[2 1 -4 3), 82-148 7,4 ,„ , ; 
EB -1-4 31,|1 -2-3 49 7,4) „ „ | 821], | 21 4@® | 17.4) 6-zähl. Coll. 
[4 -3-2 1]4|2 3 149 |734) gesch. nv. |[-2 1 4 3],, |[1-3 -2 4|® | 17,, A) 4-zähl. Coll. 
2-14 3],|[2-3 -1 4® | 7,,4) 3-zähl. ax. |[4 21) 13-2109 7, Al 
2 


4-3 2 1, |-2 3-1 4]® | 17,,A) 5-zähl. allg. |[ 
(a 14 31, | F2-3 127017 


56 


„ 


—4 3] I|71-3 2 49 | 77,4) „ 
2 ®@ | 11,4) 6-zähl. Coll. 


A) ” ” Fi 32 1], 1 3) 2 4% 


(4 3 2 1%), |-2 3-1 4]® | 7,,4) gesch. Inv. |[4 3 2 —1*o | [-1 3-2 4]® | II,A) Centr. Inv. 
[43211 2 314@ |7,4) 3zähl.ax. |[4 -3 2 1%], [1 32 4)® | 17,4) 6-zähl. Coll. 
[2 1* 4 3) -2 -3 1419 1A) 5-zähl. allg. |[2 -1* 4 3], 1-3 24% |, „ , 
Be Bo NEE era 
Ad 321% |-83 1-2 4]®| 1,4) gesch. Inv. |[2 -1 43], [2-1-3 4® | 11,4) 4-zähl. Coll. 
Bes Br 24@7,.4) 3zahlsax, | 302.1], [a1 3.4108 17,4), 


\F4 3-2 1); [8 12 4® |1,4) 5-zähl. allg. 
Fr21453, 73 124% 7A „ „, 
[4 3 2 1%), |[-1 2-3 4|®| 1,,.A) gesch. Inv. 
2 1* 4 3], ||-1 2 3 4]®| 7,,A) 3-zähl. ax. 
[43-2 1*%,,|[1 2 3 4)® |7,; A) 5-zähl. allg. 
(en Aorta a) U, N, 


1) 
fan 
1 

| 
ww. 
| 
wm 
| 
- 
eS} 
» 
= 


2 1-3 4|® | 17,, A) 6-zähl. Coll. 


PB 
[9 
wm © 
| 
fer 

= 


3 

hr [8 2 14® | 11s4) 4-zähl. Coll. 
a 3 2 ae 

ja 2-1 1@ zn Ae 

hr 8 2-1 4]® | 11, A) 6-zähl. Con. 


rl Pro iu 
| 


R TE GETE 
| 
o 
180} 
- 


PN ww 
| 

aa 

% 

Pr 

[eb] 


Die auf das Tetraeder 7” entfallenden Substitutionen (82a,) sind die 
24 Tetraeder-Substitutionen, nämlich von eigentlichen Collineationen 
die Identität, drei geschaart-involutorische und acht dreizählig-axiale, von 
uneigentlichen Collineationen sechs centrisch-involutorische und sechs vier- 
zählige Collineationen. Auf jedes der vier Polartetraeder 7) .. 7 entfallen 
(823)... (82a,)) von eigentlichen je drei geschaart-involutorische, je drei drei- 
zählig-axiale und je sechs fünfzählig-allgemeine, von wneigentlichen Colli- 
neationen je eine centrisch-involutorische, je sechs vierzählige und je fünf 
sechszählige Collineationen. Es verdient bemerkt zu werden, dass die 
Gruppe w BE: eigentlichen Collineationen nicht, wie Maschke') angiebt, 


1) H. Maschke: The representation of finite groups ..... American Journal of 
Mathemat. XVII p. 156—188. 
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mit der Rotationsgruppe des Ikosaeders identisch ist, da die 24 fünfzähligen 
Collineationen für dieses axiale, für die hier betrachtete Raumfigur aber 
allgemeine fünfzählige Collineationen sind. Für die uneigentlichen Colli- 
neationen tritt der Unterschied noch deutlicher hervor. 


$ 52. 
Uebertragung der Cf. (6015, 725) auf einen dreidimensionalen 
sphärischen Raum. 

Die in den $$ 41—43 genauer untersuchte Uf. (6015, 72;) lässt sich 
unter Anwendung des in den $$ 24—26 besprochenen Verfahrens der 
Centralprojeetion auf einen concentrischen dreidimensionalen sphärischen 
Raum S; übertragen, analog wie die in jeder der 60 Ebenen B auftretende 
Figur eines sg. zehnfach Brianchon’schen Sechsecks durch ÜUentral- 
projeetion auf eine concentrische Kugel übertragen werden kann. Aus den 
60 Collineationen und 60 Correlationen, durch welche die ebene Figur eines 
solchen zehnfach Brianchon’schen Sechsecks in sich oder in die reciproke 
Figur übergeht, ergeben sich alsdann die 120 Collineationen und 120 Corre- 
lationen, durch welche die entsprechenden sphärischen (speciell regulären) 
Netze, welchen die Polyeder der (speciell regulären) Ikosaeder-Pentagon- 
dodekaeder-Gruppe bez. ein- oder umgeschrieben sind, in sich übergeführt 
werden.) Analog können nun (vgl. $ 27”—34) auch die sämmtlichen Colli- 
neationen und Correlationen, durch welche die durch die angegebene Öentral- 
projeetion der Of. (6015, 725) auf S; entstehenden sphärischen Gewebe und 
die denselben ein- und umgeschriebenen Polytope (insbesondere für den Fall 
der Regelmässigkeit das reguläre Sechshundert-Zell und das reguläre 
Hundertundzwanzig-Zell) in sich übergehen, aus den in den $s$ 46—49 
aufgestellten Transformationen der Of. (6015, 725) unmittelbar erhalten werden. 
Für die specielle in $ 51 betrachtete Gruppe erhält man dann die Trans- 
formationen für die Gruppe des regulären Fünfzells. 

1) Bei der Centralprojeetion der Of. (6015, 72;) auf einen concentrischen 
sphärischen Raum S; entsprechen den 60 Ebenen B, ..B;, 60 Hauptkugeln 
Bi -- Ben, welche sich (vgl. $ 41 unter (4a) und (43)) 


I) Vgl. E. Hess: Math. Ann. 28. S. 202 ff. und Sitzungsber. d. Ges. z. Bef. der ges. 
Naturw. (Dezember 1894, S. 27—30). 
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zu je 15 in 60 Punkten b und deren Gegenpunkten b‘, 
6, 360.(60-7300) Bunkteni(4N ,„ „ N  (g+M, er 
BERATEN SO AN ee. \ ee +e), (83«) 
1.68 ,.300 RIM) RE 5 dv, 


nämlich den Projeetionen der Punkte 8, 3 (6+F), 8 (C+6), D ($ 41 (4a) 
schneiden und welche 

zu je zweien durch 450 Hauptkreise | 
drien „200 ee c (838) 


fünfen 2 2 4, | 


” 
” 


nämlich durch die Projeetionen der Geraden B, €, G ($ 47 (48)) hindurchgehen. 


Auf jeder der 60 Hauptkugeln $ entsteht die vollständige Figur 
eines sphärischen zehnfach Brianehon’schen Sechsecks, welche durch 
15 Hauptkreise d, durch 10 Hauptkreise ce und 6 Hauptkreise 9 gebildet 
wird; dieselben schneiden sich (vgl. $ 41 unter (3)) 
zu je sechsen (2 Hauptkreise d, 2 Hauptkreise ec, 2 Hauptkreise 9) | 

in den 15 Punkten b und deren Gegenpunkten b‘, 
zu je fünfen (5 Hauptkreise 5) 

in den 6 Punkten g und deren Gegenpunkten g‘, 
zu je dreien (3 Hauptkreise b) 


in den 10 Punkten c und deren Gegenpunkten , | (3Y) 
zu je dreien (1 Hauptkreis d, 2 Hauptkreise ce) 

in den 30 Punkten d und deren Gegenpunkten d, 
zu je zweien (1 Hauptkreis d, 1 Hauptkreis «) 

in den 30 Punkten e und deren Gegenpunkten e‘, 
zu je zweien (1 Hauptkreis d, 1 Hauptkreis 9) 

in den 30 Punkten f und deren Gegenpunkten f‘. ) 


(Man vergleiche die stereographische Projection dieser sphärischen Figur in 
Fig. S, welche dem gleich zu erwähnenden und hier vorzugsweise in Be- 
tracht kommenden Falle der Regelmässigkeit entspricht; die Schnitt- 
punkte sind hier, wie in der ebenen Figur, durch grosse lateinische Buch- 
staben B, 6, €, D, E, F bezeichnet, wobei dieselben nach einer anderen als 
der in (le)... (19), (5), (6), (7) in $ 41 benutzten Reihenfolge nummerirt sind; 


430 Edmund Hess, 


die Hauptkreise d sind schwach, die Hauptkreise ce stark ausgezogen und 
die Hauptkreise g gestrichelt.)") 

2) Der specielle Fall der Regelmässigkeit, in welchem alle 75 
sphärischen Polartetraeder (vgl. $ 41 unter 7, und 7,) orthogonal werden 
(d. h. solche, deren Seitenflächen Kugeloktanten sind) und die sphärische 
Figur jeder Hauptkugel in ein vollständiges reguläres zehnfach 
Brianchon’sches Sechseck übergeht, tritt ein, sobald die drei sphärischen 
Polartetraeder 7,, Z,, 7, orthogonal sind und in jeder der 12 Hauptkugeln 
Bı -- 8 auf den vier Hauptkreisen c, welche ein sphärisches Quadrat mit 
den Eckpunkten d von der Seite 60° bilden, die 60° betragenden Bogen 
durch Punkte 5 (alle in demselben Sinne) nach dem goldenen Schnitte ge- 
theilt werden, so dass der Quotient der Sinus der beiden Theilbogen- 

V5+1 
2 


= —— — cotg 9 


wird; (vgl. Fig. 8, in welcher z. B. die Punkte B,, B,, B,,, bezw. die 60° 
betragenden Bogen D,- D,,, Di; D;, D; D‘, nach dem angegebenen Verhält- 
niss theilen). 

Die 15 Hauptkreise b jeder Hauptkugel 3 theilen in diesem Falle 
dieselbe in abwechselnd congruente und symmetrisch gleiche rechtwinklige 
sphärische Dreiecke b g c, welche das Diakishexekontaeder - Netz’) 
bilden, dessen 6 Punkte g nebst Gegenpunkten die Eckpunkte eines der 
Hauptkugel eingeschriebenen regulären Ikosaeders sind, während die 10 
Punkte c nebst Gegenpunkten die Eckpunkte eines eingeschriebenen regu- 
lären Pentagondodekaeders darstellen. Die Seiten und Winkel eines 
solchen Dreiecks b, g, cı (vgl. Fig. 9)°) sind: 

abh=v bi 9 c, — 360 | 

bg —=yY gi üb — 600 

g a == M—(p+4y) a bi g = IM. | 
Jedes dieser 120 Dreiecke wird durch je zwei Hauptkreise e und je 


(830) 


einen Hauptkreis y in vier rechtwinklige Dreiecke 
!) Diese Figur ist mit der Fig. 29 in des Verf. „Einleitung in die Lehre von der 
Kugeltheilung“ übereinstimmend. 

2) Vgl. E. Hess: Einleitung in die Lehre von der Kugeltheilung. $ 28. 

3) Die kleinen und grossen lateinischen Buchstaben in den Fig. 9 bis Fig. 13 
entsprechen wiederum bez. den kleinen und grossen deutschen Buchstaben des Textes. 
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«bt; d8;0, bie und d, eg, 
(Fig. 9) zerlegt, welche als Seitenflächen des hier in Betracht kommenden 
Elementartetraeders auftreten und deren Elemente die folgenden sind: 


1A hy b, h = 90V fı di = 18° b, dı fı — N | 
vh=180 fu bi = 600 bi dı = 5--300 di fı bi = 900 
| fi ! PEN b, fı = A | d fe td 
dı bi = C-300 bı cu — 900 a dı eı = 6005 eı gı di — 36 | 
b = e&ı dı di = 180% : ag=pyyp lan 
| e&ı dı = 6092 di b, Ei — \ gı dı = 450 —p di &ı (= 900 | 


Die auch schon früher aufgetretenen Winkel 7 und Z sind durch die 


Relationen 


(83%) 


27=-5, 020 —-; 


bestimmt. 


3) Durch die 60 Hauptkugeln 3 wird der sphärische Raum S, in 
14400 sphärische Elementartetraeder (einschliesslich der Gegenfiguren) 
getheilt mit je einem Eckpunkte b, i, £, d, so dass um jeden der 

120 Punkte b, b' je 120 dieser Elementartetraeder, 


720 ” N) ” ” ; (83) 
12008 77, arena 15 # ; 
Ulmen a a 4 

herumliegen. 


Für den Fall der Regelmässigkeit sind die Elemente eines solchen 
Elementartetraeders unmittelbar aus denjenigen der vier rechtwinkligen 
Theildreiecke (Fig. 9) zu entnehmen, wenn man noch berücksichtigt, dass 

ı jedem der Hauptkreise 9 c, b sich bezw. 5, 3, 2 Hauptkugeln 3 unter 
gleichen Winkeln 36°, 60°, 90° schneiden. Die Fig. 10 stellt eine schema- 
tische Zeichnung eines solchen Elementartetraeders b, c, f, d, dar, in welcher 
die aufeinanderfallenden Eckpunkte der Fig. 9, welche gleichsam das Netz 
eines solchen Tetraeders darstellt, angegeben sind. Die rechtwinkligen 
Coordinaten der Eckpunkte und der Seitenflächen (Hauptkugeln) 3 sind die 
in (839) aufgeführten; in (83) sind die Coordinaten der drei, der Ebene 
(Hauptkugel) 3, angehörigen Punkte gı, eı, dı der Fig. 9 angegeben, welche 
bez. mit fi, c, d, der Fig. 10 zusammenfallen. 
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b = (Pıs B Pi) --- 1 0 0 0 iR tg p eotgp 
a=(B; Pr Bo)... cosp sinp O0 a a 2 : 
2 ıl sing tg sing gp 1 eotgp 
fr = (Pı Peso Pi). -- 2inyg 2 = Dya 0%, th db]... 0 Fer 5) 3 1 839) 
2 g? Dar at 
dd, — (Boo Pıs Ba) - - - = 0 ER Yu [do bi ci] N 3 : g 
2y2 2/2 2/2 Bird, 6 Tl. 0 ) 1 
9 - co @ 0 sin 0 
ee 2 2 con) 0 sin 0 (831) 
en en 1 Sue re ı 
d, Ar DE — — — 0) . | 
ala alles ale 


Die Elemente des sphärischen Elementartetraeders sind in übersicht- 
licher Zusammenstellung die folgenden (vgl. (832)): 


Centriwinkel einer Neigungswinkel der Hauptkugeln 


sphärischen Kante: Hauptkreis: an dieser Kante: 
ee | BB = 90° 

| fi dd — 450 BR Ben Bis — 900 

Faber el N ge B Bis — 360 832) 
a or P | Bao Bs — 600 

Em 5 200 2 Ze | Bıs Bi; — 60 

| a \ Beo Br = IM. 


Die Werthe für die Neigungswinkel der Hauptkreise sind unmittelbar 
aus (832) zu entnehmen. 

Die Summe der vier Grenzflächen eines Elementartetraeders ist 
die Fläche des Dreiecks bı cı gı in Fig. 9, d. h. sie beträgt den 120ten "Theil 
einer Hauptkugel; für die Summe der Umfänge der 4 Grenzdreiecke er- 
giebt sich 186°. Die Excesse der vier sphärischen Eeken betragen 


für die Ecken mit Scheitel b 90°+60°+36°—180’— 6’ — - Kugel, 


20 
HR Rt 90°+90°+60°— 180° — 60° — —, ee 
Ri (832) 
Muller alr, un er, 
EN BER UN „db 90°+60°+60°—180° 30" — ., St 


so dass als Summe der 4 Excesse 132° oder rn einer Hauptkugel resultirt. 


Auch hier (vgl. $ 34 unter ) besteht keine einfache Relation, aus welcher 
. . ” 2 .. 
sich das Volumen des sphärischen Tetraeders, welches hier 500 beträgt, 
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mittelst dieser Exeesse bestimmen liesse. Für die (vergl. $ 35 unter 2)) als 
Modulus des sphärischen Tetraeders bezeichnete Grösse ergiebt sich hier 
der Ausdruck: 

eng: | 

d 6 
sin 180 | (E31) 


2/6 cos?18 


4) Wenn die 24 um jeden der 600 Punkte d, d herumliegenden Ele- 
mentartetraeder vereinigt werden, so resultirt ein durch 600 reguläre 
sphärische Tetraeder gebildetes sphärisches Zellgewebe, welches als 
reguläres Gewebe @, bezeichnet werden soll. Die Eekpunkte, Kanten-, 
Flächen- und Polyeder-Mittelpunkte sind bezw. die Punkte b, fs c, d nebst 
Gegenpunkten. Die sphärische Kante «a,, der Winkel A, zweier Haupt- 
kreise und der Neigungswinkel 4, des regulären Tetraeders betragen: 

een Ahern Neil). e a SE) 
In der Fig. S stellt z. B. das sphärische Dreieck B, B, B, die Grenzfläche 
eines solchen regulären Tetraeders dar; die Kante wird durch den zehnten 
Theil eines Hauptkreises g gebildet. 

Das diesem regulären Gewebe @, eingeschriebene Polytop ist das 
reguläre Sechshundertzell P, (Hexakosiotop), dessen 120 Eckpunkte 
mit denjenigen des Gewebes @, übereinstimmen, während die Kanten, die 
regulären dreieckigen Flächen und die regulären tetraedrischen Grenzräume 
in einfachen Beziehungen zu den entsprechenden sphärischen Gebilden stehen. 

Die Abstände r, der Kanten, r, der Seitenflächen, r, der Grenzräume 
vom Mittelpunkte werden für den Eckradius r,—1 

1 


u 2 ie a 
*  Bsing’ Dun ae Tyan: ker Ho) 


während für die Länge 8, einer der 720 Kanten, für den Inhalt 5, einer 
der 1200 Seitenflächen, für den Inhalt ®, eines der 600 Tetraeder, sowie 
für den Inhalt R, eines der 600 Pentatope, welche durch Verbindung eines 
Tetraeders mit dem Mittelpunkte O entstehen, in den bezüglichen Maass- 


einheiten die Werthe resultiren: 


2 fZ 1 Rn 
Sr lo: 3 — u 3, PB, = s N, =,,189 Er . (84y) 
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sodass der „Umfang“ (die Grenze) des Sechshundertzells 50/2 tg 39, der 
> 
Inhalt desselben eg beträgt.') 


5) Wenn in den 120 Eckpunkten des sphärischen Gewebes @, die 
den Raum S, berührenden Euklid’schen Räume construirt werden, so ent- 
steht das dem Gewebe @, umgeschriebene reguläre Einhundertund- 
zwanzig-Zell (Hekatonikosatop) P‘. Die 600 Schnittpunkte, welche 
sich zu je zweien als Gegenpunkte entsprechen, dieser 120 Räume zu je 
vieren sind die Pole der tetraedrischen Grenzräume des eingeschriebenen 
Sechshundertzells in Beziehung auf S;: die 1200 Kanten, in welchen sich 
je drei Räume unter gleichen Winkeln schneiden, entsprechen polar 
den regulär-dreieckigen Grenzflächen, die 720 regulär-fünfeckigen Grenz- 
flächen den 720 Kanten des eingeschriebenen Sechshundertzells, die 120 
Grenzräume endlich sind reguläre Pentagondodekaeder. Für die Abstände 

. 


‘, der Eekpunkte, »‘, der Kanten, >‘, der Seitenflächen und »‘, der Grenz- 


e 


räume vom Mittelpunkte erhält man (vgl. (849)): 


1 - 1 = 1 1 RR: 
Y,— sm 2/2189, ers‘ tg op, ne 2 sin @, Kine 1E22.2.(840) 
p e e 


für die Grössen &, F, Pi, NR, ergeben sich in den bezüglichen Maass- 
© to} 


einheiten die Werthe: 

= tip, Zu dtp sing, Pı=4l5gp Ru-V5Eo : . ... (84) 
so dass der Umfang des Einhundertundzwanzig-Zells 480 /5 tg ‘g, der Inhalt 
desselben 120 /5 tg ‘p beträgt.’). 

6) Aehnliche Betrachtungen. wie sie in $ 34 unter 3) angestellt 
wurden, ergeben nun, dass durch die 600 Eekpunkte des regulären Ein- 
hundertundzwanzig-Zells P‘, auf dem concentrischen Raume 5‘, mit dem 
Radius »,—= 2/2 tg ?y ein zugehöriges reguläres Gewebe @“, bestimmt ist, 
welchem P‘, eingeschrieben ist. Dies Gewebe @“, ist durch 60 Haupt- 
kugeln % gebildet, von denen jede sechsmal 5 Eckpunkte eines Fünfecks 
von P‘, und deren Gegenpunkte enthält, und setzt sich aus 120 regulären sphä- 
rischen Pentagondodekaedern zusammen. Die 60 Euklid’schen Räume durch 
0, welche den sphärischen Raum S‘, in den 60 Hauptkugeln $° schneiden, 


I) Vgl. R. Hoppe: Regelmässig linear begrenzte Räume von 4 Dimensionen. Archiv 
f. Math. und Phys. Bd. 67. S. 29—43 und E. Hess: Ueber reguläre Polytope höherer Art. 
A.a.0. 2) Ibidem. 
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bestimmen auf dem eoncentrischen sphärischen Raume S; (vom Radius — 1), 
welcher das zuerst betrachtete Gewebe @, enthält, wiederum die 60 Haupt- 
kugeln #. Dadurch wird auf S, ein zu @“, eoncentrisches reguläres Ge- 
webe @‘, bestimmt, welches das zu @, conjugirte Gewebe ist. Die Eck- 
punkte d dieses conjugirten Gewebes @', sind die Mittelpunkte der Polyeder 
des Gewebes @,, die Kantenmittelpunkte £ von 6‘, die Flächenmittelpunkte 
von @,, indem die Hauptkugeln des conjugirten Gewebes durch die Mittel- 
punkte der sich in emer Kante schneidenden Polyeder des ersten Gewebes 
senkrecht zu diesen Kanten hindurchgehen. Die Beziehung der beiden Ge- 
webe @, und 6‘, ist wiederum eine gegenseitige: @, ist auch das con- 
jugirte Gewebe zu @, die Eekpunkte b von @, sind also auch die Poly- 
edermittelpunkte von 6‘, und die Kantenmittelpunkte i von @, die Flächen- 
mittelpunkte von G. Dem Gewebe @, ist ein reguläres Polytop P, ein- 
(ein reguläres Polytop P‘, um-) geschrieben, dem conjugirten @‘, ist ein 
dem ersteren concentrisches Polytop P, um- (ein dem ersteren concentrisches 
Polytop P‘, ein-) geschrieben. 

Das reguläre Gewebe 6“, resultirt hiernach einfach, wenn von den 
14400 Elementartetraedern je 120 um einen Punkt b (6) herumliegende 
vereinigt werden. Die sphärische Grenzfläche eines der 120 Pentagon- 
dodekaeder ist eins der in Fig. 8 auftretenden regulären Fünfecke 
(z. B. D, D, D,, D, D, mit Kantenmittelpunkten E,, E,, E, E,E, und dem 
Mittelpunkte G,) mit der sphärischen Kante «, = 120’— 2 und dem Haupt- 
kreiswinkel A, —=2n, während W‘, = 120° ist. 


Bedeutet für das dem Gewebe @‘, umgeschriebene reguläre Polytop P; 


W,, den Neigungswinkel zweier in einer Fläche sich schneidenden Grenz- 
polyeder, 

Mr 05; ” r benachbarten Seitenflächen, 

Wer, en ” anstossenden Kanten einer Seitenfläche, 

so ist 


W,, = 1800—a‘, = 600425, Wr — 1800— A, — 18002 7, | 
Pi 4 > fı = / (S4L) 
W,, = 180° — 1200 — 600. ee > 

Analog folgt, wenn W‘,, Wr, W‘., die entsprechenden Winkel für 

das dem Gewebe @, umgeschriebene reguläre Polytop P‘, bedeuten, aus 
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(84«)") 
Wi, — 180°, — 1440, W100 A102 | 2 
W',, = 1800°— 720 — 108°. 7 
7) Werden je 20 um einen der 720 Punkte i () herumliegende 
sphärische Elementartetraeder zusammengefasst, so entsteht ein gleich- 
zelliges Gewebe, weiches sich aus 720 congruenten fünfseitigen sphä- 
rischen Doppelpyramiden zusammensetzt und dessen Eckpunkte die 120 
Punkte 6 (#) und die 600 Punkte d (d) sind. Die Basisfläche einer Doppel- 
pyramide ist das reguläre sphärische Fünfeck, welches die Grenzfläche der 
regulären Pentagondodekaeder des Gewebes @‘, bildet und dessen Kanten- 
mittelpunkte die Punkte d (d) sind; die Spitzen sind durch zwei Punkte 
b (b) gebildet. Die Seitenfläche der Pyramide ist also ein gleichschenkliges 
Dreieck (z.B. D, D, B, in Fig. 8), dessen Basis = 120°—-2£, dessen Schenkel 
— (300 ist, während der Winkel an der Basis 180°—2n, der Winkel an 
der Spitze 2» beträgt. In jeder Basis-, wie in jeder Seitenkante, welche 
den Hauptkreisen e angehören, stossen drei Pyramiden aneinander, so dass 
in jedem Eekpunkt b (b) sich 12, in jedem Eekpunkt d (%) sich 6 Doppel- 
pyramiden vereinigen. Man kann dies Gewebe als 
festes (120,.+600,)-eckiges 720,,,-Zell . . . .„ (849) 
bezeichnen, wobei die den Eekenzahlen beigefügten Indices die Zahl der 
in dem Eckpunkte sich vereinigenden Grenzpolyeder, die der Zellenzahl 
angehängten Indices die Anzahl der Eckpunkte des Grenzpolyeders angeben. 
Diesem festen gleichzelligen Gewebe entspricht das feste zugeord- 
nete gleicheckige Gewebe, dessen Eckpunkte die 720 Punkte i () 
sind, welches von 120 regulären Ikosaedern (mit den Mittelpunkten 
b (#9) und von 600 regulären Oktaedern (mit den Mittelpunkten d (0%) 
begrenzt wird und bei welchem in jeder Ecke sich zwei Ikosaeder und 
fünf Oktaeder vereinigen. Dies Gewebe ist als 
festes (120.+600,)-zelliges 720,,,-Eck . . . . (849) 
zu bezeichnen. Diesem letzteren Gewebe ist ein festes gleicheckiges 
720-Eek ein- und ein festes gleichzelliges 720-Zell um-geschrieben, deren 
Beschaffenheit sich aus den entsprechenden Zellgeweben (849) und (849) 


1) Vgl. E. Hess a.a.O0. 
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ergiebt. Dagegen lässt sich dem Gewebe (849) kein Polytop einschreiben, 
da die Eckpunkte des sphärischen Grenzpolyeders nicht auf einem Euklid- 
schen Raume liegen, und ebensowenig lässt sich diesem Gewebe ein Poly- 
top umschreiben. 

8) Wenn endlich je 12 um einen der 1200 Punkte £ () herum- 
liegende sphärische Elementartetraeder zusammengefasst werden, so ent- 
steht ein zweites gleichzelliges Gewebe, welches sich aus 1200 con- 
gruenten dreiseitigen sphärischen Doppel-Pyramiden zusammensetzt und 
dessen Eckpunkte wiederum die 600 Punkte d (d) und die 120 Punkte 6 (b) 
sind. Die Basisfläche einer Doppelpyramide ist das reguläre sphärische 
Dreieck, welches die Grenzfläche der regulären Teetraeder des Gewebes @, 
bildet (z. B.B, B, B, in Fig. 8) und dessen Kantenmittelpunkte die Punkte 
i () sind; die Spitzen sind durch zwei Punkte d (#) gebildet. Die Seiten- 
fläche der Pyramide ist also ein gleichschenkliges sphärisches Dreieck 
(z.B. B, B,D, in Fig. 8), dessen Basis — 36°, dessen Schenkel = 5—30° 
ist, während der Winkel an der Basis 2%, derjenige an der Spitze 2 
beträgt. In jeder Basiskante stossen fünf, in jeder Seitenkante drei Pyra- 
miden aneinander, so dass in jedem Eekpunkte b (6) sich 30, in jedem 
Eckpunkte d (d) sich 4 Doppelpyramiden vereinigen. Dies Gewebe ist als 

festes (120,,+600,)-eckiges 1200,,.-Zell . . . . &) 
zu bezeichnen; ihm entspricht das feste zugeordnete gleicheckige 
Gewebe, dessen Eekpunkte die 1200 Punkte £ (®) sind, welches von 120 
(12+20)-flächigen 50-Ecken (Pentagondodeka-Ikosaedern) mit den 
Mittelpunkten b (#) und von 600 regulären Tetraedern mit den Mittel- 
punkten d (d) besrenzt wird und bei welchem in jeder Eeke sich drei 
Dodeka-Ikosaeder und zwei reguläre Tetraeder vereinigen. Dies Gewebe 
ist als 

festes (120,+600,)-zelliges 1200,,,-Eck . . . (&4)) 
zu bezeichnen. Ihm ist ein festes gleicheckiges 1200-Eck ein-, ein 
festes gleichzelliges 1200-Zell um-geschrieben, deren Beschaffenheit aus 
den entsprechenden Zellgeweben (84‘) und (84:1) sich ergiebt. 

9) Dem allgemeinen, durch die 60 Hauptkugeln 3 bestimmten Ge- 
webe, welches als gleichzelliges 
(120, ..+ 720, + 1200, ..+600, „)-eckiges 2.7200, 4141,,-Zell.... (85a) 
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bezeichnet werden kann, ist ein gleicheckiges Gewebe, welches als gleich- 
eckiges 
(120, + 720, ..+ 1200, .,+ 600, .„)-zelliges 2.7200, ;141:1-Eck ... (850) 
zu bezeichnen ist, zugeordnet. Dasselbe wird erhalten, wenn im Inneren 
eines der 14400 Elementartetraeder ein beliebiger Punkt ® angenommen 
wird und die diesem homologen Punkte für alle Tetraeder des gleichzelligen 
Gewebes construirt werden. Dies geschieht, indem von dem Punkte ® 
sphärische Perpendikel auf die Seitenflächen des einschliessenden Tetraeders 
gefällt und um sich selbst verlängert werden und alsdann die m derartigen 
Perpendikel, welche auf die m sich in einer Kante des gleichzelligen Ge- 
webes schneidenden Hauptkugeln gefällt sind, durch eine Hauptkugel ver- 
bunden werden. Die Beschaffenheit des so erhaltenen gleicheckigen Ge- 
webes (85«‘), die Beziehungen seiner Elemente zu denjenigen des gleich- 
zelligen (85«) ergeben sich hieraus ohne Schwierigkeit,') ebenso die Eigen- 
schaften des gleicheckigen Polytops, welches dem Gewebe (&5«‘) ein- 
und des gleichzelligen Polytops, welches diesem Gewebe um ge- 
schrieben ist. Diese gleicheckigen Gewebe und die ihnen zugehörigen 
Polytope sind im Allgemeinen dreifach veränderlich, sie gehen in 
zweifach veränderliche über, wenn der Punkt ® in einer der vier 
Seitenflächen des Elementartetraeders liegt, in einfach veränderliche, wenn 
P auf einer der 6 Kanten liegt und endlich in feste (speciell reguläre), 
wenn ® mit einem der 4 Eckpunkte des Tetraeders zusammenfällt.’) Die 
(sesammtzahl der möglichen Fälle beträgt 15. 

10) Bei der durch die 60 Hauptkugeln 3 bestimmten sphärischen 
Figur sind für die folgenden Betrachtungen noch einige weitere Punkte, 
Hauptkreise und Hauptkugeln zu berücksichtigen, welche Projectionen von 
Punkten, Geraden und Ebenen sind, die bereits bei der dreidimensionalen 
Cf. (60,,, 72,) bestimmt wurden. 

Die Durchstossungspunkte der reellen Geraden (vgl. $ 42 unter IV), 
V), VD) 9.9, 9 — 39 und «= 49 mit den 60 Ebenen B projieiren 
sich als die Schnittpunkte der entsprechenden Hauptkreise mit den 

!) Vergl. E. Hess: Ueber regelmässige Eintheilungen u. s. w. Marburger Berichte 


1895. 8. 37 fig. 
2) Vgl. a. a. O0. sowie die in Kürze erscheinende Fortsetzung dieser Betrachtungen. 
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60 Hauptkugeln %£ Und zwar sind diese auf den 450 Hauptkreisen b 

liegenden Schnittpunkte 

für die Hauptkreise 9) — ce die Halbirungspunkte b, der Bogen g c 
oder ihrer Supplemente, 

g® — n t„ der Bogen g b 


” N ” 
oder ihrer Supplemente, 
Ink 5 cd — y9 " 9, der Bogen c b 


oder ihrer Supplemente 
(vgl. Fig. 9«) und Fig. 10); 
sie gruppiren sich also auf jeder Hauptkugel $ (vgl. Fig. S) als die Eck- 
punkte bestimmter besonderer gleicheckiger Polyeder der Pentagon-Ikosa- 
eder-Gruppe.') 

Die Projeetionen der Punkte £ und ® (vgl. $ 43 unter 3)) sind bez. 
die Halbirungspunkte der Bogen 6, fi der Hauptkreise 49 und der Bogen 
b, e, der Hauptkreise ec; die Bogen-Abstände zweier aufeinander folgenden 
Punkte (; % und p; p betragen bez. 9° und 15° (vgl. Fig. 9«)) und Fig. 10). 

Ausserdem übertragen sich alle der imaginären Fundamentalfläche 
F“) angehörigen Elemente (imaginäre Punkte, Erzeugungslinien, Berührungs- 
Ebenen) in entsprechende imaginäre Gebilde (Punkte, Hauptkreise, Haupt- 


kugeln) der unendlich fernen imaginären Kugel 8x (vel. $ 26). 


Transformationen der beiden regulären Gewebe @, und €, 
und der ihnen zugehörigen Polytope in sich selbst. 


Durch Anwendung der in den $$ 27—33 entwickelten Beziehungen 
erhält man nun (analog wie in den $ 36, $ 39, $ 40), die Gesammtheit der 
Transformationen, durch welche die beiden regulären sphärischen Gewebe 
G, und @, und die ihnen zugehörigen regelmässigen (und zum Theil regel- 
mässigen) Polytope in sich übergehen, aus den in $ 47—$ 50 aufgestellten 
Substitutionen der Gruppe Go (bez. G{,), wenn der erläuterte Process der 
Uebertragung aus dem Raum 2, in den sphärischen Raum S, vorgenommen 
wird. Die Zahl der ÜOollineationen und der Correlationen wird dann 


1) Vgl. E. Hess: Kugeltheilung S. 76. 


440 Edmund Hess, 


wiederum die doppelte sowohl der in Tabelle (694) ($ 48) zusammengestellten 
eigentlichen, wie der in Tabelle (70A) aufgeführten uneigentlichen Sub- 
stitutionen. 

Aus den angegebenen Punkten, Hauptkreisen, Hauptkugeln u. s. w., 
welche die einzelnen Bewegungen, Spiegelungen und dualistischen Um- 
formungen charakterisiren, lassen sich wiederum die entsprechenden Geraden, 
Ebenen, Euklid’schen Räume u. s. w. des R, für die ein- oder umgeschrie- 
benen Polytope gemäss den in $ 33 aufgestellten Regeln leicht entnehmen. 

Die bezüglichen Substitutionen in orthogonalen Coordinaten sind 
auch hier im Anschluss an die früheren Bezeichnungen und Nummern durch 
ein oder mehrere Beispiele erläutert. 


A) Bewegungen (zwei- oder vier-fache Spiegelungen), den eigent- 
lichen orthogonalen quaternären Substitutionen, welche Colli- 


28 IA). 


neationen bedeuten, entsprechend (vgl. $ 


1a,) Identische Transformation: S—=[123 4], (vgl. $ 28 (vel. 
1%) Inversion (Spiegelung am Mittelpunkte 0): s47 
S=[-1-2-3-4} (vgl. 8 28 (96a)).) TA)). 
2«) 225 Umwendungen um je einen der 225 Hauptkreise b, 
20) 225 h BEL 2, 420) 5 b‘ 
(vgl. $ 28 (96e), (96a) und $ 47 2A). 
Beispiele zu 2): S— [1 2 —-3 —4],: Umwendung um 1 — 0 0 0 0 


Ss=f1234]: 


cotgp -ictgp tgp tgsp 1 —i 


” ” 
Sp IE has 4 ea il 0 en W 
1 zu 28): 8 =|[-1 -23 4]: : ae! i 0) 0) 0 0 
S=|-1-2-3 —4], 5 „ cotgp icotgp tgp itgp li 
S—=2-# 4-31: „ „ kp —2i —1l 0 odsp 0. 


3a) und 3%) 2.30 = 60 4-zählige Doppeldrehungen, bei welchen 


die Gesammtheit der reellen 
Congruenz bildet, 


Schraubenaxen eine lineare 
deren Leithauptkreise zwei der 2.30 


imaginären, sich selbst conjugirten Hauptkreise db, (vergl. 


$ 42 IID)) sind (vgl. $S 28 unter d) und $47 3A)). 
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Beispiele 


)S=f2 -1-43, = b(+90) b‘ +909) > bi90°) b-909) zu bene) b(900) Zn: | 
S3 = 2 1 4 3], = b.z90») b’ 2900) ne b—90s) b(900) D— b-Son) bgo0) =... | 


Imaginäre Leithauptkreise haben r,-Coordinaten: 000 10 +, 
5? — [-1-2 -3 —4], (Inversion). Vgl. die Beispiele zu 3A), 10A,), 11A3) in $ 47). 
2)S—[-1723 4, Imaginäre Leithauptkreise: 


s—[1-234,| -tsp+2icthgp 0 142: 0 2 


ge 
sın <@ 


(vgl. Beispiel zu 11A,) in S 47), 
82 = |-1 -2 -3 —4], (Inversion). 

4a) 2.200=400 dreizählige einfache Drehungen um je einen 
der 200 Hanptkreise ec (alle Punkte von ce — der Büschelaxe — 
und die unendlich fernen imaginären Punkte c, der reciproken Polaren 
ce — der Reihenaxe — bleiben fest) (vgl. $ 28 unter c«) Formeln (96x), 
(960) und $ 47 unter 4A)). 

z.B. S= 4 3 2 If — og1900) ; $?— [4 -3 2 Ir], = 190m, 

wobei ce... cotgp ictgp 0 0 tgp -itggp (Beispiel zu 4A,) in $ 47). 
4) 2.200 = 400 besondere sechszählige Doppeldrehungen 


(Drehung nebst Umwendung), nämlich Drehung von 60° oder —60° um 
ce (ce) und Umwendung um «‘ (co) (vgl. $ 28 unter c$) Formeln (967)). 

z.B. S—|43 2 1*, = &600) 1809); S$—[43 -2 1] = &-60°) E’(180%) 5 

ce wie in 4a,); 5? und St sind die dreizähligen einfachen Drehungen, 53 ist 

die Inversion. 

5a.) 2.20 = 40 dreizählige, 5a) 2.20 = 40 sechszählige Doppel- 
drehungen, deren Schraubenaxen eine lineare Oongruenz 
mit einem der 20 imaginären Hauptkreispaare « als Leit- 
hauptkreisen bilden und wobei die geraden Potenzen von 5 die 
dreizähligen Doppeldrehungen darstellen (vgl. $ 28 unter d£) (96h), (961) 
und $ 47 unter 5A). 


S „4 el] n0): ld) ld 
DE €(+609) € (+60°) == (#600) €(+60°) = €(+60°) €(+60°) =... 


Beispiele: 
) S=[-3 4 -1* 2] = Cage) Egon) =. 8? = [3-4 1* 2], = Capo) Cluaoo) = 
$—[3 4-1° 2), = &-800, 80, +. 8t— [34 1° 2] = 1200) E-1200) = - 
S—=[-1-2-3-4]|,;0... sin» O0 + 0 -csp 0 (vgl. 47, 5A))). 


2) 8 — [3 4-1*-2], — Cgue) E80) =. 8 —[-3-4-1% 2) — 1200) E-1200) —-- 
5° — [3 4 1* 2]; = 50) Eon) =... St — [-3 4 1* 2], = cc-1200) Can = ++ 
8—=[-1253-—4];%... 0 sap 0 + cosp 0, 
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wobei für beide Beispiele 
| e ... cotgp seotgp 0 0 tgp -itgp | 
e...cotgp -ietgp 0 0 tgyp itgp |. 

6«) 4.72 — 288 fünfzählige einfache Drehungen um je einen der 
288 Hauptkreise g (alle Punkte von g — der Büschelaxe — und 
die unendlich fernen imaginären Punkte g, der reciproken Polare g’ — 
der Reihenaxe — bleiben fest) (vergl. $ 26 unter c«) Formeln (96x), 
(966) und $ 47 unter 6A). 

Beispiele: 
y)S=-[43 2 11,909), 8?—[-3 2 4 -1*]ıs = 914) | 
Ss a3 2 1, — 9-12), S—[-3-241], = %-140)| ei. 
2) Ö —= [14-23], = gran), ar —= [1-3 —4 2], — g’(1440) | ER EN 
S= [-1*42-3, < ey, 11342), = gg“ 3 


l?i-tgp-itgp 00 
$47 6A) Erstes Beisp.). 


6) 4.72 —= 288 besondere zehnzählige Doppeldrehungen (Dreh- 
ung nebst Umwendung); nämlich Drehung von +36°, +108° um 9 (9) 
und Umwendung um g‘ (g) (vgl. $ 28 unter ce?) (90%)). 
S2, St, Ss, Ss sind die fünfzähligen einfachen Drehungen 6«,), 85 ist die 
Inversion. 
Beispiele: 
)S=[3 2 —4 1] = 900) Iaısoy, 8° — [43-2 -1]ı6 = Y(108%) 9‘(ıs00) | vgl. (6) 
Ss®—=|[3 2 —4 1%, = I-36°) 9‘1509), 87—= [432-1], = I—108°) 9'100) | Beispiel 1). 
2)S—[-1-3 4 21, — ga) as, 8° = [1-42 3, = gas) Iso) | vol. (6@,) 
9=[-13 4-2) = 9'300) Yasoy, 9"—[-1 4 2 -3]; = g‘-1080) Ycısoo) | Beispiel 2). 
7a) 4.12 —=48 fünfzählige, 7%) 4.12 =48 zehnzählige Doppel- 
drehungen, deren Schraubenaxen eine lineare Congruenz 


mit einem der 12 imaginären Hauptkreispaare 9 als Leit- 
hauptkreisen bilden und wobei die geraden Potenzen von 5 die 
fünfzähligen Doppeldrehungen darstellen (vgl. $ 28 unter dß) (96h), (961) 
in $ 47 unter 7A)). 
@ f (ce) (e)‘ (b) (b)‘ 
I = 9(+360) I (+36%) — I+36%) I+360) — I+36%) IH3E) — = - 
Beispiele: 


1) = [4 32 —1*)o —— (369) 9'360); = [4 32 1”); = I720) Fa) 
vgl. Beispiel 


3— [432-1] — gas) gas, S—=[I43 2-1 = gas) Hua) | ,, TA) in 
37 — [4 —3 2 1%) — 91089) os), 8° = 4 3 2 1*]ıo — 91490) 91440) $47 
S—-[432 1, = 9-30 es, 8 [432 1] = ger, Her) 


8>—= [-1-2-3—4],. 9 und g‘ wie in den Beispielen zu 6«,), 6%); 9 .. sing 0 csyY +i O. 
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2) S = [4 3 2 126; — 9(360) F 36°) , DB — [4 3 2 1# ]sa — I(72%) I —720) 
9— [4 3-2 1’); = ga1os0) Ho, It= [4 3-2 1 = gan) I-140) 
9 — [43 2-1) = 91080, ao, 8° = [43-2 1%); = 9e-1440) 140) 

—[4 


3 2 1’); — 9360) 9‘(369), 9° — [4 -3 2 —1*],; — 96-790, 9°720) 
$— [-1 -2 -3 —4].. 
g und g‘ wie im vorhergehenden Beispiel. 9 ... 0 sing 0 csp 0 +i. 
8a,) und 8%) 8.72 576 zehnzählige Doppeldrehungen, deren 
Schraubenaxen je ein Hauptkreis g und dessen reciproke 
Polare y' sind (vergl. $ 28»), e) und $47 8A)). ° — 9(+369) I'+1080)- 
Die Elemente des festbleibenden en Tetraeders mit 4 Eck- 
punkten 9, 4 Hauptkugeln x, dessen Kanten ausser den reellen 
Schraubenaxen 9, g' zwei imaginäre Hauptkreispaare g, sind, entsprechen 
den früher ($ 47 SA) angegebenen. 
Beispiele 
1) S—=[-41-3 217 — 90) Hay, = |-3 4 1* 2] = gap) 10) 
= [3 4-1 2] — go) 360), ST 4 -1* 3 2] = gar) Ira) (Vgl. Beispiel 
| 
[ 


ST [3 4 -1* 2)» = 91089) Haoy, = 13 2] = Ieıam) Hera) | zu 8A) in 


= [4173-2] = 9-36) os), [3 4 1 22 = 9-72) aaa) 32); 
Ss—=[-1 -2 -3 —4]. 
)S—[413 2, =Ya0) Ice), [3 4-1 2] = ga) 1a) 


33 — [3 —4 —1* 2]y, — garosı) Hay,  St—[4 1-3 As — gaaan 720) 
ST— [3 —4 1 2] = 91080) 9-30, 8° = [4 1-3 2) = 90-1440) 9°729) 
89 — [-4 -1 3 2) = 9300) Sao), 9— [3 4 1° 2 = gern) H-120) 
Sn aa u 
Für beide Beispiele ist das Haupttetraeder mit allen Elementen das- 
selbe; (vgl. $ 47 unter 6B) Beispiel 1); das Hauptkreispaar 9, g und die 
beiden Hauptkreispaare g, sind dieselben, wie in den Beispielen zu 6«,), 
60), 7), 709). 
9a) und 9%) 16.120 — 1920 dreissigzählige Doppeldreh- 
ungen, deren Schraubenaxen je ein Hauptkreispaar ga = cN 
und 99 — «9 sind (vergl. $ 28b), e) und $ 47 9A). 8 a ee. Die 
Elemente des festbleibenden sphärischen ermeders mit vier Eckpunkten 
99 = cd, 4 Hauptkugeln „= 7,'”, dessen Kanten ausser den reellen 
Schraubenaxen 99, g® je ein imaginäres Hauptkreispaar g, « sind, ent- 
sprechen den in $ 47 9A) angegebenen. 


5h* 
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Diejenigen Potenzen von S, deren Exponenten prim zu 30 sind (den 


Potenzen von T=-ea, -e!a, —ea2, -&'a? entsprechend), sowie diejenigen, 
deren Exponenten das Doppelte der Zahlen prim zu 15 betragen (den 
Potenzen von von = ea, &ia, ea, ia? entsprechend) bedeuten 30-zählige 
Doppeldrehungen, während die Potenzen, deren Exponenten Vielfache von 
3 und von 5 sind, bez. zehn- und sechszählige Doppeldrehungen darstellen, 
deren Schraubenaxen eine lineare Congruenz mit einem imaginären Haupt- 


kreispaar g, bezw. c, bilden (vergl. 7«,) ©) und 5«) ©)); S» bedeutet die 


3 = ann ge) ’ 


Inversion. Z. B.: } 
ir 93) Ian 2 ag 10 N 
21 en TE N gaen Icree 
— [4 32 1]35 = aaa) 2 , SA 2 IF > 2 eh 
N I1She) SR a een sie) vo | (vgl. Beispiel 1 
=[-2 —1 4 3, =9 am I ‚Se—[-1 3-4 2] lo d en [ zu 9 A)in $47). 


82? — [4 2 —1 3] —= IE en, 920 


[21 Ag Zn Iazın » 59 — 48 2 Um — "en N 
ee gas) IeTaney ee ze Ida) 1% ) 
= [& 3-2 —1*)o = I RN 3 8 = [4 3 —2 — 1], — — I I es 
we nee (e)‘ ern (e)‘ ER 
> En — 91089) 9do8s} ee 1 = 9a) Iso) (vgl. Beispiel 1 
2 ( 3 2 1°] — ee oe) ‚Sl — It 3 2 1*];, == he es zu 7@,); 70)). 
Y97 F 9 c) (e)‘ erh 5 ETHEBB N(C (e)' 
N [4 3 2 1 ir Pr I 360) I-36°) ’ N 1—= [4 Sa Is Is) I 72) 
| DE 2 9 600) % AL BB aEl Ze "el (vgl. Beispiel 1 
| 593 = [4 3 2 1°), — I ee) Ice) 3 52 — [4 3 2-1] = Ds Ielöhe) | zu 9A) in $47). 
85 —[—-1 -2 -3 -4]. „(e) 
| h g , csp +isnw -sinpyg Ficosp 0 0 \ 
go) z 
G9--. sap 0 cesp 0 + 0 
o- 0 cow O0 sinn 0 +1. 


10«,) und 10%) 8. 180 = 1440 zwanzigzählige Doppeldreh- 


ungen, deren Schraubenaxen je ein Hauptkreispaar y — 39) 
und ga — — N sind (vgl. Saonn R a Si 10 A)). 
9 eo 


Die Elemente des Haupttetraeders mit 4 Eekpunkten 9, — 6,%, 4 Haupt- 


Ss 
S3 
S7 
ss 


2 — 


S4 
Ss 


= 
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kugeln ., — 3, dessen Kanten ausser den reellen Schraubenaxen 9®, 
g®'‘ je ein imaginäres Hauptkreispaar 9, db, sind, können sofort aus den in 
$ 47 10A) angegebenen entnommen werden. 

Diejenigen Potenzen von 5, deren Exponenten prim zu 20 sind (den 
Potenzen von r—-i&, ig, —iet, ist entsprechend) bedeuten 20-zählige Doppel- 
drehungen, während die Potenzen mit geraden Exponenten und diejenigen 
mit Exponenten, welche Vielfache von 5 sind, bezw. zehn- und vierzählige 
Doppeldrehungen darstellen. deren Schraubenaxen eine lineare Congruenz 
mit einem Hauptkreispaar g, bez. b, bilden (vergl. 7«,) ©), 3«) @)); S!° be- 
deutet die Inversion. Z. B.: 


= 41 2 I ee 1a 98) 
— [3 4 _1* 2, — 1 83 — [-3 4 1* 2], — ga“ en 9 (vgl. Beispiel zu 
—B-4 1 2, — 9 Ch, Ne a nano Ion, | 102 MS 4m. 
—B 412g, N, 31 2 
ee I en Ze 8833° 
—[4 3 —2 -1*), = 1 ns ‚Su—[-4 -3 2 1%, — RE u) in u 333 e g 
= [432 ,— 9) ER ‚St—[f4 3 2 1* I 90) a E 
432-1 = gg) Ian  Se-U 3 2 2 ee 
—[2 -1: —4 3], — 9) ae 35 [-2 1 4 31 — ge) ans) s Ss 


u 
Si Eon (b) 
h g csp +i -sinp 0 OO | 


gr \ 
o--- sing 0 cosp 0 +i fi) 
year a U en ae 


11«) und 11%) 4.300 = 1200 zwölfzählige Doppeidreh- 
ungen, deren Schraubenaxen je ein Hauptkreispaar ce — 9 und €” — 1% 
sind (vgl. $ 28 b),e) und $ 47 11A). S= en 300) a; Die Elemente des 
festbleibenden sphärischen Teetraeders mit 4 Eckpunkten .(® — 59, 4 Haupt- 
kugeln 7) = 20), dessen Kanten ausser den reellen Schraubenaxen ce”), 
je ein imagiräres Hauptkreispaar c,, db, sind, entsprechen den in $ 47 11A) 
angegebenen. 

Die Potenzen S, S5, S’, St! (deren Exponenten prim zu 12 sind, ent- 
sprechend den Potenzen von T=-ia, ia, -ie?, ia?) bedeuten zwölfzählige 
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Doppeldrehungen, während die Potenzen 52, S', 5°, 5! und S°, 5° bez. sechs- 
und vierzählige Doppeldrehungen darstellen, deren Schraubenaxen eine 
lineare Congruenz mit einem imaginären Hauptkreispaar c, bez. b, bilden 
(vgl. 5a.) &), 3) @)); 5° bedeutet die Inversion. (Vergl. auch $ 39 unter 
Yän ), 48)). Z. B.: 


— 4 37 21a ie (6) ce, S7— [-4 3 2 -1*, = — cc 


(30) 1509 ? (= te e A | wei. Beispiel zu 


I — er TE — b (b N a < * De ed h S 
— [-4-3 -2 -1*],, = 1530) "ns . Sl [4 SEHEN — ce. Ye © 50) | 11A,) in $ 47). 
| er b) b * b b)‘ 
—[3 —4 -1* 2%, = co Ze ns SE — E De 2] — a een Clan | 


| 


ı— [34-#22,=c0 0 „Su—=fß A 1% 2,—=cQ), c® | 


(1200) A-1200) (60°) 609) 
—[2 -1 -4 3 =cM), X ‚®=[2 14-3 =c® (b" | (vgl. Beispiel 1) 


(90%) (909) (90°) Com) \ zu 30), @)). 
SEE oA: 6) pe? e \ 
„Bo! cp Fi 0 0 Sina 0 | 
Snap LOEETT ROEE cos RO 
De ) VO + 4 


Damit sind die 7200 Bewegungen, welche die Gewebe @, und 
@‘, in sich überführen, vollständig aufgestellt.') 


A®) Ein- oder dreifache Spiegelungen, den uneigentlichen 
orthogonalen quaternären Substitutionen, welche Üolline- 
ationen bedeuten, entsprechend (vgl. $ 29 und $ 50 12A)...15A). 

12«,) 60 einfache Spiegelungen an je einer der 60 Haupt- 
kugeln 3%... (vgl. $ 29aa) und $ 50 unter 12.A)). 


Beispiele: 


2 1 1 1 
S=[1-4-2-3], : Spiegelung an Hauptkugel B,;... 0 5 tg p a9 cotg p 
N 1 1 1 1 
I — [2 —l 2: 3b ö ” ” n Bio BARS 3 6) 9 w 3 
z IR 1 1 
S=[-21-4-3) : 3 a = Bas - -: 3 0 3 tg p 3 cotg p 
3 1 ıl 1 
S—=[-4-21-3];: & ; n Ba7 - -. 5 tg p 3 0 5 cotg p 


(Vgl. die Beispiele zu 12 A,), 12 A,), 12A,), 12A,) in $ 50). 


1) Diese 7200 Bewegungen finden sich auch schon (ohne Herleitung) kurz bei 
S. L. van Oss: „Bewegungsgruppen der regelmässigen Gebilde von vier Dimensionen (Diss. 
Giessen 1894)“ angegeben, während die 7200 Spiegelungen, sowie die 7200 eigentlichen und 
7200 uneigentlichen Correlationen nicht berücksichtigt sind. 
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12«,) 60 Inversionsspiegelungen (Spiegelungen an drei zu ein- 
ander senkrechten Hauptkugeln durch je einen der 60 Punkte (und Gegen- 
punkte) b,....b., (und BY ...b4). (Vgl. $ 29a) B)). 


Beispiele: 
Inversions- drei auf einander 1 1 
S—[-1 42 3): spiegelung: senkrechte Hauptkugeln @urch biz... 0 aiEp 5 zeoigp 
1 1 1 1 
S=[-2 1-4 3b: ” ” „ ” nass 3 3 3 3 
Seal Ash b uk o m t 
— gu ” ” ” ” Ey O0 3 3 sy Be sp 
1 1 1 
NZ [4 21 3):: ” ” ” ” b;; En 6) tg p 9) 0 z colgp 


(vgl. die Beispiele zu 12 A,), 12 A,), 12 A-), 12A,) in $ 50). 


13«) 2.450 = 900 vierzählige Drehspiegelungen (drei- 
fache Spiegelungen) (vgl. $ 29b) und $ 50 unter 13 A)). 

Von den beiden Punkten d,, d,, welche auf einem Hauptkreise 5, 
der Axe der +90° betragenden Drehung liegen, bleibt d, fest, d, geht in 
den Gegenpunkt d‘, über; die durch die reeiproke Polare b‘, deren imaginäre 
unendlich ferne Punkte fest bleiben, gehende Hauptkugel 6, (die Spiegel- 
hauptkugel) bleibt fest, während 6, die Innen- mit der Aussenseite ver- 
tauscht. Die Elemente des entsprechenden sphärischen Tetraeders mit den 
Eekpunkten d;, d;, b,, b,, den Hauptkugeln d;, dr, &%, 8, u. 8. f. sind aus den 
in $ 50 unter 13A) aufgestellten zu entnehmen. S? bedeutet die Umwendung 
um die Axe b. 


Beispiele: 
1) S= [2 1-4 3], == b(909) | dr [> 8? — [2 ll 3 ho —— b(1so0) a i 
I ae 5 se, . rote m ot o 2 eo © z 
= [112 3, —begmldl; fr... IE I en 
2/2 292 2/2 2/2 o- 
v . Br 
eotgyp cotgp cotgp tg :p re) 
d. DI EEE = — = = AIG m N 
2/2 2/2 2/2 2/2 5 
b=-|d;%|...tgp —2i 10 otgp oJ)" 
2) Ss — [1*-2-3-4],, — b(90») | dr |; 8? =— [2 4 3 1lır — be1soo) a 
83 — [1*-2-3-4],, = b(-309) | de]; }, Al tgp colgp 1 5: ) | < 
ee eva Ve nV 3 
ao 
1 tg p cotgp 1 2 
DE: 9/0 315 5 > 5 He 0% un 
ay2 2y2 2y2 Ya I|8: 
b=|ddr.|.. cotgpy icotgyp -tgp -itgp 1) 
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13%) 2.450 = 900 vierzählige Drehspiegelungen. 
Die beiden Punkte d,,d;, und die beiden Hauptkugeln d,, d&; in 13«,) ver- 
tauschen sich, so dass d, fest bleibt, d; in den Gegenpunkt d‘; übergeht, 6; 
die spiegelnde Hauptkugel ist, während die Drehaxe b dieselbe ist und 5? 
ebenfalls, wie in 13«,) die Umwendung um diese Axe bedeutet. 
Beispiele: 1) S=[-2 -1 4 -31, = b(-g00) | di | | vgl. Beispiel 1) 
S>—=[-1 -4 2 -3) — bog) | 6i| | unter 13«,). 
2) S—[-1* 2 3 4 = bg) | di | | vgl. Beispiel 2) 
S—[-1* 2 3 4 — braoy || | unter 130,), 
14«) 2.600 = 1200 sechszählige Drehspiegelungen (vergl. 
$ 29b) und $ 50 unter 14 A). 
Von den beiden Punkten b;, f,, welche auf einem Hauptkreise c, der 
Axe der +120° betragenden Drehung liegen, bleibt f fest, b; geht in den 
Gegenpunkt 6 über, die Spiegelhauptkugel 3; bleibt fest, während bei x 
die Innen- mit der Aussenseite vertauscht wird. Die Elemente des ent- 
sprechenden sphärischen Tetraeders mit den Eekpunkten b;, f,, &, c, und 
den Hauptkugeln #;, x, y, 7, dem reellen Gegenkantenpaar c, ce u. s. f£. 
sind aus den in $ 50 unter 14A) aufgestellten zu entnehmen. Die Potenzen 
Ss? und S! bedeuten die dreizähligen einfachen Drehungen um die Axe c 


(vgl. 4«,)), S® bedeutet die Spiegelung an B. 


Beispiele: 
)S8S=[-4-3 2-11 = €(1209) &l, ®=[4-3 2-1 = &—-1209) 
—=[3 —4 1* 2, = ©1200) | Bi]; B° — [4 -3 2 1*]ıg — 61300) ; (vgl. Bei- 
sS—[123-4,=|ß| spiel 2) zu 
bir... „u 0), BONO IE EA Er): 


N Eine O COS Orr 
Io. ieosp 0 0 sin —isinap 


(1209) 
85 — [3 —h NE: 2];2 = €—120°) | Bi IE St [1 —4 2 3]; r— (120) : 
3—[3 -412%,»—|Bß:| Ber 
De SG EDERZ 0) e ... Bj Spiel 3) zu 
o Z $ 5014A)). 


2)S—-B4-1 2 = ca) |, ®2—I1l 42 31, —=e 


sin 


a — 


E..—cosıp iecosp 0 O sinap — sin 
14«,) 2.600 = 1200 sechszählige Drehspiegelungen. Die 
beiden Punkte b;, & und die beiden Hauptkugeln x, 3 in 14«,) vertauschen 
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sich, so dass b; fest bleibt, f in den Gegenpunkt F, übergeht, x; die 
spiegelnde Hauptkugel ist, während die Drehaxe ec für die +60° betragenden 
Drehungen dieselbe ist, S? und S! ebenfalls die einfachen dreizähligen Um- 
drehungen um diese Axe bedeuten, 5’ dagegen die Inversionsspiegelung 
(vgl. 12%)) soo) |%, | an drei aufeinander senkrechten, durch b; gehenden 
Hauptkugeln darstellt. 


Beispiele: 
1) Ss = [4 3 2 ls =: €—60°) | x 
85 — [-3 4 —* —2];3 = €(609) | xı 


| b;, &, Bi, x: und c, 

S?2, St wie im Beispiel 1) zu 14«,), 
| = |-1-2 -3 4, = € soo) | *: | 
(vgl. $S 14«,) Beispiel 1). 


a a en] | u ine Bo au und io 
See en 82, 54 wie im Beispiel 2) zu l4«,), 
2 ]52 (60°) “ Si [-3 4-1 2a = E1s0o) | x | 
(vgl. $ 14a,) Beispiel 2). 


15) 4.360 = 1440 zehnzählige Drehspiegelungen (vergl. 
$ 29b) und $ 50 unter 15A). Von den beiden Punkten b,, i,, welche auf 
einem Hauptkreise 9, der Axe der +72, +144° betragenden Drehungen 
liegen, bleibt i, fest, b, geht in den Gegenpunkt b/; über, die Spiegelhaupt- 
kugel %; bleibt fest, während bei « die Innen- und Aussenseite sich ver- 
tauscht. Die Elemente des entsprechenden sphärischen Tetraeders mit den 
Eekpunkten b;, i, go, 90 und den Hauptkugeln %, «u, 4, 4%, dem reellen 
Gegenkantenpaar 9, g u.s. f. sind aus den in $ 50 unter 15 A) angegebenen 
zu entnehmen. 


Die Potenzen 52, St, S®, Ss bedeuten die fünfzähligen einfachen Dreh- 
ungen um die Axe g (vgl. 6«,), während S> die Spiegelung an 3, darstellt. 


Beispiel: 
| B e Ss = -3 —_ 4 —1]js — I—-144°) | Pk » 82 — E 3 > 1], — (712°) 

Se jr S—=[43 2 -1e = 9-72) | Br |, St —[-3 2 4 -1%]ıy = (144%) | (vgl. Bei- 
= 15 A) 87 = [4 a2 —1]ı; —— I72°) | Pk IR 56 = [-3 >) Is = I-144°) spiel 1) 
in g50, | =[3 24!’ = gan) ||, S—=[L 3 2 1 = 9m) |" 601). 

53 nn [1 93 —4], — | Pr | 

200 0 der 5 
| s er N a | vgl. Beispiel 1) 
| I er Ey cos p lt 5 zu $ 50 15A), 
I :..6C0Sp 7Ccosp —-sinpyg —sSinp O0 o| e 
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15%) 4.360 = 1440 zehnzählige Drehspiegelungen. Die 
beiden Punkte b;, i, in 15«,) vertauschen sich, so dass b; fest bleibt, i, in 
den Gegenpunkt i, übergeht, ı, die spiegelnde Hauptkugel ist, während die 
Drehaxe für die +36°, +108° betragenden Drehungen dieselbe ist. 2, S#, 
Ss, S> bedeuten wiederum die fünfzähligen einfachen Drehungen um diese 
Axe, während 5° die Inversionsspiegelung (vergl. 12«,)) 9(1so0) | « | an 
drei auf einander senkrechten, durch 5b; gehenden Hauptkugeln darstellt. 


Beispiel (vgl. das Beispiel zu 15«,)): 
S == [3 2 —4 1]ıs = (36°) | tı | 
S—f4-3-2 1 = gun) |ul 
S—[4-3 -2 1], — K-rosylal|. Br, I, sowie g u. S. w. 
8° — [3 -2 -4 1”), = I-36°) | u | ee IK150°) | u. 


52, St, S®, SS stimmen mit denen des 
Beispiels zu 15«,) überein, ebenso b;, iz, 


Damit sind auch die 7200 uneigentlichen Bewegungen (ein- und 
dreifachen Spiegelungen), welche die regulären Gewebe @, und 6‘, in sich 
überführen, vollständig aufgestellt. Ueber die Darstellung der Dreh- 
spiegelungen durch Spiegelungen an drei bestimmten, durch den fest- 
bleibenden Punkt gehenden Hauptkugeln ist das unter $ 29b) Gesagte zu 


vergleichen. 


B®) Correlationen, den eigentlich orthogonalen quaternären 
Substitutionen, welche ÜCorrelationen bedeuten, entsprechend. 
(vgl. $31 und $47 1B).. 11 B). 

18) Die Polar-Reciprocität in Bezug auf 8x 
(vgl. $ 30 (98«), (983) und $ 31 1): 
S'’=[1 2 3 4], (oder —=[1 2 3 4],) (vgl. $47 1B)). 
13) Die inverse Polar-Reciproeität in Bezug auf 8x: 
S'=[-1 -—2 -3 -4], (vgl. $47 1B) N). 
2%.) 225 eigentliche Polar-Correlationen in Bezug auf die 
Projeetionen 3%9...5% der reellen Kernflächen F9...FY, auf 8, 
(vgl. $31 2) und $ 47 2B)). 


1) Auch hier möge es genügen, eine Correlation durch eine der beiden Darstellungen 
zu charakterisiren. 
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Beispiele: 
1) ‘=[1 2 -3 —4]ı: Polar-Correlation in Bezug auf Kernfläche %,®: 


Tsmmore: At a0 
2) S’—=[1 2 3 4],: Polar-Correlation in Bezug auf Kernfläche %;®: 


1. $ 47 die Beispiele zu 


2 B,), 2 B,), 2 B;). 


tg a >| 

a1 on Ole varmllös Tora ei, | 
ERS +32 3reolgp.yztigp- 3 Zu | | 

3) $'—[2 1* 4 3],,: Polar-Correlation in Bezug auf Kernfläche %®: 

2 0) 2 D) tg 

3’—3?+3?+322] 2 | 
+ [1 3 — 31 32] eotg 9 + [Zı 31432 33] 
2%) 225 inverse eigentliche Polar-Correlationen in Bezug 


0 
) 


an 
> 
— 


auf dieselben sphärischen Flächen, wie unter 2ß,). 


Beispiele: 
1) = I=1-2 3 4h: Inverse Polar-Oorrelation in Bezug auf 7," | (vgl. $ 47 die Bei- 
9) I= =ZIER —4]:: . 2 R „® spiele zu 
2 r SEE h i i ; 5 | 2 .Bı), 2 bs), 2 B;). 
3) = 2 et —3]ra: ” ” ” ” ” ” I” 


38) und 38) 2.30=60 vierzählige Null-Correlationen, 
deren zugehöriger sphärischer (mit seinem polaren zusammen- 
fallender) Complex je einer der 30 sphärischen Complexe 
Ey): &ı-..% (der Projectionen der 30 linearen Complexe Ca) 
(vergl. (42) in $ 44)) ist (vergl. $ 31 3) und $ 47 3B)). 5'2 bedeutet die 


Inversion. 


Beispiele: 
De Complete Bi Se de 
\5S=[-2 14-3] | 2 | spiel zu 3B,). 
— werer } x: Sala 
Mi am, DIFF |. 547 Bei 
\ S3= [-1* 23 —], | bs... 5 EP-ıtg u nzeop.5— e spiel zu 3.B,). 


43,) 2.200400 sechszählige allgemeine Correlationen, 
deren Haupttetraeder vier Eckpunkte «,, vier Hauptkugeln 7,, ein reelles 
Hauptkreispaar c, e‘ und zwei imaginäre Hauptkreispaare «, zu Kanten hat. 
(Vgl. 831 4a) und $47 4B)). Die. geraden Potenzen von 5’ bedeuten die 
einfachen dreizähligen Drehungen um einen Hauptkreis ce (vgl. unter 4«,) 
dieses $), S® bedeutet die Polar-Reeiprocität in Bezug auf 8x (19,). Die 
Elemente des Haupttetraeders u. s. w. können aus den in $ 47 unter 4B) 


angegebenen entnommen werden. 
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Beispiele (vgl. s 47 Beispiel 1) zu 4 B,)): 
1) 8 S —F 4 = D. Lie, J — [4 = el *]9 — 04 1209) | vgl. \ gs a [1273 3 3 4, 
S5 — [4-3 2 —1#]j9, Isu=L 4-3 2 1 = Ca, | te) | (vgl. 1B,), 
2) (Vgl. $ 47 Beispiel 3) zu 4 B,): 
Y 3 49], So == NE oe TE Ic = er, 
ee, De a 
(y [1* 275) —3]e7, \? = [1 3 —4 2]. — (120°) 
48) 2.200 =400 sechszählige allgemeine Correlationen, 
deren Haupttetraeder bez. dasselbe wie unter 43,) ist. 5” und 5“ bedeuten 
wiederum die einfachen dreizähligen Drehungen um c, 5% dagegen bedeutet 


die inverse Polarreeiprocität 1ß,). 


Beispiele: 
yg=[a 2 Se A a DT eu 
ss — [4 2 1#],,, | zu 4ß,) | 
a si 2} »\| 8% 8% wie Inn Beispiel 2) Sa ee 
se Era al | zu 4$,) 


58) und 5%) 4.20=80 zwölfzählige Correlationen mit 
zusammenfallender Kernfläche 8x (vgl. $ 315a) und $ 47 5B)). 
Ss“ und 5“ bedeuten die dreizähligen, 5? und $“" die sechszähligen Doppel- 
drehungen, deren Schraubenaxen eine lineare Congruenz mit einem imagi- 
nären Hauptkreispaar c«, bilden (vergl. 5«,) und 5%)) und welche für die 
Correlationen die Leithauptkreise der beiden festbleibenden speciellen Com- 
plexe darstellen. S® bedeutet die Polarreeiprocität 1ß,), 5” die inverse 
Polarreeiproeität 1$,) in Bezug auf &x, während 5% die Inversion darstellt. 


Beispiel: 


S'= [3 4 -1* 2), SS°=[-3 —4 1% 2, | =[-1-2-3-4|, oa 

E Er E S i er ms 
Ssu—[3 4 -1* -2)0, 87—=[3 -4 1* -2]), |»=-[1 23 4 2.0° 

& * } & 2 on n rar 
f 2—[34-1* 2] — e-609) E60), PD — 3. 1* 2), = € 1200) C(-1209) ( @ 2 
810 — [-3 4 —1* 2], = Co) son) „ 8° —=[-3 4 1 2°) — C1200) ao) | T 
Ss —[-1-2-3 —4].. Se 


6%) 4.72 —= 288 zehnzählige allgemeine Correlationen, 
deren Haupttetraeder vier Punkte g,, vier Hauptkugeln ,,, ein reelles Haupt- 
kreispaar g, g und zwei imaginäre Hauptkreispaare 9, zu Kanten hat (vgl. 
$ 31 4a) und $47 6B)). Die geraden Potenzen von S‘ bedeuten die ein- 
fachen fünfzähligen Drehungen um einen Hauptkreis g (vergl. unter 6«,) 
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dieses $), S® bedeutet die Polarreeiproeität 13,). Die Elemente des Haupt- 
tetraeders entsprechen den in $ 47 unter 6B) angegeben. 
Beispiel: 


A, SET | La 
k — a 1» 


Sa = nee > Erz =. en Ber 
Qu Yu ) ee - spie zu 
S?— [4 3 2 1], = 97%) , S2— [3 24 1] = 9-14) | vgl- Beispiel 5 6B) 
5’ — [4 Su Ihr — 9729) 5% = F-32 4—1*],, — I(144°) | 1) zu 6) 


, 


6%) 4.72 = 288 zehnzählige allgemeine Gorrelationen, 
deren Haupttetraeder bezw. dasselbe wie unter 6ß,) ist. Die geraden 
Potenzen von 5° bedeuten wiederum die einfachen fünfzähligen Drehungen 
um 9, 8% dagegen bedeutet die inverse Polarreeiproeität 13). 


Beispiel: 
Sea een 
s9—F4-3 2 1], S7—[3 2 4 1]: 


5”, 8‘; S“, $'% wie im Beispiel zu 6ß,). 


78) und 78) 8.12= 96 zwanzigzählige Correlationen 
mit zusammenfallender Kernfläche 8x (vgl. $ 531 5a) und $ 47 
7B)). 5“, 8's, 82, Ss bedeuten die fünfzähligen, S“, 8“, 8’, S"s die sehn: 
zähligen Doppeldrehungen, deren Schraubenaxen eine lineare Congruenz mit 
einem imaginären Hauptkreispaar 9, bilden (vgl. 7«,) und 7«,)) und welche 
für die Correlationen die Leithauptkreise der beiden festbleibenden speei- 
ellen Complexe darstellen. ‘5 bedeutet die Polarreeiproeität 13,), 5° die 
inverse Polarreeiprocität 18) in Bezug auf 8x, während 5’ die Inversion 
darstellt. 

Bosnien 


Sr Se) 


4-3 2-1), [| 9 — 432-7), (SP 2 3 Al; 
Isa Para ls — ala] 
—[4 3 2 = ges Hey, | Sl 3 2 Ya = ger) em) ie 
= [43 2-1 = ga) Ha) „IST 3 2 Pe —gam ga [28 
— [4 3 2 1%): — 9-10) His, | S° = 4 3 2 1%] = A-1) 9-14) e z 
— [43-2 1°); — gas) Io) , | S— [4 - Te: = 91440) 9'149) = 
St — [-1-2 -3 a = 


Vgl. das Beispiel zu $ 47 7.B). 


| 
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53,) und 88) 8.72 = 576 zwanzigzählige allgemeine Üorre- 
lationen (vergl. $ 31 65) und $ 47 8B)), deren Haupttetraeder vier Eck- 
punkte g,, vier Hauptkugeln %, ein reelles Hauptkreispaar g, g‘ und zwei 
imaginäre Hauptkreispaare g, zu Kanten hat. Dieses Haupttetraeder ist das- 
selbe, wie für die zehnzähligen Doppeldrehungen 8«,), 8@,), deren Schrauben- 
axen 9, g' sind und Br durch die Potenzen 

848; 5%, S'16. 8%, 814; 88, s12 
dargestellt sind. 5 a die Polarreeiprocität 13,), S® die inverse 
Polarreeiproeität 13,) in Bezug auf $&x, während 5‘ die Inversion darstellt. 


Beispiel: 


] [ 
(se er] 3 412%»| 8-12 3-4, 
ı—-ga3,| 9-73 2,55 -[1 33 4; 
| sus = Ba 2), | gu — Er 

| 5? — 14 1°3 2] = 9369 9-09, | = 3 4 1 2a = ga) Fra) |E- 
\s1s— [4 1-3 2] — geago) geaoso), | 8 —[-3 4 1*-2b — ger) Kram]? ® 
8% — [3 —4 -1* 2] = 91080) Has) , | 8° —|4 -1 3 2] = 9(-1480) 9120) Se 
SU — [3 4 —1 -2]p — gaoso) Hey, | 8"? — [4 1-3 2] = lisa) 9720) Sn 
‚Sen Enlaar zu Ss 


98) und 9%) 16.120 = 1920 sechzigzählige allgemeine Oor- 
relationen (vgl. $31 6b?) und $ 478B)), deren Haupttetraeder vier Eck- 
y®, ein reelles Hauptkreispaar 


punkte g® = «®, vier Hauptkugeln 77) — 
9) — «9 und je ein imaginäres Hauptkreispaar g, und c, zu Kanten hat 
und mit demjenigen der dreissigzähligen Doppeldrehungen 9«) und 9%) 
übereinstimmt. Diese dreissigzähligen Doppeldrehungen sind durch die- 
jenigen Potenzen von SS‘ dargestellt, deren Exponenten das Doppelte der 
Zahlen prim zu 30 und das Vierfache der Zahlen prim zu 15 betragen, 
und zwar entsprechen je zweien Potenzen 5”, 526304) die Potenzen SG), 
st in 9x), 9), wobei 2 —1, 2, 4,7, 8711, 13, Ist} Diejenigen 
Potenzen von 5‘, deren Exponenten Vielfache von 6 resp. von 10 sind, 
stellen die zehn- resp. sechszähligen’Doppeldrehungen 7«,), &) resp. d«,),«;) 
dar, deren Schraubenaxen eine lineare Congruenz mit dem imaginären Haupt- 
kreispaar g, bilden, und zwar entsprechen auch hier je zweien Potenzen 
s4, g2(804) die’ 'Potenzen S?0 4, SA in 9o,), &) für 2= 3,6, 9, 12 ünd 


ı=5,10. 8% stellt die Inversion dar. 


(vgl. das Beispiel zu $ 47 8b). 
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Die sechzigzähligen Correlationen sind durch die Potenzen von $‘, 
deren Exponenten prim zu 60 sind, dargestellt, während diejenigen Potenzen 
von S‘, deren Exponenten ungerade Vielfache von 3 resp. von 5 sind, die 
20-zähligen resp. die 12-zähligen Correlationen mit zusammenfallender Kern- 
fläche 8x 7ß,), &) resp. 9), &) bedeuten; S“5 stellt die inverse, Ss die 
directe Polarcorrelation in Bezug auf 8x dar. 

Beispiel: 
[| S=-[1-34-2),[ ST=-|21-4 —3]s 
Nase, 855 [2 Sr 4 3 
(ss — [4 
| 7 — 2 za 


138 


| 


| 
» 

| 
wm 
- 
= 

= 
% 

| 

| 
| 
wol 

A| 
10] 
= 
x 
a 


] = = vgl. das Beispiel 
| Sı19 — [& -3°-2 Is, (‚ Sud geoRe* EI zu 9), &) 
sa Zee, | SS ZA 21 3] 

s3—=[-2 1*43),,[86%=[-13 4-2), 
I | hr 
"SE = yereli. |WS= ] 

| 53 —[4 3-2 1% ] | 


j 
| 
m 
w 
I! 
» 
10} 


(Vgl. Beispiel 1) 
zu 9A) in $ 47). 


1549 


fort 
Hr 
| 
| 
[0] 
| 
& 
= 
[2 
E 


io, 
I\ss—=f 32 ,,|lSat=|4 3 2 1), | vgl. das Beispiel 
| ( se = [7432-17 ram, ea --4-3-2-1#],, zu 791), B3) 
\ s3 = Z22372 1%), | 3 —=[4-32 1), 
| 5 — as 2 1*], [85 — 423-2=1*]), in En 
I - es Ps . zu 9a), &) un 
855 — [amaraı* EN 55 — [4-3 2 -1*), 5ß,), 3 ) 
Mr 2. | 
\s5=[1 2 = Ze 


Die den Potenzen von S‘ mit geraden Exponenten entsprechenden 
eigentlichen Bewegungen sind die in dem Beispiel zu 9«,), «&) aufgeführten, 
wobei die oben angegebenen Beziehungen zwischen den Potenzen von $‘ 
und 5 gelten. 

108,) und 10%) 8.180 = 1440 zwanzigzählige Correlationen 
mit zusammenfallender Kernfläche 5%” (vgl. $ 31 6a) und $ 47 
10 B)); diese Kernfläche ist die Projection je einer Fläche F® (vgl. (55b) in 
$ 45). Diejenigen Potenzen von $‘, deren Exponenten prim zu 20 sind, 
bedeuten zwanzigzählige Correlationen, die Potenzen mit den Exponenten 5 
und 15 bedeuten zwei zusammengehörige vierzählige Null-Üorrelationen, 
deren Complex einer der 30 sphärischen Complexe GC.) ist (vergl. 38), Ba), 
während die geraden Potenzen von S‘, ebenso wie in 10%), &,) die geraden 
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Potenzen von S— URN N zehnzählige Doppeldrehungen darstellen, 
deren Schraubenaxen eine lineare Congruenz mit einem imaginären Haupt- 
kreispaar g, bilden (vgl. 7a), &)); S’! bedeutet die Inversion. 
Beispiel (vgl. das Beispiel zu 10«,), &): 

—4-1* 2], | SU = [3 41* 2), 


| d) n eh \2 2 De 
Spas] oa, m mn 
& = Pe = \Wält 23 Eamans — 
KB 2 = (vgl. $ 47 10B)). 
34-7 2), | ST"—[3-41*-2), 

| Ss — [2 1 —4 3], | vierzählige Null-Correlationen 

Sa - u) 14-3], | mit Complex 1» —= 0, 
| S'2? wie im Beispiel 10«,), &) 8??. 
118%) und 118) 4.300 = 1200 zwölfzählige Correlationen 

zusammenfallender Kernfläche 5% (vergl. $ 31 6a) und $ 47 11B)) 
diese Kernfläche ist die Projeetion je einer Fläche F9 (vgl. (55e) in $ 45),; 


ler 
2] 


Die Potenzen von S‘ mit Exponenten prim zu 12 bedeuten zwölf- 
zählige Correlationen, S® und 5” bedeuten zwei zusammengehörige vier- 
zählige Nullcorrelationen mit Complex Gy) (vergl. 38,), 5,)), während die 
geraden Potenzen von 5’ ebenso wie in 11«,), ©) die geraden Potenzen von 
S= a 
axen eine lineare Congruenz mit einem imaginären Hauptkreispaar c, bilden 


a sechszähhlige Doppeldrehungen darstellen, deren Schrauben- 


(vgl. 5a), &)); 5" bedeutet die Inversion. 


Beispiel (vgl. das Beispiel zu ll«,), &): 


l S’— [4-32 1*),, \ 87 = [4 3 2 -1*]4 | 3%... (€ Sin v+r; cos W)2+ 141? = 
\su=[4 3 2 1%), | 85 = [-4-3-2-1*%,| = (0 008 9; sin y’ ++ = 
(vgl. $47 11 B,), 


5'2? wie im Beispiel 11«,), &) S??. 


Damit sind die 7200 eigentlichen Correlationen, welche die regulären Ge- 
webe @, und 6‘, in sich überführen, vollständig aufgestellt. 


B®) Correlationen, den uneigentlich orthogonalen quaternären 
Substitutionen, welche Correlationen bedeuten, entsprechend 
(vgl. $ 32 und $50 12B)..15B). 

123) 60 uneigentliche Polar-Öorrelationen in Bezug 
auf die 60 reellen Flächen 5%”, die Projectionen der Flächen F®) 
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(vgl. $ 45 ID); dieselben sind Kleinkugeln (nebst Gegenkugeln) (vgl. $ 32 ı) 
und $ 50 12B)). 
Beispiele: 
S'—=[-1 4 2 3], (Vgl. Beispiel zu 12 B,) in $ 50). 
39... Ho? + Bu)? + (+)? Ina 
)? 


arm: EHE HE -E+RtN? I 
S’—=|[2 -1 4 3), (Vgl. Beispiel zu 12 B,) in $ 50 


). 
3” UBER B-HE —0. 
USE SIT: 

12%&) 60 inverse uneigentliche Polar-Correlationen. 
Flächen wie unter 123,). 

Beispiele: = [1 -4 —2 -3],, 
5 Fam 3), 
user 


133,) 2.450 — 900 vierzählige Axencorrelationen zweiter 
Art (vgl. $ 32 2a) und $50 13B)) mit reellem Axenpaar 5, b. Die 
Mittelpunkte und Hauptkugeln der festbleibenden sphärischen Strahlbüschel 
sind ein Punktpaar b;, b;, welche von den Punkten d;, d; (vergl. 13«,) um 
einen Achtelskreis abstehen, und ein Hauptkugelpaar £;, %;, die bez. unter 
45° gegen die beiden auf einander senkrechten Hauptkugeln d;, d; geneigt 


sind. S‘ und 5° sind zwei zusammengehörige vierzählige Axencorrelationen; 


5” bedeutet die Umwendung um 5 = |b; br. | - 
Beispiel: 
nn eotsyp t 1 
|< 1-31, bi... 0 een... | 
2 b...tgsp -2i 10 cotgp 0 
R ——— cotg 1 tgp 2 = 2 
= 3), Urpgen: Dre; 0) =3 au 


(vgl. Beispiel 2) zu 13 B) in $ 50). 
2 — E 4 3]h0 = b.ısoo) . 
13%) 2.450 = 900 vierzählige Axencorrelationen zweiter 
Art, welche die inversen der unter 13£,) sind, insofern die Gegenpunkte 
b/;, 6, und die entgegengesetzten Seiten der Hauptkugeln 3;, 8, auftreten. 
Bene | mr er: 
Se— [14 2=3].. 
148) 2.600 = 1200 sechszählige allgemeine uneigent- 
liche Correlationen (vgl. $ 32 2b), $ 50 14B)). Die Elemente des Haupt- 
tetraeders sind aus den in 14B) $ 50 angegebenen zu entnehmen: die beiden 
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imaginären Eekpunkte «, und Hauptkugeln 7, sind dieselben, wie für die 
entsprechende Drehspiegelung 14«,), die beiden reellen Eckpunkte P;, Pr (die 
Projeetionen der Punkte ®;, Pr.) stehen von den Punkten b;, } bez. um einen 
Achtelskreis ab und die beiden reellen Hauptkugeln %;, 77. halbiren die 90° 
betragenden Neigungswinkel der Hauptkugeln #;, #. S’ und 5% bedeuten 
zwei zusammengehörige sechszählige Correlationen, S“ bedeutet die Polar- 
correlation in Bezug auf eine Fläche 5”, während S® und S“ die drei- 
zähligen einfachen Drehungen um die Axe c—=|Pp; pr | darstellen. 
Beispiel (vgl. Beispiel 2) zu 14B) in $ 50 und Beispiel 1) zu 14«,). 

|$'= [4-3 2 -1]ıs [Elemente des Haupttetraedess (|S?— [4-3 2 -1*], — 1209) 
IS — Dear \u- s. w. wie im Beispiel 2) zu 14B).| s“ — A327), = C1200) | 
S3—[1 23 4h...39... EB? FSEW? ETF) — 0. 

148) 2.600 = 1200 sechszählige allgemeine uneigent- 
liche Correlationen, welche die inversen der unter 14$,) sind. Es 
treten P‘;, pP. statt P;, P, auf, S% bedeutet die inverse Polarcorrelation in 
Bezug auf m, während 5”, S“ dieselbe Bedeutung wie unter 14£,) haben. 

Beispiel: lee Us | ss—[-1-234}. 
| 8S5—[-34-1* 2], | : 

158) 4.360 = 1440 zehnzählige allgemeine uneigentliche 
Correlationen (vergl. $ 32 2b), $ 50 15B)). Die Elemente des Haupt- 
tetraeders ergeben sich aus den in $ 50 unter 15 B) aufgeführten: die beiden 
imaginären Eekpunkte g, und Hauptkugeln z, stimmen mit denjenigen für 
die entsprechende Drehspiegelung 15«,) überein, die beiden reellen Eek- 
punkte f;, I, (die Projeetionen der Punkte %, %,) stehen von den Punkten 
b,, 6; bezw. um einen Achtelskreis ab. S‘, 5"; 5“, 5” bedeuten vier zu- 
sammengehörige zehnzählige Oorrelationen, S® bedeutet die Polarcorrelation 
in Bezug auf eine Fläche 3, während S%, 8°; 8“, S*% die fünfzähligen ein- 
fachen Drehungen um die Axe 9 = | I. I, | darstellen. 

Beispiel (vgl. Beispiel 1) zu 15 5) in $ 50 und Beispiel zu 15«@,)): 

| = [-3-—2 4 1], 8? —= [4 32 =] | Elemente des Haupttetraeders u. s. w. 


\so=[3 2 41, "=[4 3 2 -1j.| wie in dem Beispiel 1) zu 15.5). 
Ss—=[123 4 ...39%:.. ED’ +BE +4 FE” — 0. 
S—=ü32 1, gm, , St—= [3 2 4-1], = gun) | 
5°=[43 2 1 = ge, =[-3 —2 4 1 = gay) 
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156) 4.360 = 1440 zehnzählige allgemeine uneigentliche 
Correlationen, welche die inversen der unter 153,) sind. Es treten 
Y,, Um statt I, m auf, Ss bedeutet die inverse Polarcorrelation in Bezug 
auf 3%, während die geraden Potenzen von S’ dieselbe Bedeutung wie 
unter 15£,) haben. 

Beispiel (vgl. 15ß,): 
| S=-[3 2-4 1, ®—=[4-3-2 1 | al 
eos Bere, een 

Damit sind schliesslich auch die 7200 uneigentlichen Correlationen, 
welche die regulären Gewebe @, und @‘, in sich überführen, vollständig 
aufgestellt. 


$ 54. 

Uebertragung der in $ 51 behandelten speciellen Figur 
eines Pentagons (Pentaeders) auf den dreidimensionalen 
sphärischen Raum $.. 

Die beiden regulären sphärischen Gewebe @, und 6“, welche durch 
die in $ 52 behandelte Uebertragung der Cf. (6015, 725) auf S, sich ergaben, 
enthalten nun auch das sphärische Gewebe, welches durch Anwendung des- 
selben Projeetionsverfahrens aus der in $ 51 genauer untersuchten speciellen 
Figur eines Pentagons (bez. Pentaeders) resultirt. 

1) Den 10 ausgezeichneten Ebenen B, welche durch og ... 91. ((720) 
in $ 51) bezeichnet wurden, entsprechen bei der Centralprojeetion 10 Haupt- 
kugeln 0, ... (9, welche sich 

zu je 6 in 5 Punkten TV, OO, zD, SV, IY) und deren Gegenpunkten 
N, 0), 0), TO, zw), 
und zu je 4 in 10 Punkten RD... RU) und deren Gegenpunkten A... RW), 


nämlich den Projeetionen der Punkte T,...T, und R,...R, schneiden und 
welche zu je dreien durch die 10 Hauptkreise X)... K\) 
Me a 0) 710) 
una, 9. zweieniäk, an) JR OEM 
nämlich durch die Projeetionen der Geraden X, ... AK (727) und L...L; 


(729) hindurchgehen. 
Die 10 Punkte 1... x) (nebst Gegenpunkten ı) ...x), welche 
als die Projeetionen der 10 ausgezeichneten Punkte r, ...tı, ((726) in $ 51) 


58* 
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auftreten, sind die Pole (Gegenpole) zu den Hauptkugeln ED ed), während 
die 5 Hauptkugeln +... und die 10 Hauptkugeln P... p), die Pro- 
jeetionen der 5 Ebenen z,...7, und der 10 Ebenen P,...P,, bezw. die 
Polarkugeln zu den Punkten TV...) und den Punkten R)... R%) (nebst 
Gegenpunkten) darstellen. Die 10 Hauptkreise K...kW und die 15 
Hauptkreise 7... 7%, welche bezw. als die Projeetionen der 10 Geraden 
K‘,...K‘, und der 15 Geraden %,...7,, auftreten, sind die reciproken 
Polaren zu den 10 Hauptkreisen K%)...K() und bez. den 15 Hauptkreisen 
ADDEN 

Den in (72x)... (72x,) in $ 51 betrachteten 6 Geradenpaaren 

GE AG und Gere 

entsprechen als Projeetionen 6 Hauptkreispaare 9) .. g') und 9 ..g®, in 
welchen sich je 5 der 30 Hauptkugeln 8 schneiden, welche den 30 in 
(72y) bezeichneten Ebenen 3 entsprechen, und welche je 5 der 30 Punkte 
8) (nebst Gegenpunkten) enthalten, welche die Projeetionen der 30 in (727) 
bezeichneten Punkte B sind. 

Die Anordnung und Gruppirung der auf jeder der Hauptkugeln 

0) ..eO), 70) ,.x®, PO) ,. PO 


auftretenden Hauptkreise und Punkte ist derjenigen der Geraden und 
Punkte, welche in den Ebenen 9... @10, %--7, Pı..P,, auftreten, entsprechend 
(vgl. $ 51 unter 1) am Ende). 


2) Für den hier in Betracht kommenden Fall der Regelmässigkeit 
(vel. $ 52 unter 9) werden die 5 sphärischen Polartetraeder 7 ..7® (vgl. 
$ 51 (724)... (721,)) zu orthogonalen, die drei einer Hauptkugel 9,9... og, 
angehörigen Hauptkreise X bilden ein reguläres sphärisches Dreieck 
mit Eckpunkten TI”, dessen Seite 25, dessen Winkel 27 beträgt (vgl. 839 
in $ 52), während die drei Hauptkreise 1” die Symmetrielinien des Drei- 
ecks (wie auch der Neben-, Scheiteldreiecke und des Gegendreiecks) dar- 
stellen, so dass die drei Punkte X (nebst Gegenpunkten) die Mitten der 
Seiten, der vierte Punkt R den Mittelpunkt des regulären Dreiecks bildet. 
Vel. Fig. 8, in welcher das reguläre Dreieck mit den Ecekpunkten D,, Dir, 
D,, den Seitenmitten E,, Ey, Ey, und dem Mittelpunkte C, eine solche Figur 
auf der Hauptkugel 0; darstellt. 
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In Fig. 11 entsprechen 
die Punkte %,, T,, T,') bezw. den Punkten D,, D,., D, der Fig. 8 
a KR = n 5 BE, ERS ER 
der Punkt R‘ entspricht dem Punkte ©, der Fig. 8. 
Die harmonische Polare KV des Punktes R‘, ist der Aequator desselben 
und enthält die Punkte x, — 8,,, 1) = 8;,, 1,” — 8, (nebst Gegenpunkten), 


, 


” De) 


welche bezw. den Punkten B,;, Bj, B, der Fig. 8 entsprechen. 
Auf jedem der drei Symmetriehauptkreise (0) treten je zwei Punkte 
3), die Durchstossungspunkte je zweier Kanten g(® und g(®' mit der Haupt- 
kugel o(®, und je ein Punkt &® auf, durch welchen zwei Hauptkreise 70‘ 
hindurchgehen. Der sphärische Abstand der beiden Punkte 9 von dem 
Eekpunkte Z() beträgt 45° und 135°, der Halbirungspunkt g&(% des von 
ihnen eingeschlossenen Quadranten steht also von T(D ebenfalls um einen 
(Juadranten ab. 
In Fig. 11 entsprechen für die Hauptkugel 0; 
die auf dem Hauptkreise ,) = |T, R, R, | liegenden Punkte 8, 3, und & 
bez. den auf | D, €, E;| liegenden Punkten B,, B, und D,, 
die auf dem Hauptkreise 7,0) = | T, N; R, | liegenden Punkte B;;, B;, und &, 
bez. den auf | D,- €, E, | liegenden Punkten B;,, B,, und D,, 
die auf dem Hauptkreise 7,0) — | T, RR, | liegenden Punkte B;,, B;, und &, 
bez. den auf |D, C, E,, | liegenden Punkten B,, B,,; und D, der Fig. 8. 
Dabei sind die Punkte g®) und &® die Schnittpunkte folgender Haupt- 
kreise (vgl. $ 51 (72) und (7%)): 
B, 0—_ (b © I (0 I 99), B; VW — (BO, 9, 99); OD) — (BP, 40", 1,0° 


| 
B,0 — (0, 9, 0), By, = (1,0, 0, 0); 0 — (LO, 1,0", 7,0), \ (86) 
B,0 — — (O, 0. 950° ) Dr) Em („O,g AU% 0: 2 ); 8,0 — (1, IAO% : 1,0 ) 


Die Elemente eines der sechs rechtwinkligen sphärischen Dreiecke, 
in welche das reguläre Dreieck T, T, T, durch die Symmetriehauptkreise I 
zerlegt wird, sind z.B. für R, I, R%;: 


X n r 
HUu=L EUR, NR, = 600 | wobei cos27 = = cos26 — =: 
I De =$& R'; R, T — 900 (86), . : | 
KRITIK =N 02: —=-;, 9— ; (868) 
oO 5 : 
&—= 4504, $ — 90!—2y, 


224% —= 180° ist. 


!) In der Fig. 11 ist der Einfachheit wegen der obere Index (0) an den die Punkte 
bezeichnenden Buchstaben weggelassen. 
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Jedes Nebendreieck des regulären Dreiecks T, T, T, zerfällt in zwei 
symmetrisch gleiche rechtwinklige Dreiecke, deren Elemente z. B. für 


N, IT I, sind: 


N, zT 5 ET, EN R,; —=n | 
T, T —— 180027, 2) R; T —— 909 (86 Y- 
TI R, —h5 NR, T IT = 1800-277 | 


3) Die 10 Hauptkugeln 9,9... 0% theilen den sphärischen Raum S; 
in 120 gleiche Elementartetraeder mit je zwei Eekpunkten IT) und 
(0% und je zwei Eckpunkten RX und KR, so dass in jedem 

der 5 Punkte Z() (9) je 24 soleher Elementartetraeder, 

ders. nr, KO) (RO) je 12 a e 
zusammenstossen. 

Für den Fall der Regelmässigkeit sind die sphärischen Grenzflächen 
durch zwei der in (86«) und durch zwei der in (86y) betrachteten recht- 
winkligen sphärischen Dreiecke gebildet; sie werden durch die vier in 
Fig. 12 angegebenen Dreiecke dargestellt, welche gleichsam das Netz des 
Tetraeders constituiren. 

Die Fig. 13 stellt eine schematische Zeichnung eines solchen Ele- 
mentartetraeders T, Rı RN, IT, dar. Die rechtwinkligen Coordinaten der 
Eckpunkte, sowie diejenigen der Seitenflächen (Hauptkugeln) og sind in (860) 
angegeben (vgl. (724), (72), (729), (726) in $ 51). 


%--- v2 0 "3 0 °,Pe —=Q.-- [Ri R; T;] ICH 2: 0 Fa 5 
0) to 2 /5 
R.-- = se Be — | az B=M--- IR; T 2] sae43 DE ,,0 0 1 
2/3 2/3 2/3 (860) 
cotg g tg 7 1 171 
R;. Sa 0 75 0° ,Bı=M--- [dr % Ri] EN on Di ee 
t 5 1gy 
ER ——— —_ 0 Bot. et. 0 06 
ay2 ay2 2y2 
Die Elemente des sphärischen Elementartetraeders sind: 
Centriwinkel einer re Neigungswinkel der Hauptkugeln 
sphärischen Kante: Hauptkreis: an dieser Kante: 
NE TEN EL a Ra 
IR; == TR, HM NE 70) een... 2 (86.) 
Ber cl): 7, ve 


VRR IN. alt es a DE u ee 
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Die Neigungswinkel der Hauptkreise sind (vgl. (86«) und (86y): 
B5H-M DH URL MR) 
TI, TR, = I TR = N RER N RK. I, — 900 (86£) 
KERERGR—ı7 | a RK = T WM, T — 90 
Die Summe der 2.2 Grenzflächen eines Elementartetraeders beträgt 
120° oder den 6ten Theil einer Hauptkugel, während die Summe der Um- 
fänge der 2.2 Grenzdreiecke 720° oder zwei Hauptkreis-Peripherien aus- 
macht. Die Excesse der vier sphärischen Ecken betragen für 


die Eeken mit Scheitel T, und T,: 90°+60°+60°— 180° — 30° — en Kugel, | 


- (867) 
ap Tre RR: 60°+90°+90°— 180° — 60° — I 


To 


x Et : 
so dass als Summe der 4 Excesse 180° oder z einer Hauptkugel resultirt. 


Für den Modulus des sphärischen Tetraeders ergiebt sich: 
ne a. ns (es 

4) Wenn je 24 in einem der 5 Punkte T‘' (oder der 5 Punkte 7) 
zusammenstossende Elementartetraeder zusammengefasst werden, so resultirt 
ein durch 5 reguläre sphärische Tetraeder gebildetes sphärisches 
Zellgewebe, welches als reguläres Gewebe @, (oder als das conjugirte 
reguläre Gewebe G‘) oder als reguläres Pentatop-Gewebe bezeichnet 
werden soll. Die Eckpunkte sind die 5 Punkte T (oder T‘), die Kanten- 
mittelpunkte die 10 Punkte R (oder R), die Flächenmittelpunkte die zehn 


(ar 
2). 


Punkte R' (oder R) und die Tetraedermittelpunkte die 5 Punkte T‘ (oder 
Die sphärische Kante «,, der Winkel A, zweier Hauptkreise und der 
Neigungswinkel X, betragen: 
I ae 2 UI Er Zr a (8710) 

In der Fig. 11 stellt das sphärische Dreieck IT, T, I, die Grenzfläche eines 
solchen regulären Tetraeders dar. 

In jedem der 5 Eekpunkte des sphärischen Gewebes @, stossen vier 
Tetraeder, in jedem der 10 Hauptkreise X(%, durch welchen je 3 unter 
120° gegeneinander geneigte Hauptkugeln o hindurchgehen, drei Tetraeder 


. ee Eee  ZE- 
zusammen; das Volumen eines regulären sphärischen T'etraeders beträgt 


Das diesem regulären Gewebe @, eingeschriebene Polytop ist das 
reguläre Fünfzell P, (Pentatop.. Für die Abstände »; der Kanten, 
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r; der Dreiecke, ”, der tetraedrischen Grenzräume ergiebt sich für den 

Ecekradius ?, = 1: 

— 760816 a = r,— 0088 — v: r,— cos (18002 £) = 
aya? ° Be I 

während für die Länge 8, einer der 10 Kanten, für den Inhalt $%, eines 


ıl 
4 n) 


. (878) 


der 10 Grenzdreiecke, sowie für den Inhalt R, eines der fünf Pentatope, 
welehe dureh Verbindung eines Grenztetraeders mit dem Mittelpunkte 0 
entstehen, in den bezüglichen Maass-Einheiten die Werthe resultiren: 


ı /5 5 5/3 BI 8 5/5 
=2inI=-)/, = 0 - ., 9 =. sni=or’ 
Big ing=\/5: 31 ae = B, ya sin Ö SH 
5sing 5/5 
= — ° . . a . . 77 
ber: u 25 € 
so dass „der Umfang“ (die Grenze) des Fünfzells ar 8,3, der In- 
.- 6/2 
25 . __V5 * 
halt desselben — 5 = +1) beträgt. 
halt desselb 54V? = gg At) beträgt 


5) Das dem Gewebe @, umgeschriebene Polytop P' ist ebenfalls 
ein reguläres Fünfzell, dessen fünf Eckpunkte die Pole der tetraedrischen 
Grenzräume des eingeschriebenen P, in Bezug auf S, sind und dessen 
10 Kanten, 10 Grenzflächen bezw. polar den 10 Grenzflächen, 10 Kanten 


von P, entsprechen. Für die Abstände »“,, »‘,, »‘, ‘, und für die Grössen 
Ru, Fr, Pi, Rı ergiebt sich (vgl. (878), (87Y)): 
1 


re 1 3 1 
ne-=an=l--fßn= = MM, rn, =—-—l.... 0088) 
T, 1, i ”: v3 De 
— = 40 10 7 
%—8int=2yB, H-103, =, Rz - - . 87) 


Dureh die 5 Eekpunkte von P‘, ist auf dem mit S, concentrischen 
Raume S‘, mit dem Radius r,=4 ein reguläres sphärisches Gewebe @“, 
bestimmt. welchem P‘ eingeschrieben ist. Dieses, dem Gewebe @, voll- 
ständig ähnliche Gewebe wird durch die 10 Hauptkugeln go) erzeugt, 
welche die Schnitte von 5; mit den 10 Euklid’schen Räumen sind, die S; 
in den 10 Hauptkugeln o schneiden. Es ist also (vgl. (87%)): 


N 


a, =% 5 4 —?} N, A, = 1209, ee 0. 6 (87) 
d.h. für die Neigungswinkel W‘,,, Wi, W folgt: 
W',, — 1800 —27[, Wr — 180° 2n, Wi; 600 „nn a weellero) 


1) Vgl. R. Hoppe und E. Hess an den in $ 52 unter 4) am Ende citirten Stellen. 
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Das dem Gewebe @“, umgeschriebene Polytop ist wiederum ein 
dem ersteren P‘ concentrisches reguläres Fünfzell, für welches W,,, Wr, 
W,., bez. dieselben Werthe haben, wie W',, Wr, Win. 

Das dem Gewebe @,“ eoncentrische und ähnliche, dem sphärischen 
Raume S, angehörige Gewebe @‘,, welches dem Gewebe @, congruent ist, 
stellt das zu @, conjugirte Gewebe dar, dessen Eckpunkte (Tetraeder- 
Mittelpunkte) die Mittelpunkte der Tetraeder (die Eckpunkte) von @,, dessen 
Kanten- (Flächen-) Mittelpunkte die Flächen- (Kanten-) Mittelpunkte von 
G, sind. 

6) Wenn je 12 um einen der 10 Punkte RW‘ (oder RO) herum- 
liegende Elementartetraeder zusammengefasst werden, so entsteht ein gleich- 
zelliges Gewebe, welches sich aus 10 congruenten dreiseitigen sphärischen 
Doppelpyramiden zusammensetzt und dessen Eckpunkte die 5 Punkte TI) 
und die 5 Punkte I‘ sind. Die Basisfläche einer Doppelpyramide ist das 
reguläre sphärische Dreieck, welches die Grenzfläche der regulären Tetra- 
eder des Gewebes @, bildet und welches je drei Punkte TO) (T) zu Eck- 
punkten und je drei Punkte AR (RW) zu Kantenmittelpunkten hat; die 
Spitzen sind je zwei Punkte RW‘ (A). Die Seitenfläche der Pyramide ist 
also das gleichschenklige Nebendreieck des regulären Dreiecks mit den 
Eekpunkten TO) (T®)), z.B. (%, T, 7 in Fig. 11), mit der Basis 27, dem 
Schenkel 180°-2c, dem Basiswinkel 1800-27, und dem Winkel 27 an der 
‘Spitze. In jeder Basis-, wie in jeder Seitenkante, welche den Hauptkreisen 
K0) angehören, stossen drei Doppelpyramiden aneinander, so dass in jeder 
Spitze I)‘ (T®) sich vier, in jedem Basispunkt I (TV) sich 6 Doppel- 
pyramiden vereinigen. Das Gewebe ist hiernach (vgl. (849) in $ 52) als 

Nestesa(altDsreekipies 10,.,-Zell . 7. 2 Meere) 
zu bezeichnen. Ihm entspricht das feste zugeordnete gleicheckige 
Gewebe, dessen Eckpunkte die 10 Punkte RO (A) sind, welches von 
10 regulären Tetraedern (mit den Mittelpunkten I (Z))) und von 
10 regulären Oktaedern mit den Mittelpunkten <) (I) begrenzt wird 
und bei welchem in jeder Ecke sich zwei Tetraeder und drei Oktaeder ver- 
einigen. Dies Gewebe ist als 

festes (d, +5, -zelliges 10, ,-Bekı u 27) 
zu bezeichnen. Demselben ist ein festes gleicheckiges 10-Eck ein- und 
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ein festes gleichzelliges 10-Zell umgeschrieben, deren Beschaffenheit sich 
aus den entsprechenden Zellgeweben (87. und (87e) ergiebt. Dem Gewebe 
(87:) lässt sich dagegen kein Polytop einschreiben, da die Eckpunkte der 
sphärischen Doppelpyramiden nicht auf einem Euklid’schen Raume liegen; 
ebenso wenig kann diesem Gewebe ein Polytop um geschrieben werden. 


7) Dem allgemeinen, durch die 10 Hauptkugeln o® bestimmten Ge- 
webe, welches als gleichzelliges 
(545% »+(10+10), ‚J-eckiges 120,.-Zell . . . . (&e) 
zu bezeichnen ist, entspricht als zugeordnetes gleicheckiges Gewebe 
ein 
8-55) 2.105210), zelliges@1 20, Eck 2 22772882) 


Dasselbe wird erhalten (vergl. $ 52 unter 9)), wenn zu einem im 
Innern eines der 120 Elementartetraeder beliebig angenommenen Punkte ® 
die homologen Punkte für alle Tetraeder des gleichzelligen Gewebes con- 
struirt werden. Die Beschaffenheit des so erhaltenen gleicheckigen Gewebes 
(88«), die Beziehungen seiner Elemente zu denjenigen des gleichzelligen 
(88«), ferner die Eigenschaften des gleicheckigen Polytops, welches 
dem Gewebe (88«‘) ein- und des gleichzelligen Polytops, welches 
diesem Gewebe umgeschrieben ist, können alsdann ohne Schwierigkeit ab- 
geleitet werden. Diese gleicheckigen Gewebe und die ihnen zugehörigen 
Polytope sind im Allgemeinen dreifach veränderlich; sie gehen in zwei-- 
fach-, einfach-veränderliche und feste über, wenn der Punkt ® bez. 
in einer der vier Seitenflächen, auf einer der sechs Kanten des Elementar- 
tetraeders liegt oder endlich mit einem der vier Eekpunkte desselben zu- 


sammenfällt. Die Gesammtzahl der möglichen Fälle beträgt hier 9. 


8) Bei der durch die 120 Elementartetraeder gebildeten sphärischen 
Figur kommen für die Transformationen noch folgende Punkte, Hauptkreise 
und Hauptkugeln in Betracht, welche Projeetionen von bereits in $ 51 
berücksichtigten Punkten, Geraden und Ebenen sind. 

Die Mittelpunkte der beiden Gegenkanten, welche den Hauptkreisen 
(9 angehören und deren Centriwinkel & ist, sind je ein Punkt &(", welcher 
zu den 30 Punkten $ (nebst Gegenpunkten 8) (vgl. unter 1) dieses $) 
gehören. So ist z. B. (vgl. (86e) unter 3) dieses $): 


” . .. . “a . rn * 7 
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BD... 1 (0) 0 0 der Halbirungspunkt von I, N, | 
eotgp tgp 1 zn (889) 
Bud... = s 0 ln R » EN | 


(vgl. Fig. 11). 

Der Verbindungs-Hauptkreisbogen zweier soleher Mittelpunkte von 
Gegenkanten gehört einem der 12 Hauptkreise y) und g‘ (vgl. 12x,)..(12x,) 
in $ 51) an, wobei der Centriwinkel eines solchen Verbindungsbogens 36° 
beträgt (vgl. Fig. 13«). Für das Beispiel (883) ist dieser Hauptkreis 

EN Weite 0 Ol Hein. ae (88) 

Der Mittelpunkt einer Kante des Elementartetraeders, welche einem 
Hauptkreise X) angehört und deren Oentriwinkel 1800—2% beträgt, ist 
einer der 10 Punkte r( (und der 10 Gegenpunkte x), z. B. der Mittel- 
punkt von T, T‘, ist (vgl. $ 51 unter (720)) der Punkt 


cot 1 IgQp | 
0 BO) oo. > 9’ 5 Zr IE LER LER Me 


während der Mittelpunkt der Gegenkante, welche einem Hauptkreise 7) 
angehört und deren Centriwinkel 9 ist, einer der Punkte 2) (0) (vergl. 
(724)... (721,) in $ 51) ist: z. D. (vergl. Fig. 11) der Mittelpunkt von R, R, 
ist der Punkt 


la a ae DEREN nr ar Es 
2/2 ay2a 2/2 


Der die Mittelpunkte dieser beiden Gegenkanten verbindende Haupt- 
kreisbogen gehört einem der 15 Hauptkreise 7 an und beträgt einen 
Achtelskreis (vgl. Fig. 13«e). Ein solcher Achtelskreis bildet die Hälfte der- 
jenigen Kante eines der 5 orthogonalen Polartetraeder (nebst deren Neben-, 
Scheitel- und Gegenfiguren), welche je zwei Eckpunkte 2) (bez. &()) ver- 
bindet, so dass durch jeden der 10 Mittelpunkte x” (und x) drei solcher 
Kanten, welche den Hauptkreisen 7‘ angehören, hindurchgehen. 

Die Mittelpunkte derjenigen Kanten eines solchen Orthogonaltetra- 
eders, welche den Eekpunkt TO) (IT) mit je einem Punkte 2) (g)) ver- 
binden, sind je einer der 30 Punkte 9 (und der Gegenpunkte 8); diese 
Kanten gehören den 15 Hauptkreisen (0) an. 

Die Lage dieser 5 Systeme von Orthogonaltetraedern, wobei jedes 
System ein sphärisches Gewebe @, (vgl. $ 34) von je 16 Tetraedern dar- 
stellt, und ihrer Elemente 2, TO), 10, 9‘, 20, 9 zu einander und zu 


Bye 
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der durch die 120 Elementartetraeder gebildeten Figur ist hieraus, sowie 
auch aus der in $ 51 betrachteten, entsprechenden dreidimensionalen Raum- 
figur leicht zu entnehmen. 

Die Projectionen der 20 Punkte ® (vgl. $ 52 unter 10)), deren zwei 
auf jeder Kante X auftreten, sind die Halbirungspunkte der Quadranten 
x) AR) auf den Hauptkreisen X(%, so dass die Bogenabstände je zweier 


(0) 


aufeinanderfolgenden Punkte p; „” ebenfalls einen Quadranten betragen. 
to} ı {o} 


ur 


D 


Transformationen des regulären Gewebes €, und der ihm 
zugehörigen Polytope in sich selbst. 

Was schliesslich noch die Gesammtheit der Transformationen betrifft, 
durch welche das reguläre Gewebe @,, das ihm zugehörige reguläre Poly- 
top P, nebst der Gegenfigur P%, sowie die zum Theil regelmässigen 
Polytope nebst ihren Gegenfiguren in sich übergehen, so sind dieselben 
einmal unter den in $ 55 aufgeführten Transformationen der beiden Gewebe 
G, und 6‘, als besondere Gruppe enthalten, andererseits können sie unter 
Anwendung des in $ 27—33 erläuterten Processes der Uebertragung aus 
dem Raum R, in den sphärischen Raum 5, aus den in $51 unter 2]) A), 
B) und 2ID) A), B) vollständig aufgeführten Substitutionen erhalten werden. 

Es ergeben sich somit 120 eigentliche Bewegungen, 120 einfache 
und dreifache Spiegelungen und entsprechend 120 eigentliche, sowie 120 
uneigentliche Correlationen. Im Folgenden sind die Resultate übersichtlich 


angegeben und durch einige Beispiele erläutert. 


A) 120 Bewegungen (zwei- und vierfache Spiegelungen), ent- 
sprechend den eigentlich orthogonalen quaternären Substi- 
tutionen, welche Collineationen bedeuten (vgl. $51 IL A)-1„A)). 
lc,) Identische Transformation: 
S=[1 234] (vgl. 828, (960), 
l@) Inversion (Spiegelung am Mittelpunkt 0): 
$S=[-1-2-3-4], (vgl. $ 28, (96a)) 
2«,) 15 Umwendungen um je einen der 15 Hauptkreise 0), 
70)‘ 


(vgl. $51 LA) 
unter (73«), B)). 


a 


2) 113) . „ -. . - 
(vgl. $S 28, (967), (96w) und $S51 I_1, A) unter (74a). 
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Beispiele zu 2«,): 


S= [-3 4 -1 2]ı: Umwendung um 40... 0 100,0, 
S=][3 —1 —2 4): 5 „ hO...tgp itgp —l veotgp —cotg gp. 
Beispiele zu 2«,): 
S=[3 —4 1 2]: Umwendung um 4,09... 0 100-0, 
—[-3 12 —4): n „ WW...tgp Atgp —l — cotgp icotgyp. 
34) 2.10 — 20 dreizählige einfache Drehungen um je 


einen der 10 Hauptkreise X) (alle Punkte von X(W — der Büschelaxe 
— und die unendlich fernen imaginären Punkte der reeiproken Polaren KW 
— der Reihenaxe — bleiben fest) (vgl. $ 28 unter c«) Formeln (96x), (960 
und $ 51 Iz_,A) unter (75a)). 

Beispiele: 

a een | Ro 2 Ir ZN 

®2—[4 3 -2 -11 = Kııoon | 


SS = B 1-2 4], ——— 5(120°) 
<5) ke 0 
8? u [3 —% 2 —4],, = K;-1209) 


K,®9. .. eotgp -cotsgspy 00 -tgp its y. 


3@,) 2.10 = 20 besondere sechszählige Doppeldrehungen 
(Drehung nebst Umwendung), nämlich Drehung von 60° oder —60° um X) 
und Umwendung um X (vergl. $ 28 unter c3) Formeln (969 und $ 51 
unter (75a)). 

» Beispiele: 
|S =[3 41-2, = Kıraoo) Kıcıso) 


| Sean Ron) ale K," und X,® wie in den Beispielen zu 


F N 3«@,); S? und S! sind die dreizähligen ein- 
Y oO r (0) r (0)° n. 

S=[-3 -12 4, — K;(609) K; (180°) fachen Drehungen, 53 ist die Inversion. 
E E ’ (0 0) 

S>5 == [-3 1* —. 4] 1,—= K, 609) K,, (150°) 


4a,) und 40) 8.6—48 zehnzählige Doppeldrehungen, deren 
Schraubenaxen je ein Hauptkreis G® und dessen reciproke 
Polare G®' sind (vgl.$ 28 b),e) und $ 51 ],_. A) unter (76a)). Die Ele- 
mente des festbleibenden sphärischen Tetraeders mit 4 Eckpunkten g,, vier 
Hauptkugeln y., dessen Kanten ausser den reellen Schraubenaxen @), 0‘ 
zwei imaginäre Hauptkreispaare g, sind, können aus den früher $ 47 unter 
A) aufgestellten Beziehungen entnommen werden. 
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Beispiel (vgl. 76a,) Iyı_44 A) und (72%) in $ 51): 


S—=[-3 -1 24, = 236°) 
S—=[4-3 2 -1, = a0) x 300) » 
ST’—= [4-3 2 1, = Gr -1080) G2(369) 3 
5) = [-3 1*-2 4],; — GH30) Gx-1oso) 


(0) 
Gr (1080) , 


2—[43 2-1 De? a 
St — [3 —1* 2 Ag — Gultaso) Gala) 

S—=[3 1-2 4], = Gyr) Go) 
S—[-43 -2 1, = Gr, Gala) ; 


1190) 


S—=[-1-2 -3 -4]. 


Die Elemente des sphärischen Haupttetraeders sind: 
oe Win de ana dan ae Od Ve 
en m, 0 an ae rennen DW u . 9 
3... 02 Snp 0 —csp... | Ko und K,®..cosp 0 +i O0 sinp 0] m 
& ECO ENDE | K;® und Ka”... 0 essg 0 +1 0 sing| I, 


A») 120 den uneigentlich 
orthogonalen quaternären Substitutionen, welche Oollineatio- 
29 und $ 51 II, A)—Il,A)). 
5a) 10 einfache Spiegelungen an je einer der 10 Haupt- 
0» (vgl. $ 29ac) und $ 51 unter (78a) II, A)— II. A). 


Ein- oder dreifache Spiegelungen, 
nen bedeuten, entsprechend (vel. $ 


n 32 0 
kueeln pn No; 


Beispiele: 
S= [1 -2 3 4]: Spiegelung an Hauptkugel 0,%... © 1 0 0 (wel. IL,A) 
2) el in 
Di [3 4 —1 2): „ » 7 0,9 308 3 = 3 3 = 3 (vgl. Il, A) (783) 
& tg eotgp 1 51. 
Se a or: £ e s 9... 0 5 (gl. I A) s 


5) 10 Inversionsspiegelungen (Spiegelungen an drei zu 


einander senkrechten Hauptkugeln durch je einen der 10 Punkte u”... x” 
und Gegenpunkte 1,” ..r.) vgl. $ 29aB). 

Beispiele: 
ee Inversions- drei auf einander Inreh 7:@) en 
S—-[12 h: spiegelung: senkrechte Hauptkugeln "W* Ian iz 
y 1 ee I 
> _- [3 41 2): „ ” rw. .. 3 — 3 3 = 3 
a tgp_ eotgyl 
'—=[-3-12 4): 0,. tn 
Sessel > : » eo 


(vgl. Ih_10 A) in (78a) $ 51). 


60) 2.15 = 30 vierzählige Drehspiegelungen (dreifache 
51 (79a,).. (79a,), Il, A)—Il,A). Von den 
beiden Punkten 2), TO), le auf einem Hauptkreise 79, 


+90° betragenden Drehung liegen, bleibt 2 fest, I) geht in den Gegen- 


Spiegelungen) (vgl. $ 29b) und $ 
der Axe der 
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punkt z(0) über; die dureh die reeiproke Polare 7‘, deren imaginäre un- 
endlich ferne Punkte fest bleiben, gehende Spiegelhauptkugel + bleibt 
fest, während 2® die Innen- mit der Aussenseite vertauscht. Die Elemente 
des entsprechenden sphärischen Tetraeders mit den beiden reellen Eck- 
punkten &(W, X) (den reellen Hauptkugeln 2, ©) und mit zwei imagi- 
nären Eekpunkten 5,9, 6,9 (2 imaginären Hauptkugeln 3,9‘, &,%). mit 
einem reellen und zwei imaginären Kantenpaaren sind aus (79a,)... (79a,), 
sowie aus (20a), (20b) in $ 42 und aus (35b), (37b), (39b) in $ 43 zu entnehmen. 
5? bedeutet die Umwendung um die Axe /(). 


Beispiele: 
N S—[A4 321, — Io |%* || 92—[34-1 2] = Zee); Hz 
Ye / —— ) 1 1 = nn 
S—[2 14 3, — L-000)| Tu" j WO en as: 8] 
v2 v2? == 
1 1 = 
UM... — 0 -— 0 gehtin T,® über Ton 
v2 v2 = 
eg: en 2 nn: 
| Here 909, | 1” | LO... DEE RER 2 I bleibt fest, 
2/2 2/2 2/2 
t sp V5 
Z®. 59 0) Eur | 2 geht in Z,% über 
2/2 2y2 2/2 


(vgl. (7925) m $51 Ihr 18A). 

6) 2.15 — 30 vierzählige Drehspiegelungen. Die beiden 
Punkte g(, X) und die beiden Hauptkugeln x), 70) in 6«,) vertauschen 
sich, so dass X fest bleibt, &() in den Gegenpunkt &‘ übergeht, 20) die 
spiegelnde Hauptkugel ist, während die Drehaxe 7 dieselbe ist und S2, 
wie in 6«,), die Umwendung um diese Axe bedeutet. 


Beispiele: 1) (vgl. 1) in 6«,) 


Y @p) « 5 0 
|S=f 3 2 1, —4lgo|A®|| 2 —[3 4 1 2], = Altson) ; | 
| 83 — 9 I U = I (900) 10|| TI, bleibt fest, 2,9 geht in 2, über | 


2) (vgl 2) in 6): 
(0) 


|S=[T4 42 14 = 14% oo) 2,0 || |3 1* 2 4], — lısoo) ; | 
= 


5? 
4-32 1*),, = 1, (900) ZROIN| ED) N fest, 2,9 geht in 2,® über. | 


7a) 2.10 =20 sechszählige Drehspiegelungen (vgl.$ 29») und 
$ 51 (80a,).. (802), IL,, .„ A)). Von den beiden Punkten x), R®, welche 
auf einem Hauptkreise X), der Axe der +120° betragenden Drehung liegen, 


472 Edmund Hess, 


bleibt A) fest, x" geht in den Gegenpunkt x‘ über, die Spiegelhaupt- 
kugel 0) bleibt fest, während bei P() die Innen- mit der Aussenseite ver- 
tauscht wird. Die Elemente des entsprechenden sphärischen Tretraeders mit 
den beiden reellen Eckpunkten x, RP) (den rellen Hauptkugeln „, PO) 
und mit zwei imaginären Eckpunkten c«(, «(9° (zwei imaginären Haupt- 
kugeln 7,9, 7, ®), mit dem reellen Kantenpaar KW, KK, welches das 
Axenpaar der beiden, S? und S* entsprechenden, einfachen dreizähligen 
Drehungen (3«,) darstellt, und zwei imaginären Kantenpaaren sind aus 
(80a,)... (802) in $ 51, sowie aus (18a), (18b), (186) in $ 42 und aus (28a) b), 
(30a) b), (32a) b), (33a) b) in $ 43 zu entn&hmen. S® bedeutet die Spiegelung 
an der Hauptkugel p("). 


Beispiele: 


)S—=[3 12 4, — Kı (1200) || | S2—=[43 2 1, — Kl 1209) | (vgl. 80a,) 
83 — [3 1 2 4], — Kit 1209) Ka | S4 — [3 u Zul 2]; — K, (1209) ’ in $ 51 
3 — [3 19 4], em | 0,9 IE | I;ı 2A). 
N,” bleibt fest, r,‘® geht in r,% über. 
2) S—= [4-8 2-16 — Kytaog)| || 52? — [4 -3 2 -1*], = 120] vgl. (803,) 
S—=[4-3 2 1], = Kıcıaoy In" = [43 2 I = Kacraoyı [ e H51 
S-[142534—-]|a®|; I;ı 32 A). 


N, bleibt fest, 1, geht in 1, über. 

7) 2.10 = 20 sechszählige Drehspiegelungen. Die beiden 
Punkte x), A, sowie die beiden Hauptkugeln P, 9 in 7«,) vertauschen 
sich, so dass x) fest bleibt, RD in A‘ übergeht, pP" die Spiegelhaupt- 
kugel ist, während die Drehaxe X) für die +60° betragenden Drehungen 
dieselbe ist, 52, S: wiederum die einfachen dreizähligen Umdrehungen um 
diese Axe bedeuten, 5? dagegen die Inversionsspiegelung (vergl. (5«,)) 
Kiysoo) | P® | an drei auf einander senkrechten, durch x gehenden Haupt- 
kugeln darstellt. 

Beispiele: 

1) (vgl. Beispiel 1) in 7«@,): 
| S=[3 12 4,= Kı(.600) p,® En und S* wie in 1) zu “a 
| = 312-4, — Kl | po] [PT 1 2 Ab = King AM, 

t,‘® bleibt fest, N,” geht in A, über. 

2) (vgl. Beispiel 2) in 7@,): 
| S=[4 3 2 1, = 6.609 P,® 1 und S wie in 2) zu za), 
| — A321, = K‘,(600) ine) Val ‘s(1809) IR |. 

t,‘® bleibt fest, A, geht in AR, über. 
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B®) 120 Correlationen, den eigentlich orthogonalen quaternären 
Substitutionen, welche Correlationen bedeuten, entsprechend 
(vgl. $ 31 und S 51 unter I, „B)). 
13,) Die Polar-Reciprocität in Bezug auf 8x: 
s'=[1234]; 
18) Die inverse Polar-Reciprocität in Bezug auf 8x: 
Velen: 


(vgl. (730‘) 9) 
in $51 unt. I,B) 


23) 15 eigentliche Polar-Correlationen in Bezug auf je eine 
reelle Fläche %(), welche eine Projeetion einer der 15 reellen Kernflächen 
FU) (vgl. 1, , B) in $ 51) auf $, ist (vgl. $ 31 2). 


Beispiele: 


I) = Mar-z): Polar-Correlation in Bezug auf: 
u Fr A! 3; Sale A ei —(; (vgl 
2) S'—=[3 1 2 4])s: Polar-Correlation in Bezug auf: (74h) 
N 3 
— u | in 
2 — 01851). 


(6) .. 
Ge | +3 pt + 3 


—mpygZyu Teotgp.zı d 


2%) 15 inverse eigentliche Polar-Öorrelationen in Bezug 

auf dieselben sphärischen Flächen wie unter 23.). 
Beispiele: 

) S'=[12 3 4]: Inverse Polar-Correlation in Bezug auf 5,0, 

2308 — el DA, ” e » ka! 

38) 2.10 = 20 sechszählige allgemeine Correlationen (vgl. 
$ 31 4a) und $ 51 unter IL; „‚B), deren Haupttetraeder vier Eckpunkte «,®, 
vier Hauptkugeln ,,®, ein reelles Hauptkreispaar X, K)' und zwei ima- 
ginäre Hauptkreispaare .,®) zu Kanten hat. S” und S“ bedeuten die ein- 


fachen dreizähligen Drehungen (3«,) um einen Hauptkreis X), S“ bedeutet 
die Polar-Reeiproeität (18) in Bezug auf 8x. Die Elemente dieses Tetra- 
eders können aus den in $ 51 unter I,, „, B) angegebenen entnommen werden. 


Beispiele (vgl. (75b) in $51 unter Iı »D): 


b 


is |s<-ß2741=, | [S?=B 1 43h = Kom 
|=PB-1743, | |8%=B 4-1 2) = K;cıaog; 


Nova Acta LXXV. Nr.1l. 60 
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ERzEN 


a 5 EM vgl. Beispiel 1) unter 49, in $ 53. 


| 2=[4 32 1, = Kol 1200) 
(ZT 232 Kon: 
Se—=[1234]. 

3%) 2.10 = 20 sechszählige allgemeine Correlationen, 
deren Haupttetraeder bez. dasselbe, wie unter 33,) ist. S“? und S“ bedeuten 
wiederum die einfachen dreizähligen Drehungen um X, S® dagegen be- 
deutet die inverse Polar-Reeiproeität (1B.). 


Beispiele: 


5’ und 5’: wie im 


j | “u zen 
= mi n | Beispiel 1) zu 39,) Pa, 
J 

| 


SS Js | 5“ und S“ wie im 6 ea, 


S5—=[43 2 1* m Beispiel 2) zu 38,) 


48.) und 4%) 8.6 =48 zwanzigzählige allgemeine Corre- 
lationen (vergl. $ 31 663) und $ 51 unter 1,; „B), deren Haupttetraeder 
bez. dasselbe ist, wie für die zehnzähligen Doppeldrehungen 4«) und 4«,), 
deren Schraubenaxen G, G®‘ sind und welche durch die Potenzen 

8”, 8'18, 4, S‘16, Ss, S’14. 88, sr 

dargestellt sind. SS‘! bedeutet die Polar-Reeiproeität 18), S° die inverse 
Polar-Reeiprocität 1%) in Bezug auf 8x; S' stellt die Inversion dar. 

Beispiel: 
|'=F a. IB, (NE ZrBeri, 
\se—[31724, |Sv—=[4 32 1],| Ss=f12-3-4, | ve. mu) 
Em 50 BET, ie Bars | in $ 51. 
Keil 3 21h |\Su=j3 1 2-4], 


x Y 1 (0)° Yu ) 0) 
= 3124 =) Gros) |=-M3 21, = Gl) Gr) 
su 120 Alle ı Se —EA aa tun Gl ni 
Us < y (0) ug x (0) (0) Beispiel 
5 be [4 3 2 I = Gr - —108) Gr) Ss — [3 1 4], — leer 144) Gr. 72) = 
1a —IE: 3 2 —1],; — Gz(108) ET 36) | 512 = [3 - => =Z Alas — 72(144) Gm) 4a,), 0). 


su_tıe 3 u 


| 
Se — [432-1], 
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B®) 120 Correlationen, den uneigentlich orthogonalen quater- 
nären Substitutionen, welche Correlationen bedeuten, ent- 
sprechend (vgl. $ 32 und $ 51 IL_„B)). 

58) 10 uneigentliche Polar-Correlationen in Bezug auf 
die 10 reellen Flächen %%, die Projectionen der Flächen F% (vergl. 
$ 45 II); dieselben sind Kleinkugeln nebst Gegenkugeln (vgl. $ 32 1) und 
Sole IB): 


Beispiele: 
Des, — 3124) 89... Eı En Bot; Lu = hr KıstLı inte Lu = 0,| vgl.(78b) 
2) —= [3 4 1 2) 39... da u 5 = 0 ) ins 5l. 


5%) 10 inverse uneigentliche Polarcorrelationen. Flächen 
wie unter 5ß.). 

Beispiele: DesSz— 2.32 122741 

2) —F3 4 1 2). 
64) 2.15 =30 vierzählige Axencorrelation zweiter Art 
(vergl. $ 32 23) und $ 51 Il,.„B)) mit reellem Axenpaar I, 0 
Die Mittelpunkte und die Hauptkugeln der festbleibenden sphärischen 
Strahlbüschel sind ein Punktpaar 8;, 87%, welche von den Punkten I), 


£(0) um einen Achtelskreis abstehen, und ein Hauptkugelpaar 3,0, 3,9, welche 


bezw. unter 45° gegen die beiden auf einander senkrechten Hauptkugeln 
09, 70) geneigt sind. S” bedeutet die Umwendung um 0) — |), Br |. 


Beispiele: 
1 1 1 1 
2 e——— „(0) wege. EEE) 
sa, |® a etz 6 ee 
— = S SlfeXe 
Var ee 3 1 l 1 1 : 
N) [ 3]; | 8,0... ee. 9,0 


S?=[34 1 2], = Iso, 


(vgl. Hi 12 D) in $ 51 unter (79b)). 
1 tg p eotg 
| 9" ot a) 


er, 


WO... tgp itgp li cotgp -icotgp 


cotg p lteg 
Bu... >, ) 3 = 22. By 


S2—=[3 1*2 4, = Lcıson) 
(vgl. Ir ıs BD) in $ 51 unter (79b)). 

6%) 2.15 = 30 vierzählige Axencorrelationen zweiter Art, 
welche die inversen der unter 63,) sind, insofern die Gegenpunkte 8,0, 
3, und die entgegengesetzten Seiten der Hauptkugeln 5,0, 9,9 auftreten. 
60* 
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Beispiele: 1) | 5 [4 3 2 1 2) | 8 ® 32 Ihı 
ms Dal ra, Sean: 

78) 2.10=20 sechszählige allgemeine uneigentliche 
Correlationen (vgl. $ 32 20), $ 51 IL, „B)). Die Elemente des Haupt- 
tetraeders sind aus den in $51 IL, „B) und $ 50 unter 14B) angegebenen 
Relationen zu entnehmen: die beiden imaginären Eekpunkte «,) und Haupt- 
kugeln 7,9 sind dieselben, wie für die entsprechende Drehspiegelung 7 «,), 
die beiden reellen Eckpunkte p,(®), p, (die Projectionen der Punkte ®;, Br) 
sind die Halbirungspunkte der Quadranten x) RD (vergl. 7«) und $ 54 
unter 8) am Ende), die beiden reellen Hauptkugeln xi%, x; halbiren die 
rechten Winkel der Hauptkugeln 0, p®). S® bedeutet die Polar-Corre- 
lation in Bezug auf eine Fläche 3%, während S” und 5“ die dreizähligen 
einfachen Drehungen um die Axe KV) — | p;(0) p,(% | darstellen. 


Beispiel (vgl. das Beispiel unter 148,) in $53 und $50 und 14.5,) in $ 50): 
| S—[4-3 2 -1]ıs K,®... cosp iecsyp 0 0 sin isiny—=|Yp® | 


So ET po... Biriep er IR BR) 
| SoSe) v2 v2 v2 
sin» _— cop |1 
pP, — 0) = Pa - Bu elle ne N,N. 
v2 Veslay/a 
78) 2.10 = 20 sechszählige allgemeine uneigentliche 


Correlationen, welche die inversen der unter 72,) sind. Es treten 
p;®, 24 statt P;9, pr” auf; Ss bedeutet die inverse Polar-Correlation in 
5%, während 5”, 5“ dieselbe Bedeutung wie unter 7,) haben. 
Beispiel (vgl. das Beispiel unter 14ß,) in $ 53): 
| Sl Perl ss — 1-23 4). 
SI Se] 

Damit sind auch die sämmtlichen Transformationen, welche das 
reguläre Gewebe @, und die ihm zugehörigen Polytope in sich überführen, 
vollständig aufgestellt. Diese Transformationen können endlich auch durch 
die Substitutionen in Beziehung auf die fünf orthogonalen Polartetraeder 
dargestellt werden, was mit Benutzung der in $ 51 3) in (82a)... (82a,) voll- 
ständig aufgeführten Substitutionen ohne Schwierigkeit sich ausführen lässt. 

Die aufgeführten je 120 eigentlichen Bewegungen A, ein- und drei- 
fachen Spiegelungen A”, eigentlichen und uneigentlichen Correlationen B®) 
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und B@ gelten, wie erwähnt, für das reguläre Polytope P, und die theil- 
weise regelmässigen Polytope dieser Gruppe, insofern zugleich deren Gegen- 
figuren mit in Betracht gezogen werden. Für das Polytop P, selbst und 
die übrigen Polytope dieser Gruppe beträgt die Zahl der eigentlichen und 
uneigentlichen Collineationen und Correlationen nur je 60. 


Dieselben sind in übersichtlicher Zusammenstellung die folgenden: 
l«,) die identische Transformation, 
2«,) 15 Umwendungen um je einen Hauptkreis 7, 
3«) 2.10 = 20 dreizählige einfache Drehungen um je einen 
AU...) Hauptkreis K(0), 
4a) 4.6 = 24 fünfzählige Doppeldrehungen um je zwei Haupt- 
kreise G®Q), ©‘, welche den geraden Potenzen 82, S#, 
5*, 85 unter 4«,), 4«,) dieses $ entsprechen. 
) 10 einfache Spiegelungen an je einer Hauptkugel 0), 
6«,) 2.15 = 30 vierzählige Drehspiegelungen gg) |T® |; 
) 


e —— % \ Shlıo » Iaor n (0 (0) 
2.10 — 20 sechszählige Drehspiegelungen X'}130) |” |- 


28.) 15 eigentliche Polar-Correlationen in Bezug auf eine Fläche 1. 

3ß) 2.10 = 20 sechszählige allgemeine Correlationen, 

48) 4.6 = 24 zehnzählige allgemeine Correlationen, welche den 
ungeraden Potenzen 5‘, 8°, 5”, 8 unter 4ß,), 4ß,) dieses $ 
entsprechen. 

58) 10 wuneigentliche Polar-Correlationen in Bezug auf eine 
Fläche 5%), 


B®.. : : 
68) 2.15 — 30 vierzählige Axencorrelationen zweiter Art, 


1#,) die Polar-Reeiprocität in Bezug auf 8x, 


73) 2.10 — 20 sechszählige allgemeine uneigentliche Correlationen. 


Für den Verein der Polytope P, u. s. w. und ihrer Gegenfiguren 
treten hinzu: 


die unter 1%), 2%), 3«,) angegebenen Bewegungen, sowie die 


für AU): 


4.6= 24 zehnzähligen Doppeldrehungen, welche den un- 
geraden Potenzen S, 8°, 5’, 5’ unter 4«,), 4) entsprechen; 


1) Vgl. van Oss 1. c. 8. 15. 


478 Edmund Hess, Weitere Beiträge zur Theorie der räumlichen Configurationen. 


für Ad: die unter 5a), 6%), 7«,) aufgeführten Spiegelungen; 

die unter 1ß,), 2#,), 38.) angegebenen Spiegelungen, sowie die 
4.6 = 24 zwanzigzähligen allgemeinen Correlationen, welche 
den ungeraden Potenzen S’, 53, 87, $‘ unter 4a,), 4«,) ent- 
sprechen; 

für B®: die unter 53), 6%), 78) aufgeführten uneigentlichen Correlationen. 


für BO): 


(Ende des zweiten Haupttheils.) 
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I. Substitutionen, welche den positiven Permutationen der x; entsprechen. 


DIE 


12. 
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14. 


15. 


16. 


17. 


19: 


20. 


29. 
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Eine besondere Untergruppe der Hauptgruppe Gy 4400 

Uebertragung. der Of. (60,;,, 72,) auf einen dreidimensionalen sphärischen Raum 

Transformation der beiden regulären Gewebe G, und @‘, und der ihnen zu- 
gehörigen Polytope in sich selbst. . , 

Uebertragung der in $ 51 behandelten speciellen Figur eines Pentagons (Penta- 
eders) auf den dreidimensionalen sphärischen Raum S; 


Transformationen des regulären Gewebes G, und der ihm zugehörigen Polytope 
in sich selbst 


Verbesserungen. 
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” 3 ” 2 ” 
„ 36 „ 12 „ lies (148) statt (18ß). 


„ 41 vor Formeln (18«)—(18e) lies F}® statt FD. 
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230 16 v.u. lies 2a,) statt 2«,). 

IR BaE2a5) ',. #209): 

” ” 2a,) ” 204). 

234, TAN 1a). ah): 


„u 230. 4. Fla)), .„. om): 
near I za) y,. 20), 
„». 125 2a) 20) 
at 2an) „ 20a): 
Wi, 2), aa): 
238 mr DEvangeean) da): 


” 9 ” n 7a,) ” 76). 
rag DEV an) 5 ao): 
LER - Felar) „ ca): 
#295 Ya BRD ul Or NO" 
a 69 n AGD. 


990, A e2ac) „. ; (2260): 

2IITE an ozAb)y „, .(24Bß): 
Sauer ehlerner , Rernere. 

BR Bes a. 6 SZ EPIERSE TG} 

„. M368nn,, nl. meta), (24): 


Seite 


398 
428 


439 


459 


468 


Nova Ac/s C.1.C.G. Nat Cur. Vol. LXXY. /806.J. 


Fig 3. 


E.Hess del. 


£../1655: Configureitonen.. Iaß I. 


FWova. Acıs G2.C06.Net. Cur Vol. LXXV. EDDIE 


E. Hess de). 


£/1ess: Configurefionen. Taf I. 


Tab. IH. 


Ace 021.0.G.Nat Cur.bol. LXAXTV: 


‚/Vova 


BB. 
S= 


Zr Hess: Configuraionen. af II. 


4 


UNI 


Folgende von der Akademie herausgegebene Bände der NOVA ACTA sind 
durch die Buchhandlung von Wilh. Engelmann in Leipzig zu beziehen: 
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